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DEFORMACJA OSRODKA CIAGLEGO

Rozwazmy dwa clementy plynu potozone w pewnej chwili w bliskich sobie punktach A I B.
Jak zmienia si¢ ich wzgledne potozenie w krotkim interwale czasowym o dtugosci At ?

Ay AL Polozenie pierwszego z elementow (wzgledem globalnego
B’ uktadu odniesienia) po czasie At opisane jest wzorem

X, =X, +o(t, x,) At + O(4t°)

| Poniewaz Xg = X, + p , mamy analogiczne wyrazenie
dla drugiego elementu

Xg = X, + p+o(t,x, + p) At + O(At?),

gdzie wektor p opisuje wzgledne potozenie tego elementu
X, w czasie 1.

W przedziale czasu Al wektor ten przyjmuje nowa warto$¢ zgodnie z formuta (opuszczamy
dolny indeks A)

p(t+4t)=x, —x, =p(t)+[o(t,x,+ p)—o(t,x,)] At +0O(A4t?) =
= p(t) +[Vv(t, X) p}At +0(4t?, At| p?)
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W powyzszej formule pojawia sie macierz (tensor) V0 zwany gradientem pola predkosci.

Z definicji | Vo |, = =500, j=123

Tempo zmian wektora opisujgcego wzgledne potozenie dwdch elementow ptynu otrzymamy
rozniczkujac wzgledem czasu

dp p(t+4t)—p(t) _ 2
ar = Am " =Vo(t,x) p+O(| p[°).

Gradient predkosci V© moze byé przedstawiony w postaci sumy dwoch tensorow, a
mianowicie

Vo=D+R
gdzie
. OU;
D=1[Vo+(Vo)'] Iub d; 2% 2;): + 81))(,] - tensor symetryczny,
i
. OU;
R=14[Vo—-(Vo)'] Wb T, _ijou v tensor antysymetryczny
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Pokazemy, ze krotkotrwala zmiana wzglednej pozycji bliskich elementow plynu

zachodzaca w wyniku dzialania antysymetrycznego tensora R odpowiada ,,sztywnemu”
obrotowi ptynu.

Nastepnie pokazemy, ze dziataniu symetrycznego tensora D odpowiada ,,prawdziwa”
deformacja, tj. zmiana ksztaltu i/lub objetoSci elementow plynu.

Zauwazmy po pierwsze, ze I =—1lc. , gdzie k=123, to kartezjanskie
] 2 —ijk oK 2% ]
wspotrzedne wektora wirowosci
ov
w=Vxv=¢c, —Xe.
ijk 8x
2
Istotnie, mamy bowiem
: 8x 2 0% OX; | 2{0X; OX

Wobec tego, mozemy napisa¢ rownos¢

_ —_1 —_1 —1
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Wykazemy, ze dlugo$¢ wektora p pod wplywem dzialania tensora R nie ulega zmianie:

&l pl=3(p.p)=2(p.5:p)=2(p.Rp) = p-(wx p) =0

Poniewaz para elementow plynu moze by¢ wybrana dowolnie, otrzymany wynik jest

rownoznaczny ze stwierdzeniem, ze transformacja geometryczna generowana przez tensor R
to czysty (sztywny) obrét bez deformacji ksztattu. Tensor ten nazywacé bedziemy dale;
tensorem obrotu.

Podsumowujac: antysymetryczna czeS¢ tensora gradientu predkosci opisuje lokalny
sztywny obrot elementow plynu. Odpowiadajaca temu obrotowi lokalna predkos¢
katowa jest rowna %w, czyli polowie lokalnego wektora wirowosci.
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DEFORMACJA ELEMENTOW PLYNU

Wiemy juz, ze tempo zmian wektora wzglednego potozenia p (czyli predkoS¢ zmian
wzglednego polozenia dwoch bliskich elementow plynu) dane jest wzorem

%p: Dp + Rp :Dp+%w><p.

deformacja  sztywny
obrot

Pierwszy ze skladnikow zawiera symetryczny tensor D, zwany tensorem predkoSci
deformacji.

Tensor D moze by¢ przedstawiony jako suma dwoch sktadnikow: tensora sferycznego Dsg |
dewiatora Dpw

D = D + Dpy,
Tensor sferyczny Dsg zdefiniowany jest nastepujaco
1 10v
D, ==trD- |——(v 0)I = (Dg)j===L6;,
3 slad D 3 axk

Zauwazmy, ze trDg = —(V v)-trl =V-o=divo.
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Dewiator Dpyy jest oczywiscie rowny roznicy D i Dsg. Mamy

1 1( dv,  Ov; | 10v
Doy =D-2(Vv-0)I = (Do) == Y| 2%s
DW 3( v) ( DW)IJ 2 aXJ + 8Xl 3 axk 5Ij

Zauwazmy, ze cecha dewiatora jest zerowy slad

W celu wyjasnieniu kinematycznego sensu rozkladu tensora D na cze$¢ sferyczng i
dewiatorowg rozwazymy deformacj¢ niewielkiego obszaru plynu. Dla uproszczenia
ograniczymy si¢ do analizy przypadku 2D 1 zalozymy, ze poczatkowy ksztalt obszaru to
prostokat. Zatozymy, Ze tensor obrotu znika tozsamosciowo.

Pochodna wektora wzglednego polozenia przyjmuje postac
d n— _
sp=Dp=D,p+Dy,p.

Dla matego przyrostu czasu At, deformacja opisana jest nastepujaca formuta

p(t+4t)=p(t)+ D p At + Dy, p At +0(A4t?)

Apy Ap,
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Rozwazmy najpierw przypadek, w ktorym dewiator jest rowny zeru.

x| x A

i 0|2 °]
ozemy napisa¢ UDgr =
0 d

Q(t+At)

Cl

Stad trD=2d

B C
Prostokatny obszar OABC podlega
deformacji przyjmujac w czasie t+ At /
ksztalt opisany transformacjg 0 7 A > X

p(t+4t) =(1+d At) p(t) +O(4t?)

Ksztalt obszaru pozostaje zachowany bowiem transformacja ta jest izotropowym
rozciaganiem (d > 0) lub kurczeniem (d < 0).

Oryginalna ,,0bjeto$¢” (w sensie 2D) obszaru to Vol,(t)=L,L,. W wyniku deformacji
przyjmuje ona wartosc¢

Vol , (t+4t) =L,L,(1+d4t) “=Vol , (t) (1+2d At) + O(At?)
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Wzgledne tempo zmiany objetosci obliczamy nastgpujaco
1 . Vol,(t+4t)-Vol ,(t
Vol , (t) 450 At

=trD=V-0»

Widzimy, ze lokalne, chwilowe tempo zmian objetosci elementu plynu jest rowne

wartosci dywergencji pola predkosci.
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Rozwazmy przypadek odwrotny — niech tym razem cze$¢ sferyczna tensora predkosci
deformacji jest rowna zeru. W przypadku 2D ogdlna posta¢ dewiatora (czyli tensora
symetrycznego o zerowym Sladzie) jest nastepujaca

D — dy; —3d dy _ 3(d;; —dy,) dy _| & 7
. dy dy, —3d dy 3(dy —dyy) y ol

Wzér opisujgcy deformacje ptynu w krotkim
przedziale czasu Al ma postaé

p(t+A4t) = + At Dy, ) p(t) +O(At?*)

XzA XzA
YAt L, c

/

Tym razem przyda si¢ forma rozpisana ... B
X, (t+4t) = (1—oa At) X, (1) + y At X, (1) / 1
X,(t+4t) =y Atx, (t)+ (1+a At) X, (t) o= y X

Q(t) Q(t) oAt Ll

Zauwazmy obecnos¢ scinania, ktora manifestuje si¢ zmiang katow pomiedzy wektorami
lokalizacji tych samych elementow plynu przed i po deformacji.
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Obliczmy ponownie chwilowe tempo zmian objetosci odpowiadajace powyzszej deformacii.
Z wykorzystaniem elementarnej geometril, rachunek przebiega nastepujaco:

l-aAt y4a
yAt  l+aA

=Vol ,(t) +0(4t?)

LL, =L L,1-a?At? - y2A%) =

Vol , (t + 4t) =|

Stad

1 . Vol (t+4t)-Vol ,(t)
lim =0.
Vol , (t) 4t-0 At

Whioskujemy, ze chwilowe tempo zmian objetosci odpowiadajace deformacji opisanej
wylacznie przez czes¢ dewiatorowq jest rowne zeru. Mamy zatem do czynienia z czystq
zmiang ksztaltu (czystym Scinaniem).
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