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TWIERDZENIE REYNOLDSA (O TRANSPORCIE)

Dokazemy formuty znanej pod nazwg Twierdzenia A
Reynoldsa,  odgrywajacej  istotng role w
wyprowadzeniu (alternatywnym do stosowanego w
tym kursie) rownan rozniczkowych wynikajacych z
zasad zachowania. Twierdzenie Reynoldsa mowi jak
obliczy¢ tempo zmian w czasie wielkosci
ekstensywnej przypisanej obszarowi materialnemu
(plynnemu), a wiec — na ogo6t — zmiennego w czasie.

Xa:C3

Rozwazmy dowolne, dostatecznie regularne pole
skalarne f = f (t, X) oraz catke objetosciows z tego

pola z obszarze ptynnym 2(%). X1,

C(t)= j f(t,x)dx.
Q(t)

a

dt

Q(t)

f(t,x)dx.

Zadanie polega na obliczeniu pochodnej C'(t)=

Zauwazmy, ze zadanie to jest nietrywialne poniewaz sam obszar zmienia si¢ w czasie!




Aby obliczy¢ ta pochodna przejdziemy od zmiennych Eulera X =[X, X,, X;] do zmiennych

Lagrange’a & =[&;,&,, &, ] Catka C(t) moze by¢ wowczas przeksztatcona nastepujaco
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Q(t) “

o

W powyzszej formule oznaczylismy symbolem fy funkcje ztozona postaci

fo = To(t,6) = T[t, x(t, &),

Pojawit si¢ rowniez wyznacznik macierzy Jacobiego (jakobian) przeksztatcenia, czyli

J(t,&) = det
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Poniewaz obszar pierwotny {2y nie zalezy od czasu ({2, = 2(t =0) ) mozemy wejs¢ z
operacja rozniczkowania pod calke. Otrzymamy wowczas

cO=3 0.6)6.0)de- | AUIGRRIG as+ [ 1 O (t.¢)de
%

Rozniczkowanie pola Ty wzgledem czasu jest rOwnowazne policzeniu pochodnej czasowej
funkcji ztozonej. Mamy zatem
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To byto proste! Wiekszym wyzwaniem jest obliczenie pochodnej jakobianu. Odpowiednig
formute mozna wyprowadzi¢ na dwa sposoby ...




Metoda A

Zapiszmy jakobian przy uzyciu symbolu alternujacego Levi-Civity

OX, 0% OX
J(t,f)zeljk a)%afiafi

Zauwazmy, ze kolejnos$¢ rézniczkowania wzgledem czasu i wspotrzednych Lagrange’a jest
dowolna , co pozwala napisa¢ rOwnosci
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Obliczmy pochodna czasowg jakobianu ...
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Rozwazmy dwie dowolne macierze kwadratowe A i B, oraz macierz C = AB'. Mamy
oczywista formute dla elementow macierzy C

Zau ka 'J kJ

Obliczmy $lad macierzy C

Dalej, z zasady konstruowania macierzy odwrotne] wynika, ze odwrotna macierz Jacobiego
moze by¢ wyrazone nastepujaco

Jt= o J(c:ofJ)T

Stad
(cof J)" =(detJ)J =3I

J

Wobec tego, wzor dla pochodnej jakobianu przyjmuje forme (lagranzowska)

2J(t,¢&) =tr[V V- (cof J)T}(t,f) N (t,é)tr[v gV-J‘l}(t,é‘)




Pozostalo powrdci¢ do zmiennych Eulera. W tym celu zastosujemy relacje pomiedzy
predkoscig elementu ptynu a polem predkosci wyrazonym w zmiennych Eulera, czyli

V(t,¢) = vlt, x(t, )]

Lagrange Euler

Obliczymy elementy macierzy V V
V] (69 =2Vi(6)= zax ult, Xt I (€.).
Otrzymany réwno$é moze by¢ zapisana zwiezle jako
V.V (t,6) = VoIt x(t. O (t.€)

skad wynika, ze

V.V (667 (1.6) = Volt,x(t,¢)]




Wobec tego, wzor na pochodng jakobianu moze by¢ przepisany w postaci

2J(t,)=J(t,&)(tr Vo[t x(t, )]

Biorac pod uwage, ze

trvo=2-u=divo=V-v

Otrzymujemy ostatecznie

2 J(t,&)=J(t,&)V-o[t,x(t,&)]




Metoda B

Alternatywna metoda polega na wykorzystaniu grupowej wlasnosci przeksztalcenia obszaru
pierwotnego (tj zajmowanego przez ptyn w chwili t = 0 ) w obszar zajmowany przez ten sam

pltyn w chwili t > 0.

Mozemy zapisa¢ rOwnos¢

X(t+s,¢) =x[t,x(s,¢)]
lub (i = 1,2,3)

X (1+8,61,65,63 )= X [1,X(8,51,55,63) . % (8,: 61,65, 63), %5(8,61, 65, 63)]

Zrbdzniczkujmy powyzsze wyrazenie wzgledem fj

K (t+s,8) = D[t x(s, )]

OF, 3, 5z, ¢




Otrzymana rowno$¢ mozna zapisa¢ rowniez nastepujaco (I = 1,2,3)

[J];(t+s,6) =[/], [t x(s, €)1 [/ ] (5, €)

CO jest rOwnowazne rOwnosci macierzowe]

J(t+s,&)=J[t,x(s,&)] J(s,$).

Z fundamentalnej wlasnosci wyznacznika wynika, ze

J(t+s,&)=J[t,x(s,&)] I(s,¢).

Otrzymang formul¢ wykorzystamy do obliczenia (z definicji) pochodnej ...

2 )(¢,6)= i A I _ i 0 IASDI-I(08)
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Zauwazmy, ze J[ AL, X(t,&)] jest jakobianem , prawie identycznosciowego” przeksztatcenia
X(t,&) = x(t+4t,¢)

Oznaczmy to przeksztalcenie symbolem X ,,. Ustalmy warto$¢ ¢ 1 pominmy pokazywanie
tej wielkosci w dalszych przeksztalceniach. Mamy zatem tj.

X(t+AD) = X 4 [X(0)]
W formie rozwinietej, transformacja ta ma posta¢ (1 =1, 2, 3)

[ X ()] =% +0(t, %, %y, X;) At +O(At?)

Odpowiadajgca tej transformacji macierz Jacobiego moze by¢ obliczona nastgpujaco

[J]ij(At,x)— [Xt(x)] =0 + (t X) At +O(At?)
Xj

Stad J (At, X)= 1 +Vo(t,x) At +0O(At?)




t.atwo pokazaé, ze wyznacznik tej macierzy (jakobian) wyraza si¢ wzorem

ov, 802 803 5 5
J(4t,x) =1+ [ax o 8Xj(t X) At +O(At2) =1+ V- (t, x) At + O(At?)
Vo
Wobec tego, mamy
. J(At,X)-1_ o
J\t'Lno At =V-o(l,x)

Ostatecznie, otrzymujemy pozadang formulte dla pochodnej jakobianu

23(4,)=3(&) (Vo) x(t,&)]




Dokonczymy teraz obliczenie pochodnej C'(t) ...
C'(t)= | (g f+0-VFf+f v-v)[t,x(t,f)]J(t,f)dgz
QO

= | (%erv-VerfV-v)(t,x)dx: [ [gfw.(fv)](t,x)dx:

a() a()
= j%fdx+_[ V-(fo)dx = j%fdx+ j fo, ds
Q(t) Q(t) Tw.GGO £2(1) 0Q(t) ovn

Zastosowalismy twierdzenie Greena-Gaussa-Ostrogradskiego (GGO). Widzimy, ze tempo
zmian warto$ci C(t) jest suma dwoch sktadnikow. Pierwszy wynika z lokalnej zmiennosci w
czasie pola f (i znika jesli pole jest stacjonarne, tj. % f =0), drugi natomiast jest efektem
ruchu ptynu.

Czytelnikowi zaleca si¢ porownanie otrzymanej formuly we wzorem okreslajacym
zmiane netto (,tempo produkcji”) wielkosci ekstensywnej w obszarze kontrolnym
(niezmiennym w czasie) — vide Wyklad nr 3.




TEMPO ZMIAN W CZASIE WIELKOSCI EKSTENSYWNEJ

Rozwazmy dowolng wielkos$¢ ekstensywng, ktorej rozklad przestrzenny scharakteryzowany
jest jej gestoscia wiasciwa (odniesiona do jednostki masy ptynu) h= h(t, X). Ilos¢ tej

wielko$ci niesiona przez ptyn tworzacy obszar pltynny £2(%) wyraza calka objetosciowa

H(t)= j ohdx
Q(t)

Obliczymy pochodng H'(t). Stosujac Twierdzenie Reynoldsa oraz réwnanie rézniczkowe
zachowania masy otrzymujemy ...

LH({)=2& I phdx = j[%(ph)JrV-(phv)]dx:
(1) Twierdzenie €2(t)
Reynoldsa
= [ h| §p+V-(pv) |dx + [ p(§h+v-Vhdx= [ pRhdx
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