WYKLAD 11

ENERGIA Z ZAGADNIENIACH RUCHU
PLYNU




WYPROWADZENIE ROWNANIA ENERGI|

Zgodnie z ogdlnym podejsciem do praw zachowania przedstawionym w Wyktadzie nr 3,

matematyczna posta¢ Zasady Zachowania Energii (ZZE) zapisanej dla obszaru kontrolnego (2
przedstawia si¢ nastepujgco:

d _
Q produkcja moc sil moc strumienia moc wewnetrznych
zewnetrznych ciepla przez 02 zrodel ciepla

gdziee=U+ % U oznacza jednostkowa (tj. odniesiong do jednostki masy) energie caltkowitg
ptynu.

Sktadniki opisujace moc rozwijang przez sity zewnetrzne wyrazajg si¢ nastepujgcymi catkami

Po=[o-0dS= [ Zn-0dS , R =[pf-0dv
oQ2 o0Q2 Q
Sktadniki opisujgce moc cieplng to

Qagz__[qh‘nds ’ QQZIPVth
e o
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Przypomnijmy, ze symbol (,, oznacza wektor strumienia ciepta przewodzonego przez brzeg
0(2, a symbol y, oznacza gesto$¢ wlasciwa mocy wewnetrznych zrodet ciepta.

Lewa strona rownosci catkowej wyrazajacej ZZE moze by¢ przeksztalcona nastepujgco:

= | 2[pu+iv?)]dV + | [p(U+iv?)]v-ndS =
Q@’[ 2 - 2

= [2[p(u+iv?)]dV + jv-[p(u+%02)v]dv _

HE|
dt = | produkcja

0

= [{u+300)[5 p+V-(po)]+ pL§ (U+30) +0-V(u+30?)]}dV =
Q

= [ pL§(U+30?)+0-V(U+30?)]dV = [ pB-U+10?)dV = [ pBredV
0 02 Q

Zauwazmy, ze wyrazenie zaznaczone kolorem zielonym znika — jest to lewa strona rOwnania
wynikajacego z Zasady Zachowania Masy (vide Wyklad nr 3). W wyniku pokazanych

przeksztatcen pod calkg pojawila si¢ pochodna substancjalna energii wlasciwej € .
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Nastepny krok polega — jak zwykle — na sprowadzeniu catek powierzchniowych do
rOwnowaznych in catek objetosciowych.

Zaczniemy od calki wyrazajacej moc rozwijang przez sity powierzchniowe ...

- j%(gijuj)dvzjgv-(zv)dv

=] 0

!

Wyjasnimy sens otrzymanej catki objetosciowej. Po pierwsze, wyrazenie pod catkg mozemy
rozpisa¢ na sum¢ dwoch sktadnikow

V(&)= OX; (“lj j) (ax )U +‘—’|J(ax Uj):
=DIv(Z)-v+EZ:Vo

W drugim sktadniku pojawit si¢ iloczyn skalarny (oznaczony dwukropkiem) pary tensorow:
tensora naprezen 1 gradientu pola predkosci.
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Wykorzystujac dalej rozktad gradientu predkosci na sume czesci symetrycznej (tensor
predkos$ci deformacji D) i antysymetryczna (tensor obrotu R), otrzymujemy ...

EVo=E.(D+R)=E'.D

—

Istotnie, iloczyn skalarny tensoréw = i R jest rowny zero, co jest konsekwencja symetrii
pierwszego I antysymetrii drugiego tensora:

T:R=1F(2p—-2p)=1F. 0 p—-15. 0p. =

Ostatecznie zatem, moc rozwijana przez sily powierzchniowe mozna wyrazi¢ wzorem

P, :LDiv(Z)-vdV +J25:de

Pokazemy dalej, ze kazdy z powyzszych sktadnikow ma interpretacje¢ fizyczna.
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Zajmijmy si¢ z kolei calkg powierzchniowa wyrazajacg moc strumienia ciepla przez brzeg

obszaru
Qe :_j qh-ndS

oQ2

Tu sprawa jest zupetnie prosta — stosujemy co tej catki Twierdzenie GGO 1 otrzymujemy
Qo= G,-ndS=~[V-q,dV
02 Q0

W ramach dos¢ ogolnego modelu przewodnictwa ciepla, powierzchniowa gestos¢ strumienia
ciepta Q, jest lintowa funkcja gradientu temperatury, a mianowicie

q,=—AVI

Innymi slowy, wartoS¢ gestosci strumienia obliczamy poprzez zastosowanie do gradientu
temperatury tensora przewodnictwa A, charakteryzujacego zdolno$¢ ptynu do przewodzenia
ciepla, a takze ewentualng anizotropowosc.

Tensor przewodnictwa musi spelnia¢ pewne warunki zapewniajace, ze ciepto nie bedzie
ptyna¢ ,,0od zimnego do cieptego”; wykluczy¢ nalezy rowniez ,.cyrkulacje” ciepla po
powierzchniach w kierunku stycznym do powierzchni izotermicznej.
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W najprostszym przypadku mamy do czynienia z medium izotropowym (o takim samym
witasnosciach w kazdym kierunku). Wowczas strumien ciepla jest zawsze rownolegly do
gradientu temperatury i tensor przewodnictwa jest tensorem sferycznym postaci

A=Al

Dodatnig wielko$¢ A nazywamy wspotczynnikiem przewodnosci cieplnej osrodka (ptynu).
Strumien ciepla wyraza sie wowczas wzorem (tzw. prawo Fouriera)

q,=—AVT

Sktadnik w bilansie energii wyrazajacy moc strumienia ciepta przez brzeg przyjmuje postac

sz—jv-qhdv :IV-(/WT)dV
0 0

Rownos¢ catkowg bilansu energii ptynu w obszarze {2 mozna zapisac teraz z postaci
pojedynczej calki objetosciowej (roOwnej zeru). Poniewaz obszar zostal wybrany
dowolnie, mamy na mocy standardowego argumentu rOwnanie rozniczkowe energii.

pEe=DIV(E)-v+E:D+pf-v+py, +V-(AVT)
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ENERGIA WEWNETRZNA I DYSSYPACJA ENERGI!I

Jest pouczajagcym rozwazy¢ osobno bilanse energii wewnetrznej 1 energii kinetycznej ptynu.
W tym celu pomno6zmy (w sensie iloczynu skalarnego) roéwnanie ruchu przez wektor
predkosci v

pEv-v=p f-0+DIV(Z)-v

Otrzymane réwnanie (skalarne!) jest rtOwnowazne nastepujgcemu (pochodna substancjalna
speinia formulte Leibniza o rozniczkowaniu iloczynu)

pEGuvr)=pf-v+DivV(Z)-v

W nastgpnym kroku scatkujmy otrzymane rownanie w obszarze (). Otrzymamy wowczas
rownos¢ catkowg

%j%puz dVv
0

:J’p f -vdV+IDiV(E)-vdV
ke 0

produkcja
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Przy uzyciu dokazanej wczesniej tozsamosci V-(El)) — DiV(E )-I)-I—E VO réwnosé
calkowa dla energii kinetycznej moze by¢ zapisana w postaci

%szﬂdv =jpf-vdV+ j v-EndS—jE:DdV
o 50 o

2 produkcja

Jesli odejmiemy otrzymana rownos¢ 0od réwnosci catkowej opisujacej bilans energii
calkowitej, to otrzymamy rowno$C¢ opisujacg zmiany energii wewnetrznej plynu, a
mianowicie

%jpudv :jpyth+j/1VT-ndS+jE:DdV
o JQ 0

2 produkcja

Zauwazmy, ze oba roOwnania bilansowe zawierajg ten sam sktadnik

CT=|Z:DdV
I

ale z przeciwnym znakiem! Skladnik ten opisuje zatem transfer energii mechanicznej w
energie wewnetrzng (1 odwrotnie).
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Przyjrzyjmy si¢ blizej temu sktadnikowi. Pamigtamy, ze dla ptynu newtonowskiego mamy
zwigzek reologiczny

= =[— _2 0
=i =[-p+(S §,u)muk]5ij +2uD;
Obliczmy zatem iloczyn skalarny tenora naprezen i tensora predkosci deformacii ...
Z: D=5 D =—po; b +(§_%ﬂ)%l}k o Dy +2u Dy by =
=—-pDb; "‘(év_%ﬂ)&l)k D +2u Dy Dy =

=tr D?
2
- -pV-o +(—su)(V-0)*+2uD:D
>0 Jezeli V-v<0 EkOmpl”eSja) Czes¢ okreslona dodatnio
<0 jezeli V-o>0 (ekspansja)

Sktadnik ,transferu energii” moze by¢ zatem zapisany wzorem

J'E:DdV: —j pV-odV +(g—%y)j(v-v)Zdv+2yj1).-1)dv
Q 0 ), Q

J/ o J/

wewn.=> kinet. gdy <0 nieodwracalna zamiana energii mechanicznej na
kinet.=wewn. gdy >0 energie wewnetrzng z powodu istienia lepkosci
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Dla przeptywow niescisliwych V -0 = 0 iwowezas
j_.DdV ZyJD DadV = ,ujax ( u+—u jdV =R

Wielkosé¢ R nazywamy dyssypacja energii. Jak wida¢ z powyzszego zapisu dyssypacja
energii w przeptywie jest opisana ilosciowo polem gestosci dyssypacji & rOwnym

r=2vD:D

Ma miejsce roéwnos¢ SH = ,O.“Ql' dVv. Jednostka pola ¢ jest [m?/s7].
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CALKA PIERWSZA ROWNANIA ENERGII

Jezeli ptyn jest plynem idealnym (brak lepkosci 1 przewodnictwa ciepla) to mozna wyznaczyc
calke pierwsza rownania energii. Wyprowadzenie tego wyniku przypomina sposob
wyprowadzenia catki Bernoulliego (ktora jest catkg pierwszg rOwnania ruchu).

Przyjmijmy nast¢pujace zalozenia:
1. Ruch ptynu jest ustalony (stacjonarny),
2. Pole sit objetosciowych jest potencjalne, czyli T =V@.

UWAGA: tym razem nie zakladamy barotropowosci plynu!

Zapiszmy rozniczkowe rownanie energii dla omawianego przypadku. Ma ono postac
D 17,2\—_V . .
pEU+iv?)==V-(pv)+pf-v
lub — po rozpisaniu sktadnika ci$nieniowego

pEU+iv?)=—pV-o—0-Vp+pf-v
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Poniewaz pole sil objetosciowych jest potencjalne to sktadnik opisujacy moc rozwijang przez
te sity mozna przedstawi€ przy pomocy ich potencjatu, a mianowicie

pt-o=po-VO=p(0,@ +v-VP)=p LD
-0

Dalej, sktadnik cisnieniowy mozna zapisa¢ w formie

v-Vp=0op+o-Vp=5p
=0

Wreszcie, z ogodlnego rownania zachowania masy
D =
spr+pV-0=0
wynika, ze

p=—1D
Vo=—55i 0
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Wykorzystujac powyzsze rOwnosci, mozemy zapisa¢ rownanie energii w nastepujacy sposob

D 1,2Y\= P D
prU+30°)= 55 P thp+

o

——D{(plp)
czyli
5r(u+ p/p +10*-@)=0
—I
gdzie wielkos¢ | = U+ D0 jest entalpia wlasciwa, tj. odniesiona do jednostki masy
ptynu.

Stwierdzamy zatem, ze prawdziwa jest rOwnos¢ DQ'[ (l + % U2 —@ ) — O

mowiaca, ze wyrazenie w nawiasie jest stale wzdtuz trajektorii dowolnego elementu ptynu.

Pamig¢tamy, ze w ruchu stacjonarnym trajektorie sa tozsame z liniami pradu. Wynika
stad, ze wzdluz dowolnej linii prady wyrazenie w nawiasie jest stale

I+ 30— @ =C,=const
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W szczegolnosci, dla gazy Clapeyrona ma miejsce zaleznos¢ | = CpT , a zatem stata wzdtuz

linii pradu jest wartos¢ wyrazenia (energii calkowitej)

2 — —
C,T+sv°—@=const, ¢c,=.R, «

v

Podobnie jak w przypadku catki Bernoullliego, stala energii C, moze przyjmowaé rdzna
warto$¢ dla roznych linii pradu. Jesli jednak dla kazdej linii pradu wartos¢ C, jest ta sama, to
méwimy, ze przeptyw jest homoenergetyczny.

Wiemy, ze jesli przeptyw jest (dodatkowo) barotropowy to na kazdej linii pradu
P+3v*—®=C; =const
Wowczas entalpia ptynu i funkcja ci$nienia r6znig si¢ o statg addytywna.
|-P=C,—-C; =const

W przypadku niesci§liwym powyzszy fakt pozwala zdefiniowaé entalpie jako P/ p.
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