WYKLAD 1

WPROWADZENIE DO STATYKI PLYNOW
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ROWNOWAGA SIL.

Sita powierzchniowa F. =-— j pndS
o0
Sita objeto$ciowa F, = j pfdVv
Q0

Warunek konieczny rownowagi ptynu
F.+F, =0

Catkowa posta¢ warunku rownowagi ptynu

— dS fdv =0
4P 4
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Wyprowadzimy rdézniczkowa forme¢ warunku rownowagi sit. W tym celu dokonamy
transformacji calki powierzchniowej do catki objetosciowej. Mamy

j pndS:elj pn, dS +e2j pn, dS +e3_[ pn, dS
o2 0L2 0£2 o2

Przeksztatcimy pierwsza z calek ...

on,ds = [[p,0,01nds =  [div[p,0,0]dV = [<Pdv
o a

o0 Twiégjéenie 0 » 00X
Ogolnie ...
_[0p _ _
6J;pnkd8_£a—xkdv k=123 = a'LpndS—}[VpdV

Catkowy warunek roOwnowagi sit przyymuje postac

j(—Verpf)dV =0

0
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Obszar Q zostat wybrany dowolnie oraz wyrazenie catkowe jest - z zatozenia — ciggly
funkcja wspotrzednych przestrzennych. Z powyzszej rOwnosci wynika zatem, ze
wyrazenie podcatkowe jest tozsamosciowo réwne zeru w obszarze zajetym przez
nieruchomy pltyn. Mamy zatem nastepujgce rOwnanie rozniczkowe (wektorowe)

-Vp+p 1t =0

Kluczowe pytanie: czy musimy ,martwi¢ si¢” o zapewnienie rownowagi
momentow sil?!

Odpowiednie momenty sit (obliczone wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych) sg
okreslone nastepujgco

I\/IS:—ijpndS , MV:jxxpde
0 e

Warunkiem (koniecznym) bezruchu ptynu jest , aby

M. +M, =0
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Pokazmy, ze warunek ten wynika automatycznie z rownowagi sit (1 przyjetego
modelu odziatywania na powierzchni, w ktorym w stanie bezruchu pltyn nie
,,przenosi” naprezen stycznych, czyli jest ptynem Pascala).

Mamy

| xxpndS =e, [ p(xxn),dS+e, [ p(xxn),dS+e, [ p(xxn),;dS
o2

o2 o o2

Transformujemy catki powierzchniowe do catek objetosciowych. Odpowiednie
rachunki dla pierwszej z catek przebiegaja nastepujaco

_[ p(xxn), dS = _[ P(X,n; —X,N,)dS =
-~ j[0,0, pX,]-ndS — j [0, px;,0]-ndS :j[%(pxz) axz(pxs)J

j[ms X3 2 P ]dv j(xXVp)ldv
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Ogolnie ...
| p(xxn)dS = [ (xxVp)dV
Q

o0Q2

Warunek rownowagi momentdw sit przyjmuje postac
jxX(—Vp+pf)dv =0
Q

1 jest spelniony automatycznie jesli tylko spelnione jest rozniczkowe rownanie
rownowagi dla sit. Wnioskujemy, ze dla przyjetego modelu ptynu (Pascala) mamy
nastepujgce rownanie rozniczkowe statyki

Vp=pf

Czy rownanie to ma zawsze rozwigzanie? Odpowiedz brzmi NIE!
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Rozwigzanie powyzszego rOwnania moze by¢ otrzymane wylgcznie wtedy, gdy
prawa strona tego rownania, czyli pf, jest potencjalnym polem wektorowym.
Warunkiem koniecznym takiej wtasciwosci jest, aby rotacja tego pola byla réwna

Zeru.

rot(of)=Vx(pf)=0

Pamictamy z analizy, ze operator rotacji rot moze by¢ obliczony w kartezjanskim
uktadzie wspotrzednych jako formalny wyznacznik

rot w =

e, €, &
0 0 0
0%y  OXy  OXg
Wy W, W

= (5 W — 2 Wo )&y + (5 Wy — 2 W3)€, + (G Wy — 5 Wy )y

Mozna pokazac (¢wiczenie !!!) prawdziwos¢ nastepujgcej rownosci

Vx(pf)=pVxt+Vpx T =0
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Otrzymana rOwno$¢ wyraza warunek konieczny rOwnowagi (bezruchu) ptynu Pascala
w zewngtrznym polu sit objetosciowych f. Poki co, niewiele z tego wynika!

Zalozmy jednak, ze pole sit f jest polem potencjalnym, tj. istnieje takie pole
skalarne @, ze

f=grad®=V®

Wowczas

Vxf=rotf=rotgrad®d=VxVa®d=0
i Vx(pf)=Vpxf =0
W wilasnosci iloczynu wektorowego wynika, ze gradient gestosci plynu w

warunkach bezruchu jest w kazdym punkcie zorientowany rownolegle do
lokalnego wektora sily objetosciowej, t].

Vpoll f

Jesli przepiszemy rézniczkowe rownanie statyki w postaci
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yo,

to dla potencjalnego pola sit otrzymamy rownos¢

1 1 1 1
0=Vx —ij:V[—]va-F—VXV P=——VoxVp
Lp P P P

z ktore] wynika, ze Vol|lVp

Wnioskujemy stad, ze w warunkach bezruchu w potencjalnym polu sil
powierzchnie stalej gestosci i powierzchnie stalego cisnienia (izobaryczne)
pokrywaja sie (przypomnijmy, ze w kazdym punkcie izopowierzchni pola
skalarnego jego gradient jest wektorem prostopadlym do tej powierzchni), Wynika
stad nastepnie, ze w warunkach spoczynku istnieje globalny zwigzek pomiedzy
gestoscig a ciSnieniem

p=p(p)
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Mowimy, ze plyn znajduje sie w stanie barotropowym (lub krotko — jest
barotropowy). Jest to sytuacja szczego6lna, bowiem typowo do okreslenia gestosci
ptynu nie wystarczy znajomos¢ samego cisnienia (potrzebna jest rOwniez znajomosc
jeszcze innej funkcji stanu, np. temperatury). Innymi stowy, typowo plyn jest w
stanie ogdlniejszym (zwanym baroklinowym). Wyjatkiem jest ptyn o stalej gestosci,
ktory jest (w warunkach izotermicznych) ,,trywialnie” barotropowy.

Zauwazmy, ze plyn barotropowy moze pozostawa¢ w rownowadze wylacznie w
potencjalnym polu sil objetosciowych. Wprowadzmy bowiem funkcje (tzw.
potencjat ciSnienia) wzorem

oy — L
P (P)=)

Zatem, sama funkcja P okreslona jest caltkg nicoznaczona postaci

P=P(0)=[ (%)
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Rozwazmy nastepnie funkcje ztozona P(X)=P[p(x)]. Jej pochodne czastkowe
obliczamy stosujac regute tancuchowg

2 B(X)=PTp()14p(x) , k=123

Wrynika stad, ze VP = in
p ~
1 rOwnanie rozniczkowe statyki przyjmuje postac VP=1f

Jesli réwnanie to ma rozwigzanie to pole sil objctosciowych jest automatycznie
potencjalne, czyli
f=Vo

przy czym potencjat @ rézni si¢ od potencjatu ci$nienia P 0 stata addytywna

~

P =& +const

Otrzymane rownanie jest tzw. calka pierwsza rownania rozniczkowego statyki i mam
posta¢ zwigzku algebraicznego umozliwiajacego wyznaczenie rozkladu ciSnienia w
plynie.
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PRZYKLADY

1. Ptyn o statej gestosci w jednorodnym i jednokierunkowym polu grawitacyjnym.

A
lg Zalozmy, ze f =[0,0,—qg]
P=P
z=H v - Potencjal pola f to @ =—(Qgz +const
IH-Z Poniewaz gesto$¢ jest statato P=p/p
=N + H-
P=p,*pg(H-2) Zatem P=pD+C=—pgz+C
z=0

Potrzeba wyznaczy¢ stalg w rozkladzie cisnienia. Na powierzchni swobodnej cisnienie jest
roOwne cisnieniu atmosferycznemu w otoczeniu naczynia. Zatem

p(H)=p,=C-pgH = C=p,+pgH

Ostatecznie, rozktad cis$nienia zadany jest wzorem (Pascal) p(z)=p,+p9(H —12)

Powierzchnie izobaryczne: p=cont — z=const
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2. Plyn o stalej gestosci w polu sit objetosciowych bedacych sumg jednorodnego pola
grawitacyjnego 1 pola sit bezwladnosci wywotlanych przyspieszonym ruchem postgpowym.

A
Z
-ae,
’OQCO/?St '
:f -ge,
: -y

Wyznaczenie ogolnego rozktadu cisnienia
przebiega nastepujaco:

f =[-a,0,-g] = @& =-ax-gz+const
U
p=—pax—pgz+C

-~ Podobnie jak w Przyktadzie 1, wyznaczenie

statej C, wymaga znajomosci ci$nienia W jednym
punkcie plynu.

Powierzchnie 1zobaryczne sg pochylonymi plaszczyznami

p=const = ax+gz=const = z=-—24x+const

9

Zauwazmy, ze wektor f jest prostopadly do tych powierzchni (ogélna regula!)
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3. Ptyn o statej gestosci w polu sil objetosciowych bedacych sumg jednorodnego pola
grawitacyjnego 1 pola sit bezwladnosci wywotanych ruchem obrotowym.

1z Naturalnym rozwigzaniem jest wykorzysta¢ wspotrzedne

cylindryczne. Wektor pola sit objetosciowych ma
wowczas postac

O’re, f=[f,f,f, 1=[2°r,0-g]

gdzie Q jest predkoscia katowa. Pole f jest osiowo
> symetryczne (brak sktadowej obwodowej, pozostale nie

zaleza od kata 6). Potencjat tego pola jest zwiazany ze
r=-. sktadowymi nast¢pujaco

f.=2@(r,z) , f,=2&(r,2)

Jasnym jest, ze @(r,z) =1 0°r* — gz + const
Pole ci$nienia odpowiadajace zadanemu polu sitto  P(r,z) = % ,OQZ 2 _ £Qz +const

Zauwazmy, ze powierzchnie izobaryczne (w tym rdéwniez powierzchnia swobodnal!) to
paraboloidy obrotowe

p=const = z(r)=4r®+const
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PRAWO ARCHIMEDESA

z=0 77— p=pa

n e
= ./ ge, l
dF_=-pndS

Przedstawimy  matematyczne  wyprowadzenie
najstarszego prawa statyki plynow — prawa
Archimedesa.

W tym celu obliczymy sit¢ wynikajaca z rozktadu
cisnienia hydrostatycznego na powierzchni ciala
Zanurzonego w cieczy. mamy

F, =—j pnds =—j (Pa +pg2)NAS == [ V(p, + pgz)dV =
Q

——engjdV——pg 2] e,=-G

objetos¢
wyparte)

OtrzymaliSmy oczekiwany rezultat:

cieczy

sila reakcji jest skierowana przeciwnie do sily

grawitacyjnej (dlatego nazywamy ja wyporem hydrostatycznym) i jest co do wartosci
rowna ci¢zarowi cieczy wypartej przez cialo.
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Pokazemy, ze wektor sity wyporu jest przylozony w geometrycznym Srodku zanurzonego
ciala. W tym celu obliczmy moment sity hydrostatycznej wzgledem poczatku ukladu
odniesienia. Moment ten dany jest wzorem

M, = j XX(—pn)dS:—_f(pa+pgz)x><nd8= paanXdS+
0 0 02
+pg_[n><(zx)d8= paijde +pg_[V><(zx)dV ngjVZdeV+
00 Q 0 0 0 e

pgszx xdV =pgezxjxdv =X X (—pg|2|e,) = X x F;
Q 0 Q

%f_J
=Xc|€|

Otrzymana réwno$¢ dowodzi, ze wektor F¢ jest przylozony w punkcie X. czyli
geometrycznym $rodku obszaru 2.
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ROWNOWAGA WARSTWY GAZU W JEDNORODNYM POLU GRAWITACYJINYM

v[s(2),p(z+Az)]

/iconst

v[s(2).p(2)]

p(ztAz)

p(2)

Z+AzZ

Rozwazmy prosty model atmosfery w formie warstwy
gazu Clapeyrona poddanej dziataniu jednorodnego pola
grawitacyjnego. Zakladamy, ze wszystkie parametry
termodynamiczne gazu s3 funkcjami wspoOtrzedne)
pionowej z.

Wyobrazmy sobie, ze mata porcja gazu o wspotrzednej z
doznaje ,,wirtualnego” przemieszczenia w kierunku
pionowym do nowego polozenia z+Az (Az>0). W
trakcie tego przemieszczenia ciSnienie tej porcji plynu
dostosowuje si¢ do warunkow lokalnych czyli przyjmuje

warto$¢ P(z + Az). Z drugiej strony entropia wlasciwa porcji gazy pozostaje stata, bowiem

cala operacja jest z zalozenia odwracalna termodynamicznie. Wobec tego, objetos¢ wlasciwa
przemieszczone] porcji gazu jest na ogot inna niz ,,nominalna” warto$¢ tego parametry na
poziomie z+Az, co prowadzi do powstania ruchu. Mowimy, ze warstwa gazu jest w stanie
réwnowagi trwalej, jesli porcja gazu przemieszczona nieco wyzej (Az > 0) bedzie ,,tong¢” w
kierunku oryginalnego potozenia, w przeciwnym wypadku moéwimy o rownowadze
chwiejnej. Jesli opisane przemieszczenie nie wywotuje ruchu (warstwa ma globalnie stalg
entropi¢) to méwimy o staniec rownowagi obojetnej (neutralnej).
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Warunkiem rownowagi trwalej jest aby objetos¢ wlasciwa porcji pltynu przemieszczonej do
potozenia z+Az byta mniejsza niz objetos¢ wlasciwa ,,nominalna” dla tego poziomu, czyli

v[p(z+ A4z2),5(z + Az2)]-v[ p(z + A4z2),5(2)] >0

Poniewaz przemieszczenie Az jest dowolnie mate, to powyzsza nieroOwnosc¢ jest rownowazna

warunkowi
ov)\ ds
[ 0S ]p dz >0

Pokazemy, ze warunek rownowagi trwatej moze by¢ sformulowany w terminach gradientu
temperatury. W tym celu musimy jednak pomanipulowa¢ zwigzkami termodynamicznymi.

%) -7
0S » G, oT 5

Zaczniemy od pokazania, ze

Z kursu termodynamiki wiemy, ze
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dQ=Tds , c, :(d—Qj :T(Ej , C, :T(E)
aT ), \dT ), dT ),
(80) (80) ((98) Cp(éuj (80) T (80)
Zatem — | = — | | = | ==| — | == =
or ), \os/,\or ), T\ds), s ), c,\ol ),
Poniewaz T,C, >0 , warunek rownowagi trwatej moze by¢ zapisany jako
(auj ds 0
aT ), dz
Dalej, w warunkach izobarycznych objc¢tos¢ wlasciwa gazu ro$nie wraz z temperaturg, zatem
(8_0) >0
oT 0
ds

Whioskujemy stad, ze warunkiem rownowagi trwalej jest nierdownos¢ —— > 0.

dz

Entropia wlasciwa warstwy gazu musi wzrasta¢ z wysokoscia!
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Przyjmijmy dalej, ze entropia wlasciwa jest funkcja cisnienia 1 temperatury gazu, tj.
S=5(p,T). Pionowy gradient entropii ma wowczas postaé

ds ( &s dp_F(st dT
dz \op), dz \JT ), dz

0S C oS ov
PokazaliSmy wczesniej, ze (—j =—". Wykazemy teraz, ze | — | = —(—j .
or ), op ). ar ),

Rozwazmy mianowicie funkcje entalpii swobodnej (funkcja Gibbsa) g zdefiniowane]
wzorem (symbol € oznacza energic wewnetrzng wlasciwg gazu)

g=e+po-Ts

Obliczmy ro6zniczke zupeilng tej funkcji. Wykorzystujac 1-szg Zasad¢ Termodynamiki
mozemy napisa¢ rOwnosci

dg:du+d(pu)—d(rs):glu+ pduj+udp—Tds—sdT =pdp—sdT
dQ=Tds

Z powyzsze] formuty wynika, ze
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3 )~ 3)-45)

Wykorzystujgc otrzymane zwigzki, mozemy zapisa¢ warunek rownowagi trwatej w postaci

ds ¢, dT _(auj dp _
dz T dz oT de

Ostatni krok polega na wykorzystaniu rownania statyki ptynow w celu eliminacji pionowego

gradientu cisnienia, a mianowicie

Vp=pt = 4 P9=T
Z

9
v

C

el +(a—u) 9.0
) D

Ostatecznie, otrzymujemy nierOwnos¢ —
T dz \oT

dT < 'B g7 . zi(a—uj - WSp. rozszerzalno$ci termicznej
v\dT J,

lub, rownowaznie
dz ¢,

Dla gazu Clapeyrona, wspotczynnik f wyliczamy tatwo z rOwnania stanu
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ov=RT (a”j R s R_D

oT P po T
| oo dT _ g
Warunek rownowago trwatej przyjmuje posta¢  — 4z < .
P

T)=T, - gz/c,

Dla atmosfery w poblizu powierzchni Ziemi:
g=981% , c,=1005 k.

dT
SEIOE Warunek rownowagi trwatej: ~ ——— < 0.0098 L.

unstable dz

Podsumowujac (vide obrazek):

-

> —¢, (s=const) — r-ganeutralna

Ty T
ar _|
dz

> — Ci (£>0) — r-gatrwala
<- & (£<0) —r-gachwiejna

P
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WhniosKi:

1.W warunkach rownowagi neutralnej pionowy gradient temperatury jest uyjemny —
temperatura spada o ok. 1 K na kazde 100 m wysokosci.

2.Szybszy spadek temperatury odpowiada warunkom rownowagi chwiejne] —
zaburzenie stany bezruchu wywotuje w takim przypadku ruch zwany konwekcja
termiczng.

Cwiczenie: Poslugujac si¢ rOwnaniem statyki plyndéw, rOwnaniem Clapeyrona i rOwnaniem
przemiany termodynamicznej wyprowadz zaleznoS¢ ciSnienia, gestosci 1 temperatury od
wysokosci dla warstwy gazu w stanie: (a) izentropowym, (b) 1zotermicznym.
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