WYKLAD 3

OGOLNE UJECIE ZASAD ZACHOWANIA W
MECHANICE PLYNOW.
ZASADA ZACHOWANIA MASY.
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Fundamentalne Zasady Zachowania/Zmiennos$ci w Mechanice mowia
nam co dzieje si¢ z:

® masg

e pedem

¢ kretem (momentem pedu)

* energia
osrodka ciaglego podczas jego ruchu.

Wszystkie rownia rzadzace ruchem plynu wynikaja (sa wyprowadzane) z
tych zasad.

Dodatkowo, odwotanie do 2-giej Zasady Termodynamiki moze by¢

konieczne w celu rozpoznania fizycznie dopuszczalnych rozwigzan rownan
opisujacych zjawiska termo-mechaniczne w plynie.
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PRAWA ZACHOWANIA — PODEJSCIE OGOLNE

Rozwazmy fizyczng wielkos¢ ekstensywng H charakteryzujgcg stan termodynamiczny i/lub
ruch plynu. Zatozymy, ze rozktad przestrzenny te; wielkosci w obszarze zajetym przez ptyn
moze by¢ opisany przez pole gestosci wielkosci H, oznaczane dalej literg h. Oznacza to, ze
jednostka fizyczng gestosci h (czyli [h]) jest [h] =[H]/Kkg.

Calkowita ,,ilo$¢” wielkosci fizycznej H w wybranym obszarze (wszystko jednio czy
ptynnym, czy nie) {2 zadana jest catkg objetosciowa

H = Iphd.Q , P - gestos¢ plynu
0

Na tym etapie nie ma znaczenia czy wielko$¢ H jest skalarna, wektorowa czy tensorowa.

Zalozmy teraz, ze obszar €2 jest w wybranym uktadzie odniesienia nieruchomy i niezmienny
w czasie. Taki obszar nazywamy obszarem kontrolnym, w odroznieniu od obszaru
poruszajacego si¢ z ptynem, zwanym obszarem plynnym lub materialnym.

Kluczowe pytanie: od czego zalezy tempo zmian wielkosci H w obszarze
kontrolnym?
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Tempo zmian wielkoSci H w obszarze kontrolnym 2 jest suma dwoch
skladnikow:
e tempa zmian wywotanych produkcja/destrukcja wielkosci H w obszarze (2,
e tempa zmian wywoltanych strumieniem wielkosci H przez brzeg obszaru 042
zwigzanym z przeptywem przez ten brzeg.

el
dt

. . dH _d _ dH
W zapisie matematycznym: e ?E ohdV = S

produkcja strumien przez 02

Zauwazmy, ze drugi ze skladnikow moze by¢ zapisany jako nastepujgca catka
powierzchniowa (vide obrazek)

AdH = phv, dSAt dH =— j pho, dS

\ /@f dt strumien przez 0L2 00
/
L /%l v At gdzie Un| o =v-n| -, Sktadowa predkosci ptynu

dS&JL normalna do brzegu. Znak minus w formule

pojawia si¢ w zwigzku z zewngtrzng orientacjg
brzegu (wersor N skierowany jest na zewnatrz ,
zatem v, < 0 gdy wptywa, v, >0 gdy wyptywa).
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Ogolna forma zasady zachowania (czy raczej zmiennos$ci) wielkosci H moze by¢ zapisana w
sposoOb nastepujacy

aH _¢

d zrodla
produkcja

gdzie symbolem €&, , oznaczyliSmy tzw. czton zrédtowy, czyli wyrazenie opisujace fizyczne
przyczyny produkcji/destrukcji wielkosci H w obszarze (2.

Szczegolowy charakter czlonu zrodlowego zalezy od konkretnej wielkosci dla ktorej
sformulowana jest zasada mechaniki:

1. Masa plynu (skalar)

Wowczas h=1 i

HEM(t):deV

=0 jako, ze w masa nie moze by¢ produkowana!

W tym przypadku &.

zrodla
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2. Ped plynu (wektor)

Teraz h=v i

H EP(t):jpvdv

W tym przypadku zrédlem zmiennosci pedu ptynu w obszarze (2 sg sily zewngtrzne
(powierzchniowa 1 obj¢tosciowa) dziatajgce na ptyn

rédla =

E .. = F = = dS dS
S T v _[0' +:(‘;Pf

powierzchniowa  objetosciowa — 0%2

gdzie symbolem o oznaczylismy wektor naprezen (jednostkowej sity powierzchniowej) na
powierzchni brzegowej 0£2.
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3. Kret (moment pedu)

Teraz h=Xxv i

K(t)= J. Xx podV
e,

Czton zrodlowy zawiera catkowity moment sit zewnetrznych dziatajgcych na ptyn w obszarze

Q0

rédla —
powierzchniowy  objetosciowy — 0£2

E. .. = M. + M, ZIXXGdS+jXprdV
ko,
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4. Energia

Zasade zachowania w osrodku cigglym nalezy napisa¢ dla sumy wszystkich form energii, t;.
energil wewnetrznej 1 energii kinetycznej. Mamy zatem

h=e=u+iv-0=u+30?

H=E(t)= | p(u+4v?)dV

gdzie symbol U oznacza energie wewnetrzng wiasciwg (tj. odniesiong do jednostkowej masy
plynu) , natomiast © to wartos¢ (dlugos¢) wektora predkosci ptynu.

W pordéwnaniu z poprzednimi zasadami, czlon zrodlowy jest bardziej zlozony i obejmuje:
e prace wykonywang w jednostkowym czasie (czyli moc) przez sity zewnetrzne
(powierzchniowe 1 objetosciowe)
e strumien ciepta przeplywajacy przez brzeg 0¢2 w wyniku niezerowego gradientu
temperatury na tym brzegu (przewodnictwo)
e produkcje ciepta przez wewngtrzne zrodla ciepla i/lub objctosSciowa absorbeje
promieniowania.
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Mozemy zapisa¢ formute

Eosaa )= Ps+R, + Qup  + Qo

moc sil moc strumienia moc wewnetrznych
zewnerrznych ~ clepla przez brzeg zrodel ciepla

gdzie sktadniki mechaniczne majg postac

P=[e-0dS , R =[pf-vadv
02 Q
a skladniki cieplne to

Qa_Q:_J‘qh°ndS ’ Qngpyth
oL2 Q0

Powyzej, (],, oznacza wektor strumienia ciepta zwigzany z przewodnictwem ciepta przez

brzeg obszaru 0¢2 (pokazemy pozniej, ze jest on $cisle zwiazany z gradientem temperatury) a
symbol y, oznacza ggsto$¢ wilasciwa (odniesiong do jednostki masy) wewnetrznych Zrodet

ciepla.

9/15




ZASADA ZACHOWANIA MASY W FORMIE ROZNICZKOWEJ

Wiemy juz, ze w rOwnaniu wyrazajacym zasad¢ zachowania masy czion zroédlowy nie
wystepuje. Mamy

dM

dt

_dM _dMm

dt =0

produkcja strumien na o2

W zapisie catkowym

¢ [ pdV —(= [ pv-ndS)=0

Q oQ2

Poniewaz obszar (2 jest niezmienny w czasie, mozemy wejs¢ z rozniczkowaniem pod catke
objetosciowa. Ponadto, mozemy zastosowac¢ twierdzenie GGO po to, aby zamieni¢ calke
powierzchniowg w rownowazng catke objetosciowa.

W wyniku tych manipulacji otrzymujemy

[[§p+V-(pp)]dV =0
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Poniewaz obszar (2 zostal wybrany dowolnie, to — przy zalozeniu cigglosci catkowanego
wyrazenia — powyzsza rOwnos¢ implikuje, ze wyrazenie to jest rowne zeru w kazdym punkcie
obszaru zajetego przez ptyn.

Otrzymujemy w ten sposob rozniczkowe rownanie zachowania masy

‘%erV-(pv):O\

Posta¢ otrzymanego roOwnania nazywamy postacia zachowawcza. Rozwijajac skladnik
zawierajacy operator dywergencji zastosowany do iloczynu gestosci 1 predkosci mozemy
otrzymac inne rdwnowazne formy tego rOwnania, a mianowicie

D
O:ﬁp+V-(pv):ﬁp+Yv-ij+pV-v:ﬁtp+pV-v
D

ﬁtp

W notacji indeksowej

D
O:§p+a%j(puj): SP+U; a%p +pa%”j :ﬁth“pa%jUj

D
mp

11/15




Zauwazmy, ze:

1. Jezeli przeptyw jest ustalony, tj. zadne z pol fizycznych nie zalezy jawnie od czasu, to
rOwnanie zachowania masy upraszcza si¢ do formy

V-(pov)=v-Vp+pV-0=0
2. Jezeli p =const to rownanie zachowania masy redukuje si¢ do szczegolnie prostej formy

V-0=0

Réwnanie to nazywane bywa rownaniem cigglosci. Jest to de facto warunek zachowania
objetosci sformulowany dla plynu niescisliwego. Mowi on, ze tylko pola predkosci o
zerowej dywergencji mogg opisywac ruch takiego plynu.

Warto zauwazy¢, ze rownanie ciaglosci nie jest rownaniem ,,dynamicznym” lecz wyraza
wiez geometryczny nalozony na klase dopuszczalnych pol predkosci.
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DWUWYMIAROWY PRZEPLYW NIESCISLIWY. FUNKCJA PRADU,

Funkcja pradu jest wygodnym narzedziem opisu dwuwymiarowego ruchu ptynu
niescisliwego. Plyn niescisliwy to plyn ktory podczas ruchu scisle zachowuje swoja objetose
(a zatem jego gestoSC jest stala). Pokazemy dalej, ze kinematycznym warunkiem
niescisliwosci ptynu jest znikanie dywergencji pola predkosci w kazdym punkcie obszaru
przepltywu. W przypadku 2D warunek ten mozna tatwo speini¢ postulujac istnienie funkcji
pradu i = (1, X, X,) takiej, ze

L=0yYW . L,=—0yW
L.atwo pokazaé, ze warunek niescisliwosci
Oy Uy +0x U, =0
Jest automatycznie spetniony. Istotnie, mamy
5)(101 — 8)(202 = @Xl’le// —5x2,le =0
Funkcja pradu ma wazng wlasnos¢: jest stala wzdluz kazdej linii pradu.
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Aby si¢ o tym przekona¢ wystarczy pokazac, ze gradient funkcji pradu jest w kazdym punkcie
przepltywu prostopadty do lokalnego wektora predkosci. Mamy zatem

Vi -v=0,0,y+0,0, ¥ =—00, +0,0, =0

Rozwazmy teraz dwie linie pradu 1 dowolna lini¢ tgczagcg dwa punkty potozone na tych
liniach (obrazek). Obliczmy strumien objetosci ptynu (zwany — ogolnie - wydatkiem
objetosciowym, chociaz w 2D mierzonym de facto w m’ / S) przez lini¢ AB.

o Obli
V=YW=Y +Qxs ey

B B
B&J Qs :J‘v-ndS:j(ulnleu2 n,)ds=
A A

streamlines

B
(07, -0, 7;)dS = J-(Tl Oy W +7,0,,p)0ds =
A

>tm—y 0 > ——y W

Y=\, Vi -ds=yg -y,

Strumien objetosci (w 2D) plynacy pomiedzy dwiema liniami pradu jest rOwny roéznicy
wartosci funkcji pradu na tych liniach.
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UWAGA:

Skalarna funkcja pradu moze by¢ réwniez zdefiniowana dla przeptywu niescisliwego, ktorego
pole predkosci jest osiowo symetryczne. W takim polu istniejg jedynie dwie niezerowe
sktadowe wektora predkosci: osiowa 1 radialna (promieniowa), natomiast skladowa
obwodowa (azymutalna) znika tozsamosciowo. W ogolnym przypadku 3D skalarna funkcja
pradu musi by¢ zastapiona przez wektorowa funkcje pradu ¥ zwiazana z polem predkosci
wzorem ©=VxY¥. Relacja ta implikuje automatycznie, ze V-0=0, tj. warunek
niescisliwosci jest spetniony automatycznie.
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