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Rozdziaª 1

Wstep matematyczny lub podstawy

rachunku wektorowego i tensorowego

1.1 Podstawowe zale»no±ci

Czytelnik z pewno±ci¡ zetkn¡ª si¦ z rachunkiem wektorów i algebr¡ liniow¡. Dla przy-
pomnienia podajemy podstawowe de�nicje, stwierdzenia i wªa±ciwo±ci potrzebne przy
czytaniu poczatkowych rozdziaªów skryptu. Bardziej zªo»one fakty zamieszczone s¡ w
miejscach, w których pojawia si¦ potrzeba ich wykorzystania. Otó» przestrzeni¡ wekto-
row¡ (albo liniow¡) nazywamy zbiór elementów, takich »e dla ~f; ~g; ~h z przestrzeni wek-
torowej okre±lone jest dziaªanie ich dodawania z wynikiem nale»¡cym do tej przestrzeni i
dziaªanie polegaj¡ce na mno»eniu przez liczb¦. Wynik tego ostatniego te» nale»y do roz-
wa»anej przestrzeni. Ponadto okre±la si¦ element zerowy (wektor zerowy), który dodany
do dowolnego wektora nie zmienia go. Dodawanie jest przemienne i ª¡czne,

~f + ~g = ~g + ~f

(~f + ~g) + ~h = ~f + (~g + ~h)

a mno»enie przez liczb¦ jest te» ª¡czne i rozdzielne wzgl¦dem dodawania.

a (b � ~f) = (a � b ) � ~f

a � (~f + ~g) = a � ~f + a � ~g

Zero liczbowe i zero wektorowe s¡ zwi¡zane ze sob¡:

0 � ~f = 0

a równanie
~x+ ~g = ~h

ma jedno rozwi¡zanie
~x = ~h + (�1)~g = ~h� ~g

Mówimy,»e dla liczb a1; a2; a3 ... i wektorów ~f; ~g; ~h ... poni»szy zwi¡zek

a1 ~f + a2 ~g + a3~h+ :::
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jest kombinacj¡ liniow¡ wektorów. To oczywi±cie wektor. W szczególno±ci mo»e by¢ zerem.
Je±li równanie

a1 ~f + a2 ~g + a3~h+ ::: = 0

jest speªnione gdy wszystkie liczby a1; a2; a3 ... s¡ zerami, to wektory ~f; ~g; ~h ... s¡
niezale»ne liniowo. (Wydaje si¦ oczywiste, »e dla a1 = a2 = a3 = ::: = 0 wynik jest
zerowy. De�nicja niezale»no±ci wykorzystuje odwrócenie tej wªa±ciwo±ci.)

Gdy liczby a1; a2; a3 nie s¡ zerami, okre±laj¡ za pomoc¡ kombinacji liniowej wektorów
niezale»nych inne wektory. Zbiór tych wektorów speªnia de�nicj¦ przestrzeni wektorowej.
Przestrze« ta nale»y do przestrzeni wyjsciowej. Je±li jest z ni¡ identyczna, to u»yte wek-
tory liniowo niezale»ne tworz¡ baz¦. Wtedy, na mocy identyczno±ci obu przestrzeni, kazdy
wektor mo»e by¢ przedstawiony jako kombinacja liniowa wektorów bazy. Zauwa»amy, »e
baz¦ mo»na przeksztaªci¢ w inn¡ baz¦. Wystarczy by wyniki kombinacji liniowych wek-
torów bazy byªy wektorami liniowo niezale»nymi i by istniaªo9 przeksztaªcenie odwrotne.
Mo»na st¡d wywnioskowa¢, »e wszystkie bazy w danej przestrzeni wektorowej skªadaj¡ si¦
z tej samej liczby wektorów. Liczb¦ t¦ nazywamy wymiarem przestrzeni. Wektory bazy
mog¡ by¢ pomno»one przez liczby rózne od zera, co nie zmieni faktu, »e nadal b¦d¡ two-
rzy¢ baz¦ (zmieni¡ si¦ liczby a1; a2::: ). Wnioskujemy, »e wªa±ciwo±¢ \wªa±ciwo±¢ bycia
baz¡\ nie zale»y od \miar\ wektorów bazy. Aby okre±li¢ zwi¡zki i wªa±ciwo±ci wynikaj¡ce
z miary wektorów de�niuje si¦ iloczyn skalarny. Jest to funkcja o warto±ciach liczbowych
okre±lona dla pary wektorów. Funkcja ta ma nast¦puj¡ce wªa±ciwo±ci:

(~f; ~g) = iloczyn skalarny = (~g; ~g) = liczba

(~f + ~g; ~h) = (~f; ~h) + (~g; ~h)

(a ~f; ~g) = a (~f; ~g)

(~f; ~f)  0

(0; ~g) = 0

(~f; ~f) = 0 ! ~f = 0

Wielko±¢
~f = (~f; ~f)1=2 nazywamy norm¡ wektora ( lub w zwykªym przypadku pªasz-

czyzny albo przestrzeni euklidesowej) jego dªugo±ci¡. Je±li wektory ~f; i ~g maj¡ zerowy
iloczyn skalarny, to mówimy, »e s¡ ortogonalne. W szczególnosci wektory bazy mog¡ by¢
wzajemnie ortogonalne. Taka baza jest wygodna w u»yciu. Jezeli dodatkowo zaªo»ymy,
»e ka»dy zostaª pomno»ony przez odpowiednio dobran¡ liczb¦, to mo»e mie¢ norm¦ jed-
nostkow¡. Wtedy mówimy, »e baza jest ortonormalna. Oznaczmy wektory j¡ tworz¡ce
symbolami ~e1; ~e2; ~e2 dla przestrzenki trójwymiarowej u»ywanej w mechanice (~e1; ~e2
odpowiednio dla pªaszczyzny) i napiszmy kombinacj¦ liniow¡

~a = a1~e1 + a2~e2 + a3~e3

Takie przedstawienie - za pomoc¡ wektorów bazy - moze by¢ zastosowane dla ka»dego
wektora ~a. Na mocy de�nicji ortonormalno±ci wektory ~e1...~e3 speªniaj¡ zwi¡zki:
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(~e1; ~e1) = k~e1k
2 = 1:::(~e3; ~e3) = k~e3k

2 = 1

(~e1; ~e2) = 0; (~e1; ~e3) = 0; (~e2; ~e3) = 0

Jak wida¢, zbiór tych zwi¡zków jest do±¢ obszerny. Skró¢my zapis u»ywaj¡c oznaczenia
~ek z k = 1; 2; 3 lub ~ei z i = 1; 2; 3. Sze±c równa« napisanych wy»ej mo»na przedstawi¢
nast¦puj¡co:

(~ei; ~ek) = �ik; gdzie �ik =

(
1 dla i = k

0 dla i 6= k

Symbol �ik nazywa si¦ delt¡ Kroneckera. To elementy macierzy jednostkowej. W ma-
cierzy takiej na gªownej przekatnej s¡ jedynki, a poza ni¡ zera.
Przypu±¢my, »e (w jaki± sposób) okre±lono wektor ~a. Wspóªczynniki ak (k = 1; 2; 3) mo»na
wyznaczy¢ u»ywaj¡c iloczynu skalarnego. Piszemy:

(~ek; ~a) = (~ek; a1~e1 + a2~e2 + a3~e3) = a1(~ek; ~e1) + a2(~ek; ~e2) + a3(~ek; ~e3)

Z trzech iloczynów skalarnych dwa s¡ zerowe. To te, dla których k i indeks przy drugim
z wektorów bazy maj¡ ró»ne warto±ci. Pozostaªy indeks drugiego z wyst¦puj¡cych w ilo-
czynach bazy (... nie nie k...) to k. Dla ortonormalnych wektorów bazy mamy (~ek; ~ek) = 1
Dokonajmy rzutowania ~a na wektor ~ek. Wtedy

~ek; ~a = ~a; ~ek = ak

Wspóªczynnik \rozkªadu\ - rzutowania to ak. W mechanice przyj¦to nazywa¢ wspóªczyn-
niki rozkªadu wektora w bazie ortonormalnej skªadowymi tego wektora. Podane wyra»enia
s¡ niepor¦czne w u»yciu (z powodu dªugo±ci). Mo»na uprosci¢ ten zapis u»ywaj¡c znak
sumy:

~a =
k=3X
k=1

ak~ek

To wyra»enie nadal nie jest zbyt dogodne, albowiem znak
P

jest du»y i trudny w zapisie.
Istotne korzysci (o nioczekiwanie znacz¡cych konsekwencjach) zawdzi¦czamy Einsteinowi.
Przestaª on u»ywa¢ znaku \sigma\pisz¡c:

~a = ak~ek

Tam, gdzie indeks si¦ powtarza sumujemy wzgl¦dem niego dla wszystkich jego warto±ci.
Zmiana oznaczenia indeksu nie zmienia sumy:

ak~ek = aj~ej = al~el:::

bo w kazdym wypadku dodajemy te same iloczyny dla wszystkich warto±ci powtarzaj¡cego
si¦ indeksu. Reguª¦ Einsteina mo»na zastosowa¢ w rachunku macierzy. Zamiast pisa¢

Cij =
X

AikBik

skracamy wyra»enie przez opuszczenie sigmy

Cij = AikBik
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i pami¦tamy, »e jest to suma tylu wyrazów ile mo»liwych warto±ci ma indeks k.
Pomnó»my teraz skalarnie dwa dowolne wektory:

(~a;~b) = (ai~ei; bj~ej) = aibj(~ei; ~ej) = aibj�ij

Sumujemy wzgl¦dem indeksów i oraz j. Tylko te �ij s¡ ró»ne od zera, dla których i = j.
Pozostaªe warto±ci - zerowe - nie maj¡ znaczenia dla sumy. Otrzymujemy zatem:

(~a;~b) = a1b1 + a2b2 + a3b3 = aibi

Czytelnik mo»e rozwa»y¢ sytuacj¦, w której wektory bazy nie s¡ ortonormalne. Wtedy

(~ei; ~ej) = (~ej; ~ei) = gij = gji gdzie gij 6= �ij

Iloczyn skalary wektorów wyra»a si¦ w tej sytuacji nastepuj¡co:

(~a;~b) = gijaibj = gjibjai

Trudno±¢ pojawia si¦ tu przy znajdowaniu wspóªczynników rozkªadu wektora wzgl¦dem
bazy. Aby uzyskac te wspóªczynniki konstruujemy (trzy) wektory odpowiednio ortogo-
nalne do ~e1, ~e2, ~e3. Oznaczmy je odpowiednio ~e1, ~e2, ~e3. Przy ortonormalno±ci ~ei oraz ~ek

czyli gdy zachodzi
(~ei; ~e k) = �ki

to znalezienie rozkªadu w bazie jest proste. Gdy baza nie jest ortonormalna to dla odró»-
nienia sytuacji u»ywamy takiego zapisu:

~a = ak~ek

Indeks jest zapisany \u góry\. Piszemy teraz:

(~e p;~a) = ak(~e p; ~ek) = ap�pk = ap

Jasne, »e wektor ~a mo»e by¢ równie» zapisany przy u»yciu wektorów ~ek. Mamy wtedy

~a = ak~e
k

Bazy nieortogonalne maj¡ znaczenie w pewnych zastosowaniach, które w mechanice
pªynów s¡ rzadko±ci¡ i nie b¦dziemy si¦ nimi bli»ej zajmowali.
Przy pomocy wektorów wyra»a si¦ wiele praw �zycznych. Prawa takie s¡ zawsze jedna-
kowe i niezale»ne od bazy, któr¡ mo»na wybra¢ dowolnie. Wektory posiadaj¡ wªa±ciwo±¢
niezmienniczo±ci, to znaczy sa niezale»ne od tego, jaka baz¦ zastosowano. Ta cecha po-
zwala na szerokie ich zastosowanie w �zyce. Przypu±¢my, »e wektor ~a zapisano przy u»yciu
dwu baz : ~e1, ~e2, ~e3 i ~e1

0

, ~e2
0

, ~e3
0

. Baza \primowana \ - utworzona z wektorów - mo»e
by¢ wyra»ona w bazie bez primów.

~ek
0

= �k i~ei

Zapisujemy:
~a = ap~ep = a

0

k~ek
0

i podstawiamy ~ek
0

ap~ep = a
0

k�k i~ei
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Aby otrzyma¢ zwi¡zki pomi¦dzy a
0

k i ap wystarczy powy»sze równanie pomno»y¢ skalarnie
przez ~ej

ap(~ep; ~ej) = ap�p j = aj = a
0

k�ki�ij = a
0

k�kj

(Wykorzystali±my mno»enie przez 0 lub 1 i sumowanie wzgl¦dem indeksów p oraz i. Je±li
p 6= j to �p j = 0 i je±li i 6= j to �p j = 0.)
Jak wida¢, aby otrzyma¢ a

0

k trzeba odwróci¢ macierz transponowan¡ do macierzy utwo-
rzonej z �k i0. Je±li �k i0 s¡ cosinusami pomi¦dzy wektorami baz, to - jak mówimy - macierz
ta jest ortogonalna, to znaczy posiada macierz odwrotn¡ identyczn¡ z transponowan¡.
Z wªa±ciwo±ci iloczynu skalarnego wynikaja dwie wa»ne nierówno±ci:

(~a; ~b) ¬ k~ak ¬
~b 

~a+~b
 ¬ k~a k+

~b 
To nierówno±¢ Schwartza i nierówno±¢ trójkata1 Jak dot¡d nie okre±lilismy sposobu obli-
czenia iloczynu skalarnego wtedy, gdy zadane s¡ wektory. (Umiemy go obliczy¢, gdy znane
s¡ rozkªady tych wektorów w bazie. Ale wspóªczynniki rozkªadu okresla si¦ przy u»yciu
iloczynu skalarnego i wektorów bazy.) Otó» iloczyn skalarny mozna zde�niowa¢ rozmaicie.
Ka»da de�nicja prowadz¡ca do podanych wczesniej cech iloczynu skalarnego jest akcep-
towalna. W zale»no±ci od de�nicji otrzymujemy rozmaite przestrzenie. Do naszych celów
przydatna jest przestrze«, w której wektory maj¡ cechy skierowanych odcinków prostych.
Termin \skierowanych\ oznacza wyró»nienie pocz¡tku i ko«ca. Dla wektorów ~a i ~b maj¡-
cych wspólny pocz¡tek, iloczyn skalarny okre±la si¦ nast¦puj¡co:

(~a;~b) = j~a j �
���~b ��� � cos�

K¡t � to k¡t (¬ �)2 pomi¦dzy wektorami (rozumianymi jako odcinki skierowane od
wspólnego poczatku do ich ko«ców.). Przy takiej de�nicji iloczynu skalarnego ortogo-
nalno±¢ oznacza prostopadªo±¢. Baza ortonormalna to trzy wektory jednostkowe, skiero-
wane wzdªu» wspóªrz¦dnych ukªadu kartezja«skiego. Iloczyn (~a;~b) mo»na interpretowa¢
jako \rzut ~a na ~b\. To - ±cislej mówi¡c - dªugo±¢ tych \rzutów\. Dodawanie wektorów to
\reguªa równolegªoboku\. Mo»na te» dodawa¢ ak i bk:

(~a+~b)k = ak + bk

Je±li wybierzemy punkt, w którym umie±cimy poczatek ukªadu wspóªrz¦dnych kartezja«-
skich, to koniec wektora o poczatku w tym punkcie okre±la inny punkt o wspóªrz¦dnych
x1, x2, x3. Wektor taki nazywamy wektorem - promieniem. U»ywaj¡c bazy zwi¡zanej ze
wspóªrz¦dnymi piszemy:

~r = ~eixi

Poniewa» baza jest ortonormalna, to kwadrat normy jest równy:

j~r j2 = x21 + x22 + x23 = xj � xj

1Je±li ~a lub~b jest zerem, to nierówno±¢ Schwartza jest prawdziwa. Je±li nie, to we¹my (f��g; f��g) =

kfk2�2�(f; g)+�2 kgk2  0. Wniosek: nie ma dwóch pierwiastków równania kfk2�2�(f; g)+�2 kgk2 = 0

i wobec tego 4(f; g)2 � 4 kfk2 kgk2 ¬ 0

Druga nierówno±¢: (f + g; f + g) = kfk2 + 2(f; g) + kgk2 = (kfk+ kgk)2. Lewa strona to kf + gk2
2(~a;~b) = (~b;~a). Kat � mozna mierzy¢ \od ~a do ~b lub od ~b do ~a. Jest tak bo cos� = cos(2� � �).
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jest kwadratem dªugo±ci okre±lonej przez twierdzenie Pitagorasa.

rysunek rysunek rysunek rysunek
Oprócz iloczynu skalarnego de�niuje si¦ iloczyn wektorowy (zewn¦trzny). Dla wekto-

rów bazy okre±lamy go tak:

~e1 � ~e2 = ~e3; ~e2 � ~e3 = ~e1; ~e3 � ~e1 = ~e2;

~ei � ~ek = �~ek � ~ei

Dla dowolnych ~a i ~b mamy:

~a�~b = (a1 ~e1 + a2 ~e2 + a3 ~e3)� (b1 ~e1 + b2 ~e2 + b3~b3) =

= a1 b1 ~e1 � ~e1 + a1 b2~e1 � ~e2 + a1 b3 ~e1 � ~e3 + ::::

+::::a3 b3 ~e3 � ~e3

Poniewa» ~ek�~ek = �~ek�~ek = 0, to wykorzystujac podane uprzednio iloczyny, mo»na
uprosci¢ otrzymane wyra»enie. Wynik poka»e, »e mo»na u»y¢ zapisu nastepuj¡cego:

~a�~b =

����������

~e1 ~e2 ~e3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

����������
(1.1)

Inna wygodna forma tego wyra»enia jest nast¦puj¡ca:

~a�~b = ~ei"i j kajbk

Sumujemy wzgl¦dem i,j,k. Wspóªczynnik "i j k jest zerem gdy powtarza si¦ warto±¢ dwu
(czy te» trzech) indeksów, jest jedynk¡ gdy i,j,k to 1,2,3 albo parzyste przestawienie tych
liczb. Je»eli przestawienie nie jest parzyste, to "i j k = �1. Jasne, »e

~a�~b = �~b� ~a; ~a� ~a = 0

Wa»na formuªa to iloczyn mieszany

(~a;~b� ~c) =

����������

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

����������
(1.2)

W interpretacji geometrycznej jest to obj¦to±¢ równolegªo±cianu \zbudowanego \ na
wektorach ~a, ~b, ~c. Innym istotnym wyra»eniem jest podwójny ikloczyn wektorowy:

~a� (~b� ~c) = ~b (~a; ~c)� ~c (~a; ~b)

Poka»emy jeszcze interpretacj¦ iloczynu wektorowego. W tym celu wybieramy pªaszczyzn¦
x1, x2 generowan¡ przez czynniki ~a, ~b iloczynu ~a � ~b. Wektor ~a le»y na osi x1. Mamy:
a1 = j~aj, a2 = a3 = 0. Wtedy iloczyn wektorowy ~a�~b = ~e3 a1 � b1.
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rysunek rysunek rysunek
Pozostaje okre±li¢ b2.

b2 = ~b � ~e2 =
���~b��� � cos��

2
� �

�
=
���~b��� � sin(�)

Otrzymalismy wi¦c
~a�~b = ~e3 j~aj �

���~b��� sin(�)
Wynik mno»enia to wektor prostopadªy do pªaszczyzny generowanej przez ~a i ~b, skie-

rowany zgodnie ze zwrotno±ci¡ ukªadu kartezja«skiego.
Kolejny twór geometryczny (bo wektorom nadali±my takie cechy geometryczne jakie maj¡
odcinki skierowane) wynika z utworzenia analogonu znanej z algebry operacji mno»enia
macierzy przez wektor. Je±li macierz kwadratowa M jest mno»ona przez wektor, to otrzy-
mamy

bk = Mkiai

Wektor - czynnik jest wektorem kolumnowym, a wynik to wektor wierszowy.
Chcemy utworzy¢ odpowiednik geometryczny takiego iloczynu. \Geometryzacja\ nastapi
wtedy, gdy u»yte zostan¡ wektory bazy. Piszemy

~a = ai~ei; ~b = bk~ek

i mno»enia macierzowwe zastepujemy mno»eniem skalarnym

(M;~a) = ~b

M to tensor - twór b¦d¡cy uogólnieniem wektora zde�niowanego tak:

M = ~eiMik~ek = Mik~ei~ek = ~ei~ekMik

z sumowaniem wzgl¦dem i oraz k. Wykonujemy mno»enie:

M;~a = (~eiMik~ek; apep) = ~eiMikap(~ek; ~ep) = ~eiMikap�kp

Iloczyn (z sumowaniem!) ap�kp = �kpap = �k1a1 + �k2a2 + �k3a3 = ak Tak jest, bo tylko
dla drugiego indeksu w �kp równego k mamy �kk = 1. Pozostaªe skªadniki s¡ zerowe.
Otrzymali±my:

(M;~a) = ~eiMikak

czyli wektor okreslony przez zwykªy iloczyn macierzy i wektora kolumnowego. Wynik nie
jest wektorem wierszowym, czyli jednym z dwóch wektorów algebraicznych. To zwykªy
wektor geometryczny wyrazony w bazie ei. Macierz moze byc rozªo»ona na symetryczn¡
i antysymetryczn¡:

Mik =
1
2
(Mik +Mki) +

1
2
Mik �Mki

Wystepuje tu operacja transponowania czyli zamiany wierszy i kolumn

M = ~ei
Mik +Mki

2
~ek + ~ei

Mik �Mki

2
~ek
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Mamy te» tensor jednostkowy
I = ~ei�ij~ek

Mo»na te» okresli¢ tensor M�1 taki, »e

(M;M�1) = I

Rozpisuj¡c to równanie otrzymamy:

(~ekM�1
kp ~ep; ~elMln ~en) = ~ekM

�1
kp �plMln~en = ~ekM

�1
kl Mln ~en

Wynik mno»enia M�1
kl Mln ma by¢ równy �kn. Zatem M�1 jest macierz¡ odwrotn¡ do M.

Oczywiscie macierze te nie mog¡ byc osobliwe.
z de�nicji tensora wynikaja wprost reguªy dodawania, mno»enia przez liczb¦ i te, które
okreslaj¡ przestrze« liniow¡. Ko«cz¡c dodamy, »e mno»enie wektora i tensora nie jest prze-
mienne, chyba »e tensor jest symetryczny. Wtedy M = MT i (~a; M) = (~a; M; ~a). Kazde
dziªanie , równanie i wªa±ciwo±¢ zapisane z u»yciem wektorów i tensorów nie zale»y od
przyj¦tej bazy. Je»eli baza ulegnie zmianie, to przeksztaªceniu podlegaja - jak powiadamy
- skªadowe wektorów i tensorów. Reguªa przeksztaªcania tych ostatnich jest \podwójnie
wektorowa\. Jest tak, bo z zapisu tensora dwukrotnie wyst¦puj¡ przeksztaªcone wektory
bazy:

Mik = M
0

mn�mi�nk

i aby wyrazi¢ M
0

mn za pomoc¡ Mik trzeba dwukrotnie u»y¢ macierzy odwrotnych do ma-
cierzy przeksztaªcaj¡cej baz¦.

1.2 Ró»niczkowanie wektorów i tensorów

Inna potrzebna informacja dotyczy ró»niczkowania wektorów, tensorów i skalarów zale»-
nych od jednej zmiennej oraz od wielu zmiennych, okre±laj¡cych wspóªrz¦dne na pªasz-
czy¹nie albo w przestrzeni.
Je»eli wektor albo tensor okreslony w niezmiennej bazie zale»y od jednej zmiennej - na
przykªad od czasu, to wynikiem ró»niczkowania b¦dzie odpowiednio wektor lub tensor:

d~a

dt
=

d

dt
~ek ak = ~ek

dak
dt

dA
dt

=
d

dt
~ekAkp~ep = ~ek

Akp

dt
~ep

sytuacja jest bardziej zªo»ona dla funkcji zale»nej od miejsca. Rozwa»my pªaszczyzn¦, na
której zadana jest taka funkcja. Piszemy

f = f(x1; x2)

Zamierzamy zró»niczkowa¢ t¦ funkcj¦ w punkcie o wspóªrz¦dnych x01, x02. Sposobów
okre±lenia przyrostu tej funkcji wzdªu» maªego wektora �~r = ~e1�x1+~e2�x2 jest tyle, ile
wektorów �~r o poczatku w x01, x02.
Piszemy formalnie:

�f = f(x01 +�x1; x02 +�x2)� f(x01; x02)
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Przyrost ten ma»na te» zapisa¢ jako:

�f =
@f

@x1

�����
�

�x1 +
@f

@x2

�����
�

�x2

Gwiazdka oznacza, »e pochodna jest okre±lona w po±rednim miejscu. Po przeanalizowaniu
mo»na stwierdzi¢, »e �f to iloczyn skalarny dwóch wektorów:

~e1
@f

@x1

�����
�

+ ~e2
@f

@x2

�����
�

i ~e1�x1 + ~e2�x2

Je±li �x1 i �x2 d¡»¡ do zera, to mo»na pomin¡¢ gwiazdk¦ i obliczy¢ pochodne w punkcie
o wspóªrz¦dnych x01 i x02. Otrzymamy wtedy

df = (r; d~r) = (dr;r)

Przez rf oznaczamy wektor

rf = (~e1
@

@x1
+ ~e2

@

@x2
)f

wynikaj¡cy z dziaªania operatorem

r = ~e1
@

@x1
+ ~e2

@

@x2

na funkcj¦ f. Operator r nazywany jest nabl¡ albo operatorem nabla. (Nabla to \dzwo-
ni¡cy\, trójkatny instrument muzyczny.) Dla przestrzeni operator ten rozszerzamy na
trzeci wymiar i dostajemy

r = ~e1
@

@x1
+ ~e2

@

@x2
+ ~e3

@

@x3
= ~ek

@

@xk

Nabla ma wiele cech wektora. Niestety, nie ma wªa±ciwo±ci zwi¡zanych ze zmian¡ kolej-
no±ci mno»e«

�f 6= f ��

Mo»na sprawdzi¢ to twierdzenie przez zwykªe u»ycie de�nicji nabli. Jesli funkcja f zale»y
dodatkowo od jakiegos parametru, na przykªad od czasu, to ró»niczkowy przyrost mo»na
okre±li¢ uwzgl¦dniaj¡c @f

@t
dt

df =
@f

@t
dt+ (rf; d~r)

Cz¦sto , ze wzgl¦du na potrzeb¦ wyra¹nego wskazania, »e r dziªa tylko na f piszemy tak:

df =
@f

@t
dt+ (d~r;rf)

Je±li przeksztaªci¢ to równanie i przyj¡¢, »e d~r
dt
= ~v, to otrzymamy

df

dt
=

@f

@t
+ (~v;rf)



1.2. Ró»niczkowanie wektorów i tensorów 10

Wyra»enie to b¦dzie miaªo zasadnicze znaczenie w mechanice pªynów. Je±li wektor jest
funkcj¡ czasu i poªo»enia, to mówimy o zale»nym od czasu polu wektorowym. (W �zyce
uzywa si¦ nazw: pole skalarne, pole wektorowe, pole tensorowe .... odnosz¡cych si¦ do
odpowiednich odwzorowa« poªo»enia/miejsca w liczby, wektory , tensory...) Przyrost pola
wektowowego wynika z przyrostu jego skªadowych - je±li baz¦ tworz¡ zawsze te same
wektory. Piszemy:

d~a =
@~a

@t
dt+ (d~r;r~a)

Okre±lmy teraz pochodn¡ cz¡stkow¡ wektora wzgl¦dem t

@a

@t
= ~ek

@ak
@t

oraz dziaªanie operatora nabla na ~a

r~a = ~ei
@

@xi
(~ekak) = ~ei~ek

@ak
@xi

Jak wida¢, jest to tensor o skªadowych @ak
@xi

Mno»ony lewostronnie przez wektor da:

(d~r;r~a) =

 
~ep dxp; ~ei

@

@xi
ak ~ek

!
= dxp (~ep; ~ei)

@ak
@xi

~ek =

 
dxi

@

@xi
ak

!
~ek

Jest to wektor, którego k-ta skªadowa jest utworzone z \przestrzennego przyrostu\ wy-
nikaj¡cvego ze zmiany wszystkich wspóªrz¦dnych okre±laj¡cych poªo»enie. Je±li wektory
bazy zale»¡ od wspóªrz¦dnych (jest tak nawet w ukªadzie biegunowym) to ró»niczkowanie
jest bardziej zªo»óne. Piszemy - dla ró»niczkowania wektora:

~ek
@

@xk
ap ~ep = ~ek ~ep

@ap
@xk

+ ~ek ap
@~ep
@xk

Czynnik @~ep
@xk

jest wektorem.
Z operatorem nabla wi¡»¡ si¦ nast¦puj¡ce zwi¡zki:

(r;~a) =

 
~ei

@

@xi
; ak~ek

!
= (~ei; ~ek)

@ak
@xi

= �ik
@ak
@xi

=
@a1
@x1

+
@a2
@x2

+
@a3
@x3

W wyniku dostajemy skalar. Nie jest on zale»ny od wyboru bazy, bo iloczyn skalarny
os takiego wyboru nie zale»y. Nazywamy go diwergencja wektora ~a i zapisujemy tak:

diw~a = (r;~a) =
@ai
@xi

Inn¡ operacj¡ , prowadz¡c¡ do wektora jest rotacja.

rot~a = r� ~a

Jest ona wektorem i najpro±ciej obliczy¢ j¡ tak:

rot~a =

����������

~e1 ~e2 ~e3

@
@x1

@
@x2

@
@x3

a1 a2 a3

����������
(1.3)
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Posªuguj¡c si¦ podanymi de�nicjami mo»emy otrzyma¢ np laplasjan skalara f. Za-
uwa»my, »e

(r;rf) =

 
~ei

@

@xi
; ~ek

@f

@xk

!
= (~ei; ~ek)

@2f

@xi@xk
= �ik

@2f

@xi@xk
=

@2f

@x21
+
@2f

@x22
+
@2f

@x23
= � f

Mamy te» dwa ªatwe do sprawdzenia zwi¡zki:

rot grad f = r� f = 0

diw rot~a = (r;r� ~a)

Rzeczywi±cie, je±li f jest skalarem, to wektor rf \ ma kierunek wektora r\. Zatem
k¡t pomi¦dzy r i rf jest zerowy i iloczyn wektorowy jest zerem. Druga \ tautologia \
dotyczy iloczynu potrójnego. Wyst¦puje w nim wektor r � ~a prostopadªy do wektora
r. Wtedy oczywiscie iloczyn skalarny r i r~a jest zerem, bo k¡t pomi¦dzy mno»onomi
wektorami jest katem prostym. Pozostaje jeszcze okre±li¢ wyra»enie grad diw ~q = r(r; ~q).
U»ywaj¡c zwi¡zku

~a� (~b� ~c) = ~b(~c;~a)� (~b;~a)~c

Podstawmy ~c = ~q, ~a = ~b = r. Otrzymamy wtedy

(r;r)~q = r(r; ~q)�r� (r� ~q)

lub
�~q = grad diw ~q � rot rot~q



Rozdziaª 2

Podstawy mechaniki o±rodków

ci¡gªych

2.1 Poj¦cie o±rodka ci¡gªego

O±rodkiem ci¡gªym nazywamy hipotetyczn¡ substancj¦ zawsze i caªkowicie wypeªniaj¡c¡
przestrze«. Zaªo»enie ci¡gªo±ci ciaªa �zycznego jest przybli»eniem, gdy» w rzeczywisto±ci
ka»da substancja ma struktur¦ cz¡steczkow¡, a wi¦c ziarnist¡. Wtedy, gdy w rozwa»anym
zjawisku cz¡steczki lub efekty ich istnienia nie s¡ bezpo±rednio obserwowane, mo»emy
zaªo»y¢ ci¡gªo±¢.
Najprostszym stanem skupienia jest stan gazowy. W gazach przestrzenne upakowanie
cz¡steczek materii jest najmniejsze. Miar¡ odlegªo±ci mi¦dzycz¡steczkowych w gazie jest
±rednia droga swobodna. Jest to odcinek przeci¦tnie przebywany przez cz¡steczk¦ mi¦-
dzy zderzeniami w chaotycznym ruchu cieplnym. Dla powietrza o temperaturze 20�C i
ci±nieniu 1 bar droga swobodna cz¡steczki wynosi okoªo 10�7 metra. (Cz¡steczki s¡ wielo-
krotnie mniejsze. Klasyczny promie« cz¡steczki azotu to okoªo 10�10m) Wielko±ci¡ okre-
±laj¡c¡ wypeªnienie przestrzeni przez cz¡steczki gazu jest liczba Knudsena zde�niowana
jako iloraz charakterystycznego makroskopowego wymiaru liniowego L i drogi swobodnej
czasteczki �

Kn =
L

�
(2.1)

Je±li Kn ma znaczn¡ warto±¢, to w skali wymiarów makroskopowych budowa cz¡-
steczkowa, czyli jak mówimy ziarnisto±¢ gazu nie odgrywa roli. Mo»emy zatem stosowa¢
upraszczaj¡ce zaªo»enie o ci¡gªo±ci o±rodka. Dolna granica warto±ciKn, przy której mo»na
zaniedba¢ ziarnisto±¢ - bez ryzyka popeªnienia znacznych bª¦dów - to 103. Gdy gaz jest
rozrzedzony, co oznacza, »e liczba Knudsena jest maªa, to zamiast zaªo»enia o ci¡gªo±ci
stosujemy opisy dyskretne. Czy opisów takich nie nale»aªoby stosowa¢ zawsze? Kilomol
substancji (to np. 32 kg tlenu lub 28 kg azotu) zawiera liczb¦ Avogadro cz¡steczek.
Liczba ta jest wielka i wynosi NA = 6:023 � 1026. Gdyby stosowa¢ opis dyskretny, nale-
»aªo by wyznaczy¢ ruch ka»dej z nich. Jest to zadanie niewykonalne: trzeba by rozwi¡za¢
ogromn¡ liczb¦ równa« ruchu. Ponadto nale»y okre±li¢ poªo»enia i pr¦dko±ci wszystkich
cz¡steczek w chwili pocz¡tkowej. Nie jest to mo»liwe i prawdopodobnie nigdy nie b¦dzie
potrzebne. Mo»na bowiem stosowa¢ inne metody opisu - na przykªad przyj¡¢ zaªo»enie
o ci¡gªo±ci o±rodka. W cieczach odlegªo±ci mi¦dzycz¡steczkowe s¡ istotnie mniejsze, ni»
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w gazach. Wzajemne odlegªo±ci cz¡steczek zmieniaj¡ si¦ tu w niewielkim stopniu. �atwo
wi¦c stwierdzi¢, »e - na przykªad w wodzie - odlegªo±ci mi¦dzy s¡siednimi cz¡steczkami s¡
rz¦du uªamka nanometra. Wnioskujemy wi¦c, »e zaªo»enie o ci¡gªo±ci wody mo»e by¢ ju»
stosowane przy wymiarach charakterystycznych obszaru b¦d¡cych uªamkiem mikrometra.

2.2 Ruch o±rodka ci¡gªego. Poªo»enie, pr¦dko±¢ przy-

spieszenie

O±rodek ci¡gªy jest utworzony, na mocy de�nicji, przez ci¡gªy zbiór punktów material-
nych. Oznacza to, »e w ka»dym miejscu przestrzeni znajduje si¦ punkt materialny o±rodka
ci¡gªego. Wybierzemy punkt materialny, który w chwili pocz¡tkowej t = 0 znajdowaª si¦
w przestrzeni w miejscu okre±lonym wektorem ~r0.

Rysunek 2.1. Tor

Wybrany punkt materialny porusza si¦, a wi¦c zmienia si¦ jego poªo»enie. Zapisujemy
to nast¦puj¡co:

~r = ~r(t; ~r0) (2.2)

Lini¦ zakre±lon¡ przez poruszaj¡cy si¦ punkt materialny nazywamy jego torem. Pocz¡tek
toru okre±la wektor ~r0. Mo»na to zapisa¢ tak:

~r(0; ~r0) = ~r0

Wybór chwili pocz¡tkowej jest oczywi±cie dowolny. Gdyby przyj¡¢, »e pocz¡tek ruchu
nast¡piª w chwili t1,a punkt materialny byª wtedy w miejscu okre±lonym przez ~r1, to dla
t  t1 wektor poªo»enia mógª by by¢ zapisany jak poni»ej:

~r = ~r(t� t1; ~r1)

Oczywi±cie ~r1 mo»na okre±li¢ przy pomocy równania (2.2)
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~r(t1; ~r0) = ~r1

Otrzymujemy zªo»enie ruchu: dla 0 ¬ t1 ¬ t dostajemy

~r(t; ~r0) = ~r(t� t1; ~r(t1; ~r0)):

Wªa±ciwo±¢ skªadania ruchu ogranicza klas¦ funkcji ~r(t; ~r0).
Pochodna funkcji ~r(t; ~r0) wzgl¦dem czasu to pr¦dko±¢ poruszaj¡cego si¦ punktu:

~v =
@~r(t; ~r0)

@t
= ~v(t; ~r0) (2.3)

Otrzymali±my pr¦dko±¢ punktu, który w chwili pocz¡tkowej znajdowaª si¦ w miejscu okre-
±lonym przez wektor ~r0. Podobnie mo»na okre±li¢ przyspieszenie

~a =
@~v(t; ~r0)

@t
=

@2~r(t; ~r0)
@t2

= ~a(t; ~r0) (2.4)

Aby skorzysta¢ z wyra»e« (2.3) i (2.4) trzeba wiedzie¢, gdzie punkt materialny znajdowaª
si¦ w chwili pocz¡tkowej. Taka informacja nie zawsze jest dost¦pna. (Przyjrzyjmy si¦
pªyn¡cej rzece. Wiemy, gdzie wybrany przedmiot - na przykªad pªyn¡cy listek - jest w
danym momencie, ale nie wiemy, gdzie byª w chwili pocz¡tkowej.) Powstaª¡ trudno±¢
mo»na ªatwo wyeliminowa¢. U»ywaj¡c równania (2.2) znajdujemy

~r0 = ~r0(t; ~r) (2.5)

przy zaªo»eniu odwracalno±ci pierwotnego zwi¡zku. Mo»liwo±¢ odwrócenia oznacza, »e
ka»demu poªo»eniu w aktualnej chwili odpowiada jedno i tylko jedno poªo»enie w chwili
t = 0. Podstawimy otrzymane wyra»enie do pr¦dko±ci okre±lonej równaniem (2.3) i w
rezultacie mo»emy zapisa¢:

~v = ~v(t; ~r0) = ~v(t; ~r0(t; ~r))

Wykonujemy zªo»enie i otrzymujemy

~v = ~v(t; ~r) (2.6)

Wyrazili±my pr¦dko±¢ w formie funkcji czasu i dowolnego miejsca wskazanego przez wek-
tor ~r. Wyra»enie to okre±la pr¦dko±¢ dowolnego punktu znajduj¡cego si¦ w obszarze ruchu
i jest wektorow¡ funkcj¡ czasu i poªo»enia ~v(t; ~r), czyli zale»nym od czasu polem wekto-
rowym.

Szkic przedstawia pole ~v(t; ~r) w pewnej chwili t1. Dla innej chwili t2 > t1 wektory
pr¦dko±ci mog¡ by¢ zupeªnie inne. Je±li ~v nie zale»y od t, to pole pr¦dko±ci nazywamy
ustalonym. Ruch jest wtedy taki sam w ka»dej chwili. Dla takiego ruchu wektor pr¦dko±ci
jest funkcj¡ tylko poªo»enia, co zapisujemy nast¦puj¡co:

~v = ~v(~r)

Podobnie, gdy wyeliminujemy wektor ~r0 z równania (2.4), to otrzymamy

~a = ~a(t; ~r) (2.7)

Ko«cz¡c dodamy, »e zmienne t; ~r0 nazywamy zmiennymi Lagrange'a lub materialnymi, a
zmienne t; ~r to zmienne Eulera albo w¦drowne.
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Rysunek 2.2. Pole predko±ci w chwili t = t1

2.3 Tory i linie pr¡du

Tor punktu materialnego jest lini¡, któr¡ zakre±la ruchomy punkt. Dla chwili t istnieje
tylko ta cz¦±¢ toru, któr¡ punkt do tej pory zakre±liª. Pomi¦dzy chwil¡ t i chwil¡ t+dt tor
przyrasta o maªy wektor d~r, który jest okre±lony przez wektor jego pr¦dko±ci. Mo»emy
napisa¢

d~r = ~v(t; ~r)dt

Ten sam fakt mo»na wyrazi¢ u»ywaj¡c skªadowych wektorów d~r i ~v. Skªadowe wektorów
b¦dziemy oznaczali numerami pisz¡c dx1, dx2, dx3 i, odpowiednio, v1, v2, v3. Przy takich
oznaczeniach

dx1 = v1(t; x1; x2; x3)dt;

dx2 = v2(t; x1; x2; x3)dt;

dx3 = v3(t; x1; x2; x3)dt:

Krótszy zapis uzyskamy u»ywaj¡c indeksu zamiast trzykrotnego wpisywania równa« dla
trzech kierunków. U»ywaj¡c zapisu z indeksem skracamy notacj¦ do postaci nast¦puj¡cej:

dxi = vi(t; x1; x2; x3)dt i = 1; 2; 3: (2.8)

Zwykªy zapis ró»niczkowy wynika wprost z tego równania. Pochodna xi wzgl¦dem czasu
jest po prostu skªadow¡ pr¦dko±ci:

dxi
dt

= vi(t; x1; x2; x3) i = 1; 2; 3: (2.9)

Je»eli zadane s¡ skªadowe pr¦dko±ci, to aby wyznaczy¢ tor trzeba rozwi¡za¢ trzy rów-
nania ró»niczkowe zwyczajne z niewiadomymi wspóªrz¦dnymi poruszaj¡cego si¦ punktu.
Zmienn¡ niezale»n¡ jest czas. Dla konkretnego toru trzeba doª¡czy¢ warunki pocz¡tkowe
okre±laj¡ce warto±ci wspóªrz¦dnych w chwili pocz¡tkowej:

xijt=0 = xi0 i = 1; 2; 3: (2.10)

Zmieniaj¡c warto±ci xi0 zmieniamy poªo»enie pocz¡tkowe, a wi¦c wybieramy inny ru-
chomy punkt i otrzymujemy inny tor. Wszystkie punkty z pewnego obszaru 
0 (jest ich
nieprzeliczalnie wiele) pozwalaj¡ zbudowa¢ zbiór torów nazywany potokiem.
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Rysunek 2.3. Przeksztaªcenie obszaru przez ruch

Potok przeksztaªca obszar 
0 w obszar 
(t). 
0 jest obszarem wypeªnionym punk-
tami materialnymi o±rodka w poªo»eniach pocz¡tkowych, a 
(t) to obszar wypeªniony tym
samym zbiorem punktów w chwili t. Ruch o±rodka ci¡gªego jest wi¦c ci¡gªym przeksztaª-
ceniem obszaru przestrzeni. Obszar mo»e zmienia¢ swój ksztaªt i swoj¡ obj¦to±¢. Ci¡gªo±¢
przeksztaªcenia wynika z ograniczono±ci skªadowych pr¦dko±ci. Dla jednoznacznego roz-
wi¡zania ukªadu równa« ró»niczkowych (2.9) trzeba jeszcze zaªo»y¢ ci¡gªo±¢ pr¦dko±ci
wzgl¦dem czasu i jednostajn¡ ci¡gªo±¢ wzgl¦dem wspóªrz¦dnych poªo»enia.
Zaªó»my, »e dane jest pole wektorowe pr¦dko±ci ~v(t; ~r). Oznacza to, »e w ka»dym miejscu
w przestrzeni i w ka»dym czasie znamy wektor ~v. Mo»emy zbudowa¢ linie, do których w
wybranej chwili wektory te b¦d¡ styczne. Poniewa» szukane linie s¡ styczne do wektorów
~v, to mo»emy okre±li¢ cosinusy kierunkowe:

dx1
ds

=
v1
v
;
dx2
ds

=
v2
v
;
dx3
ds

=
v3
v

(2.11)

ds oznacza tu dªugo±¢ elementarnego odcinka linii, a v moduª wektora ~v. Ruguj¡c dªugo±¢
ªuku ds i moduª pr¦dko±ci v piszemy:

dx1
v1

=
dx2
v2

=
dx3
v3

(2.12)

Otrzymali±my dwa równania ró»niczkowe zwyczajne nie zawieraj¡ce dªugo±ci ªuku szu-
kanej linii. Poprzednio - zgodnie z (2.11) mieli±my trzy równania - ale zawieraªy one
dodatkowo zmienn¡ s.
Przypu±¢my, »e udaªo nam si¦ znale¹¢ rozwi¡zanie ukªadu (2.12). B¦d¡ nim dwie funkcje
czasu i wspóªrz¦dnych:

F (t; x1; x2; x3; C1; C2) = 0

�(t; x1; x2; x3; C1; C2) = 0

C1 i C2 oznaczaj¡ staªe caªkowania.(Przy dwu równaniach pierwszego rz¦du wyst¡pi¡ dwie
staªe caªkowania.) Ka»de z równa« F = 0 i � = 0 opisuje powierzchni¦. Przeci¦cie tych
powierzchni jest lini¡, do której styczne s¡ wektory pola pr¦dko±ci. Wybieraj¡c punkt,
przez który w wybranej chwili t1 przechodzi poszukiwana linia, piszemy równania

F (t1; x10; x20; x30; C1; C2) = 0
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�(t1; x10; x20; x30; C1; C2) = 0

Trzeba teraz wyznaczy¢ staªe C1 i C2. Post¦powanie takie nie jest - na ogóª - wykonalne.
Lepiej posªugiwa¢ si¦ ukªadem (2.11). Caªkuj¡c równanie z warunkami s = 0; x1 =
x10; x2 = x20; x3 = x30 (dla t = t1 = const)

x1 = x1(t1; s; x10; x20; x30)

:::

x3 = x3(t1; s; x10; x20; x30)

okre±lamy lini¦ przechodz¡c¡ w chwili t1 przez wybrany punkt. Zmienn¡ niezale»n¡ jest
dªugo±¢ ªuku s. Mo»na te» wprowadzi¢ now¡ zmienn¡ ~s, tak¡, »e dxk

~s
= vk(t; x1; x2; x3).

Wida¢, »e ds = vd~s i moduª pr¦dko±ci v upraszcza si¦. Zauwa»amy, »e w opisie linii - na-
zwiemy je liniami pola pr¦dko±ci albo liniami pr¡du - czas wyst¦puje jako staªy parametr.
Dla innej jego warto±ci, czyli w innej chwili, linie pr¡du przyjmuj¡ inny ksztaªt, albowiem
inne jest zale»ne od czasu pole pr¦dko±ci. Gdy pole pr¦dko±ci nie zmienia si¦ w czasie linie
pr¡du s¡ oczywi±cie niezmienne. Tory i linie pr¡du s¡ w tym przypadku nierozró»nialne.
Dla pola pr¦dko±ci zmieniaj¡cego si¦ z upªywem czasu, czyli dla ruchu nieustalonego, sy-
tuacja jest bardziej zªo»ona. Tor jest tworzony przez przyrosty w przedziale czasowym. W
ka»dej chwili istniej¡ ró»ne zbiory linii pr¡du. W dowolnej chwili linia styczna do toru na
jego ko«cu ma kierunek wektora pr¦dko±ci, czyli taki sam, jak linia pr¡du w tym miejscu.
Nieco pó¹niej, po wydªu»eniu toru, zachodzi ta sama relacja, ale w nowym miejscu. Tor
"±lizga si¦"po istniej¡cych w ka»dej chwili i zmieniaj¡cych si¦ z czasem liniach pr¡du (
±ci±lej: mówimy, »e jest tych linii obwiedni¡).

Rysunek 2.4. Tor i linia pr¡du w chwili t

2.4 Pochodna substancjalna

Niech pewna wielko±¢ �zykalna opisuj¡ca poruszaj¡cy si¦ o±rodek ci¡gªy- na przykªad
temperatura - b¦dzie okre±lona funkcj¡ zale»n¡ od czasu i poªo»enia

f = f(t; x1; x2; x3) (2.13)
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Wyra»enie (2.13) przedstawia warto±¢ funkcji f przypisan¡ punktowi o±rodka znajduj¡-
cemu si¦ w chwili t w miejscu okre±lonym wspóªrz¦dnymi x1; x2; x3. Rozwa»ana wielko±¢
zmienia si¦ podczas ruchu. Znajdziemy przyrost �f funkcji f w czasie �t:

�f = f(t+�t; x1 +�x1; x2 +�x2; x3 +�x3)� f(t; x1; x2; x3)

Elementarne zmiany �xi okre±la zwi¡zek (2.8) zapisany dla "delt"

�xi = vi�t

Rozwijamy pierwszy skªadnik prawej strony wzgl¦dem wszystkich przyrostów argumentów
i odejmujemy drugi czªon.1 W wyniku otrzymujemy:

�f =

 
@f

@t
+ v1

@f

@x1
+ v2

@f

@x2
+ v3

@f

@x3

!
�t

Zatem pochodna wzgl¦dem czasu funkcji f wyra»a si¦ nast¦puj¡co

df

dt
=

@f

@t
+ v1

@f

@x1
+ v2

@f

@x2
+ v3

@f

@x3
: (2.14)

To zªo»one wyra»enie nazywamy pochodn¡ substancjaln¡ (lub materialn¡) funkcji f. Pierw-
szy skªadnik, @f

@t
, nazywamy pochodn¡ lokaln¡. Okre±la on zmian¦ funkcji f wynikaj¡c¡

z upªywu czasu. Suma pozostaªych skªadników - nazywana pochodn¡ konwekcyjn¡ - opi-
suje zmian¦ funkcji f wynikaj¡c¡ z ruchu o±rodka ci¡gªego. Zauwa»my, »e gdy f nie zale»y
bezpo±rednio od czasu, a o±rodek ci¡gªy porusza si¦, to df

dt
nie znika.

Zastosujmy nasze rozwa»ania do okre±lenia przy±pieszenia. Otrzymamy

ai =
dvi
dt

=
@vi
@t

+ v1
@vi
@x1

+ v2
@vi
@x2

+ v3
@vi
@x3

: (2.15)

Wyra»enie po prawej stronie jest dªugie i nieprzejrzyste. Mo»na - dla skrócenia zapisu -
u»y¢ znaku sumy, bo sumujemy trzy identyczne skªadniki, w których zmienia si¦ numer
wspóªrz¦dnej, wzgl¦dem której ró»niczkujemy. Otrzymamy

ai =
dvi
dt

=
@vi
@t

+
3X

k=1

vk
@vi
@xk

Je±li zastosowa¢ konwencj¦ sumacyjn¡, czyli opu±ci¢ znak sumy, to powy»szy wzór przyj-
mie posta¢:

ai = (
@

@t
+ vk

@

@xk
)vi (2.16)

Oznacza to, »e ró»niczkuj¡c funkcj¦ vi operatorem pochodnej substancjalnej o postaci

d

dt
= (

@

@t
+ vk

@

@xk
) (2.17)

1

f(t+�t; x1+v1�t; x2+v2�t; x3+v3�t = f(t; x1; x2; x3)+
@f

@t
�t+

@f

@x1
v1�t+

@f

@x2
v2�t+

@f

@x3
v3�t+ ::::::
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otrzymujemy skªadow¡ przyspieszenia ai. Kompletny wektor przyspieszenie ~a okre±la si¦
przez ró»niczkowanie wektora pr¦dko±ci:

~a =
d

dt
~v = (

@

@t
+ vk

@

@xk
)~v = (

@~v

@t
+ vk

@~v

@xk
) (2.18)

Przej±cie do skªadowych na podstawie równania wektorowego w którym pole wektorowe
jest ró»niczkowane wzgl¦dem wspóªrz¦dnych jest ªatwe tylko w ukªadzie kartezja«skim.
W takim ukªadzie wersory s¡ staªe, a wi¦c niezale»ne od miejsca i czasu. Wobec tego ró»-
niczkowanie wektora sprowadza si¦ do ró»niczkowania jego skªadowych. Dla dowolnego
ukªadu wspóªrz¦dnych kierunki wersorów zale»¡ od miejsca i trzeba równie» dokona¢ ich
ró»niczkowania, co wprowadza znacz¡c¡ komplikacj¦ równa«.
Dla staªych wersorów ~e1 , ~e2 , ~e3 mo»emy zapisa¢ pochodne cz¡stkowe wektora ~v w nast¦-
puj¡cy sposób:

@

@xk
~v = ~e1

@v1
@xk

+ ~e2
@v2
@xk

+ ~e3
@v3
@xk

@

@t
~v = ~e1

@v1
@t

+ ~e2
@v2
@t

+ ~e3
@v3
@t

Zde�niujmy teraz operator rózniczkowania zwany nabl¡. Oznacza si¦ go symbolem r.
Przedstawia on nast¦puj¡c¡ operacj¦ ró»niczkow¡

r = ~e1
@

@x1
+ ~e2

@

@x2
+ ~e3

@

@x3
(2.19)

Zapiszmy pochodn¡ substancjaln¡ u»ywaj¡c tego operatora:

d

dt
=

@

@t
+ (~v � r) (2.20)

Iloczyn skalarny wektora ~v i vektora r to po prostu

(~v � r) = v1 � r1 + v2 � r2 + v3 � r3

gdzie rk oznacza k-t¡ skªadow¡ nabli równ¡ @
@xk

. Mo»na zauwa»y¢, »e iloczyny nabli i
dowolnego pola wektorowego nie maj¡ wªasno±ci zwykªych iloczynów. Mianowicie, iloczyn
skalarny wektorów nie zale»y od kolejno±ci czynników. Iloczyn zawieraj¡cy nabl¦ nie ma
tej wªasno±ci (nie jest przemienny). �atwo to sprawdzi¢ bior¡c

(r � ~v) =
@v1
@x1

+
@v2
@x2

+
@v3
@x3

co oczywi±cie nie jest tym samym czym jest iloczyn ~v � r zapisany powy»ej. Czasem
zamiast operatora nabli u»ywa si¦ symbolu grad (skrót od symbolu "gradient"). Operator
gradientu jest to»samy z operatorem nabli:

grad = ~e1
@

@x1
+ ~e2

@

@x2
+ ~e3

@

@x3
= r (2.21)

Oprócz u»ytego wcze±niej iloczynu skalarnego mo»na okresli¢ iloczyn wektorowy, w którym
czynnikiem jest nabla. Iloczyn taki wygl¡da nastepuj¡co

r� ~v = grad � ~v
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i jest wektorem. Nosi on nazw¦ rotacji wektora - rot~v. Jego skªadowe najwygodniej obli-
cza¢ metod¡ wyznacznikow¡:

rot~v =

����������

~e1 ~e2 ~e3

@
@x1

@
@x2

@
@x3

v1 v2 v3

����������
(2.22)

Wida¢ znowu ró»nic¦ pomi¦dzy zwykªym iloczynem wektorowym a iloczynem zawieraj¡-
cym nabl¦: zmiana kolejno±ci w zwykªym iloczynie wektorowym prowadzi tylko do zmiany
znaku. Iloczyn z nabl¡ po zmianie kolejno±ci to zupeªnie inny twór: ~v�r jest operatorem
ró»niczkowym, to znaczy nakazem wykonania ró»niczkowa« i pomno»enia pochodnych
tak, jak wynika to z de�nicji iloczynu wektorowego. "Puªapek"tego rodzaju jest wiele i
wszelkie zapisy zawieraj¡ce nabl¦ trzeba traktowa¢ uwa»nie. Jak si¦ oka»e, korzy±ci wy-
nikaj¡ce z jej u»ycia s¡ na tyle znacz¡ce, »e warto si¦ tym zapisem posªugiwa¢.

2.5 Pochodna wielko±ci ekstensywnej

W �zyce wyst¦puj¡ dwa rodzaje wielko±ci. Przykªadami wielko±ci pierwszego rodzaju
s¡: ci±nienie, temperatura, pr¦dko±¢, nat¦»enie pola elektrycznego lub magnetycznego.
Do drugiego rodzaju mo»na zaliczy¢ mas¦, ªadunek elektryczny, moment magnetyczny,
energi¦ wewn¦trzn¡, p¦d itp. Wielko±ci wymienione w pierwszej grupie s¡ okre±lone w
ka»dym miejscu rozwa»anego ciaªa. Wielko±ci drugiej grupy de�niujemy dla ciaªa. S¡ one
obdarzone nast¦puj¡c¡, istotn¡ cech¡: ich warto±¢ obliczana dla sumy ciaª jest równa
sumie ich warto±ci obliczonych dla poszczególnych ciaª. Wielko±ci o takiej wªa±ciwo±ci
nazywamy ekstensywnymi. Zapiszmy ±ci±le ich istotn¡ - de�nicyjn¡ - cech¦. Niech ciaªa
wypeªniaj¡ rozª¡czne obszary 
1;
2;
3 itd. F oznacza wielko±¢ ekstensywn¡. Mo»emy
napisa¢:

F (
1 [ 
2 [ 
3 [ :::) = F (
1) + F (
2) + F (
3) + ::::

Mnemotechniczna reguªa charakteryzuj¡ca wielko±¢ ekstensywn¡ wynika ze zdania: "masa
sumy ciaª jest równa sumie mas ciaª". Wypowiedzian¡ i zapisan¡ wªa±ciwo±¢ ma caªka:
caªka obliczona dla sumy rozª¡cznych obszarów jest równa sumie caªek dla poszczegól-
nych obszarów. Znane jest twierdzenie (Radona-Nikodyma)[?] pozwalaj¡ce okre±li¢ ka»d¡
wielko±¢ ekstensywn¡ jako caªk¦ bran¡ po obszarze wypeªnionym przez ciaªo:

F =
Z


f d
 (2.23)

Funkcja podcaªkowa to "g¦sto±¢"wielko±ci F albo inaczej "wielko±¢ wªa±ciwa F". Na przy-
kªad: energia wewn¦trzna wªa±ciwa lub masa wªa±ciwa. Mas¦ wªa±ciw¡ nazywamy "g¦sto-
±ci¡"w skrócie od g¦sto±ci masy. Oczywiste jest, »e dF = f d
.

Obliczymy pochodn¡ wielko±ci F okre±lonej dla poruszaj¡cego si¦ ciaªa skªadaj¡cego
si¦ ze zbioru punktów materialnych wypeªniaj¡cych w chwili pocz¡tkowej obszar 
0. Dla
dowolnej chwili t > 0 ten zbiór wypeªnia inny obszar 
(t).
Zapiszmy de�nicj¦ F:

F = F (t) =
Z

(t)

f(t; ~r)d
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Ró»niczkowanie F (t) jest zªo»one, bo - jak wida¢ - czas t wyst¦puje zarówno pod zna-
kiem caªki jak i w granicach caªkowania. Mo»na upro±ci¢ rachunek eliminuj¡c czas z
okre±lenia granic. Pami¦tamy, »e 
(t) jest przeksztaªceniem obszaru pocz¡tkowego 
0.
Przeksztaªcenie to okre±laj¡ tory punktów materialnych. Napiszmy równanie toru (2.2)
dla przeksztaªcenia xio ! xk; i; k = 1; 2; 3, czyli

xi = xi(t; x10; x20; x30)

Wykonamy ( w my±li) to przeksztaªcenie i zamiast caªkowa¢ wzgl¦dem xi b¦dziemy caª-
kowali wzgl¦dem xi0. Przy zamianie zmiennych nale»y pami¦ta¢ o przeksztaªceniu miary
elementarnej obj¦to±ci d


d
 = Jd
0:

J oznacza wyznacznik utworzony z pochodnych

J = det

(
@x�(t; x10; x20; x30)

@x�0

)

czyli jakobian.2 Mamy wi¦c

dF

dt
=

d

dt

Z

0

J � f(t; ~r(t; ~r0))d
0

Czas w powy»szym wzorze wyst¦puje tylko pod znakiem caªki. Ró»niczkowanie wzgl¦dem
czasu i caªkowanie przestrzenne s¡ wi¦c operacjami przemiennymi i mo»na napisa¢

dF

dt
=
Z

0

"
@J

@t
f + J

df

dt

#
d
0 =

Z

0

"
1
J

@J

@t
f +

df

dt

#
J d
0

Ostatnie wyra»enie zawiera J d
0 = d
, co pozwala na powrót do wspóªrz¦dnych x1; x2; x3.
Otrzymamy wi¦c

dF

dt
=
Z



"
1
J

@J

@t
f +

df

dt

#
d
:

Poka»emy dalej, »e 1
J
@J
@t

= @v1
@x1

+ @v2
@x2

+ @v3
@x3

= (r � ~v) i wobec tego wynik wykonanych
przeksztaªce« mo»na przedstawi¢ nast¦puj¡co

dF

dt
=
Z

(t)

"
f � (r � ~v) +

df

dt

#
d
 (2.24)

Wzór ten okre±la pochodn¡ wielko±ci ekstensywnej. B¦dzie wielokrotnie u»ywany przy
wyprowadzaniu równa« ró»niczkowych z podstawowych praw �zyki.
Pozostaje obliczy¢ pochodn¡ jakobianu. Rachunek wykonamy okre±laj¡c warto±¢ jako-
bianu po przyro±cie czasu, to znaczy J(t + �t; :::). Otó», aby otrzyma¢ obraz 
0 w
chwili t + �t trzeba "przej±¢"przez obraz 
0 w chwili t. Innymi sªowy: przeksztaªce-
nie 
0 �! 
(t + �t) jest zªo»eniem dwóch przeksztaªce« 
0 �! 
(t) �! 
(t + �t).
Zachodzi te» superpozycja (zªo»enie)przeksztaªce« elementarnej obj¦to±ci:

d
(t+�t) = J(t+�t; :::)d
0 = J(�t; :::)d
(t) = J(�t; ::) � J(t; ::)d
0

2Je±li x = f(x0) to dx = df
dx0

�dx0. Dla wielu zmiennych zamiast pochodnej pojawia si¦ jakobian, a rol¦
dx i dx0 odgrywaj¡ d
 i d
0. Omówienie zamiany d
 na J d
0 mo»na znale¹¢ w podr¦cznikach analizy
matematycznej
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St¡d wynika, »e J(t+�t; :::) = J(t; :::) �J(�t; :::). Obliczamy pochodn¡ u»ywaj¡c de�nicji
i wyª¡czaj¡c J(t) przed symbol granicy :

@J

@t
= lim

�t!0

J(t+�t)� J(t)
�t

= J(t) lim
�t!0

J(�t)� 1
�t

W czasie �t zachodzi maªa zmiana x-ów. Zmian¦ t¦, to znaczy przeksztaªcenie xi(t) !
xi(t+�t) zapisujemy tak:

xi(t+�t; :::) = xi(t) + vi(t; :::)�t

Jakobian J(�t) to wyznacznik utworzony z pochodnych @xi(t + �t; :::)=@xk(t; :::). Jego
jawna posta¢ jest nast¦puj¡ca:

J(�t) = det

8>>>>>><
>>>>>>:

1 + @v1
@x1

�t @v1
@x2

�t @v1
@x3

�t

@v2
@x1

�t 1 + @v2
@x2

�t @v2
@x3

�t

@v3
@x1

�t @v3
@x2

�t 1 + @v3
@x3

�t

9>>>>>>=
>>>>>>;

(2.25)

Po rozpisaniu wyznacznika (2.25) (rozwijamy go wzgl¦dem pot¦g �t rz¦du 0,1,2 i 3)
otrzymamy:

J(�t) = det

(
@x�(t+�t; :::)

@x�(t; :::)

)
= 1 +�t

 
@v1
@x1

+
@v2
@x2

+
@v3
@x3

!
+ (�t)2(:::) + :::

Odejmujemy jedynk¦, dzielimy przez �t i dla �t! 0 wyrazy wy»szego rz¦du pomijamy.
Poniewa» J(t) upro±ci si¦, to ostatecznie

1
J

@J

@t
=

@v1
@x1

+
@v2
@x2

+
@v3
@x3

= (r � ~v):

2.6 Zasada zachowania masy

Zasada zachowania masy jest fundamentalnym prawem �zyki. 3 Wyrazimy j¡ nast¦puj¡co:
masa tego samego zbioru punktów materialnych jest staªa.
Masa jest wielko±ci¡ ekstensywn¡. Mo»na wi¦c napisa¢

m =
Z

(t)

�(t; ~r) d
: (2.26)

Wielko±¢ � nazywana jest, jak ju» wiemy, g¦sto±ci¡ masy (lub w skrócie - g¦sto±ci¡ )
albo mas¡ wªa±ciw¡. Je±li 
(t) jest obrazem obszaru 
0, to zawiera niezmienny zbiór
punktów materialnych wypeªniaj¡cych ten obszar w chwili pocz¡tkowej. Masa m jest wi¦c
niezmienna - a jej pochodna wzgl¦dem czasu - zerowa. Ró»niczkujemy (2.26) u»ywaj¡c
reguªy ró»niczkowania wielko±ci ekstensywnych (2.23) i otrzymujemy

Z

(t)

"
d�

dt
+ �(r � ~v)

#
d
 = 0: (2.27)

3w �zyce relatywistycznej uwzgl¦dnia si¦ energi¦ i mas¦. Nie rozwa»amy takich sytuacji.
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Równanie (2.27) zachodzi dla ka»dego 
(t), bo ka»dy obszar wypeªniony przez zbiór punk-
tów materialnych jest przeksztaªceniem pewnego obszaru 
0 i zawsze mo»na zastosowa¢
podane rozumowanie dotycz¡ce ró»niczkowania wielko±ci ekstensywnej. Stwierdzamy, »e
caªka z wyra»enia zawartego w nawiasie kwadratowym [:::] obliczana dla ka»dego obszaru
znika. Dowiedziemy, »e jest tak wtedy i tylko wtedy gdy [:::] = 0. Jasne, »e caªka znika
gdy [:::] = 0. Ale nie wiemy czy zachodzi implikacja odwrotna, to znaczy - czy ze znikania
caªki dla ka»dego 
 wynika zerowo±¢ wyra»enia w nawiasie [:::]. Przypu±¢my, »e warto±¢
w nawiasie nie jest zerem. Zatem w cz¦±ci obszaru 
 - nazwijmy t¦ cz¦±¢ 
+ - funkcja
podcaªkowa jest dodatnia. Caªka z funkcji dodatniej nie jest zerem (chyba, »e 
+ ma
zerow¡ miar¦. Wtedy wystarczy rozwa»y¢ obszar 
�, dla którego wyra»enie w nawiasie
[:::] jest ujemne ). Otrzymali±my sprzeczno±¢, bo caªka znika dla ka»dego obszaru, a wi¦c
i dla 
+. Dowiedli±my, »e skoro (2.27) zachodzi dla ka»dego 
, to ma to miejsce wtedy i
tylko wtedy, gdy funkcja podcaªkowa znika. Mo»na zatem napisa¢

d�

dt
+ �(r � ~v) = 0: (2.28)

To ró»niczkowa forma prawa zachowania masy. Wi¡»e ona dwa pola: wektorowe pole
pr¦dko±ci i skalarne masy wªa±ciwej.( Pole to w �zyce funkcja czasu i poªo»enia. S¡ pola
skalarne, wektorowe, tensorowe itd. ). Powi¡zanie dwu pól oznacza, »e nie mo»na zmie-
ni¢ jednego z nich nie zmieniaj¡c drugiego. Napiszmy teraz rozwini¦t¡ form¦ pochodnej
substancjalnej masy wªa±ciwej i podstawmy j¡ do (2.28):

@�

@t
+ (~v � r)�+ �(r � ~v) = 0

Nabla oznacza oczywi±cie ró»niczkowanie. Pochodna iloczynu wielko±ci skalarnej � i pola
wektorowego ~v, czyli wektora �~v to pochodna pierwszego czynnika razy drugi (= ~v �r� =
(~v � r)� ) plus pierwszy czynnik razy pochodna drugiego, czyli +�(r � ~v). Mamy zatem

@�

@t
+r � (�~v) = 0: (2.29)

Rozwini¦cie skróconego zapisu (2.30) daje

@ �

@t
+

@

@x1
(�v1) +

@

@x2
(�v2) +

@

@x3
(�v3) = 0 (2.30)

bo nabla r jest mno»ona skalarnie przez wektor �~v. Wyra»enie b¦d¡ce iloczynem skalar-
nym nabli i dowolnego pola wektorowego - na przykªad pola oznaczonego symbolem ~G -
ma tak¡ posta¢:

r � ~G =
@

@x1
G1 +

@

@x2
G2 +

@

@x3
G3 =

@

@xi
Gi

Nazywamy je diwergencj¡ pola ~G i zapisujemy w skrócie nast¦puj¡co:

diw ~G = r � ~G =
@

@xi
~Gi

Je±li rozwa»amy substancj¦ o niezmiennej masie wªa±ciwej (lub gdy jej zmiany s¡ pomi-
jalnie maªe), to równania upraszczaj¡ si¦. Wobec zaªo»enia � = const otrzymamy

r � ~v = 0 albo diw~v = 0 albo
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@vi
@xi

=
@v1
@x1

+
@v2
@x2

+
@v3
@x3

= 0

Równania ró»niczkowe wyra»aj¡ce zasad¦ zachowania masy nazywamy równaniami ci¡-
gªo±ci. Napiszemy jeszcze równanie ci¡gªo±ci w zmiennych Lagrange'a. Zachodz¡ równo±ci:

m =
Z

(t)

� d
 =
Z

0

�J d
0 =
Z

0

�0d
0

Dla ka»dego 
0 jest speªnione równanie

[�J � �0] d
0 = 0

Stwierdzamy wi¦c, »e

�J = �0 (2.31)

Jakobian - utworzony z pochodnych

@x�(t; x1; x2; x3)
@x�0

zale»y od czasu i xk0. Nale»y wi¦c wyrazi¢ � przez te same zmienne, czyli napisa¢:
�(t; x10; x20; x30). Równanie (2.31) b¦dzie wtedy wyra»one w zmiennych Lagrange'a.
Je±li � = const, to otrzymamy

J = 1 (2.32)

co oznacza, »e d
 = d
0. Substancja o staªej masie wªa±ciwej zachowuje obj¦to±¢. Tym
samym stwierdzamy, »e warunek znikania diwergencji pr¦dko±ci niezale»nie od wªasno±ci
g¦sto±ci masy ( masy wªa±ciwej) prowadzi do zachowania obj¦to±ci o±rodka ci¡gªego.

2.7 Druga zasada dynamiki

Drug¡ zasad¦ dynamiki mo»emy wyrazi¢ nast¦puj¡co: pochodna p¦du ukªadu material-
nego wzgl¦dem czasu jest równa sumie siª zewn¦trznych dziaªaj¡cych na ukªad. Stosuj¡c t¦
zasad¦ nale»y zde�niowa¢ ukªad materialny, okre±li¢ jego p¦d i dziaªaj¡ce siªy zewn¦trzne.
Wybierzmy dowolny obszar wypeªniony punktami materialnymi tworz¡cymi o±rodek ci¡-
gªy. Oznaczmy ten obszar 
(t). P¦d jest wielko±ci¡ ekstensywn¡. Mo»e by¢ wyra»ony caªk¡
z g¦sto±ci p¦du i zapisany jak poni»ej

~P =
Z

(t)

�~v d
 (2.33)

Rzeczywi±cie - iloczyn � d
 okre±la elementarn¡ mas¦ dm zawart¡ w maªym obszarze d
,
a iloczyn tej masy i pr¦dko±ci jest elementarnym p¦dem: d~P = ~vdm = �~v d
. Pozostaje
okre±li¢ siªy dziaªaj¡ce na o±rodek ci¡gªy zawarty w obszarze 
(t) i wykona¢ ró»niczko-
wanie.

Brzeg obszaru - nazwijmy go A - styka si¦ z otoczeniem. Zatem na zawarto±¢ ob-
szaru 
(t) dziaªa siªa "kontaktowa"przenoszona przez powierzchni¦. Siªa jest wielko±ci¡
ekstensywn¡. Wobec tego piszemy

~FA =
I
A

~f dA (2.34)
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Rysunek 2.5. Siªy dziaªaj¡ce na o±rodek ci¡gªy

Wielko±¢ ~f jest powierzchniow¡ g¦sto±ci¡ siªy. Przy jej u»yciu okre±lamy elementarn¡ siª¦
d~FA dziaªaj¡c¡ na maªy pªatek powierzchni:

d~FA = ~f dA (2.35)

Wymiarem
h
~f
i
g¦sto±ci siªy ~f jest N=m2 czyli paskal (Pa). Dlatego ~f nazywamy jednost-

kow¡ siª¡ powierzchniow¡ - (w mianowniku wymiaru tej wielko±ci jest m2).
Oprócz siªy ~FA na rozwa»any ukªad mo»e dziaªa¢ siªa zupeªnie innego rodzaju. Jest to
tak zwana siªa obj¦to±ciowa. Przykªadem takiej siªy jest przyci¡ganie grawitacyjne. Siªa
ta jest zwi¡zana z mas¡ i pewnym polem siªowym (w podanym przykªadzie jest to pole siª
grawitacyjnych) i dziaªa na wn¦trze obszaru wypeªnionego ciaªem. Znów wykorzystujemy
fakt, »e siªa jest wielko±ci¡ ekstensywn¡ i otrzymujemy

~F
 =
Z



~F� d
 (2.36)

Jak poprzednio, elementarn¡ mas¡ jest � d
, a ~F jest nat¦»eniem pola siªowego - czyli
siª¡ dziaªaj¡c¡ na jednostk¦ masy (1 kg):

d~F
 = ~F� d
 = ~F dm (2.37)

Pole wektorowe ~F nazywamy polem jednostkowych siª masowych, albo - krócej - jednost-
kow¡ siª¡ masow¡. Wymiar tego pola jest taki, jak wymiar przy±pieszenia. Wracaj¡c do
okre±lenia p¦du i wykonuj¡c ró»niczkowanie mo»emy napisa¢ równanie wyra»aj¡ce tre±¢
drugiej zasady dynamiki

d~P

dt
=
Z



"
d(�~v)
dt

+ �~v(r � ~v)

#
d
 =

Z


�~F d
 +

I
A

~f dA

Wyra»enie w nawiasie kwadratowym mo»na upro±ci¢. Obliczamy pochodn¡ czasow¡ ilo-
czynu �~v i przepisujemy wyra»enie podcaªkowe:

�
d~v

dt
+ ~v

d�

dt
+ �~v(r � ~v) = �

d~v

dt
+ ~v

"
d�

dt
+ �(r � ~v)

#
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Poniewa» d�
dt
+�(r�~v) jest zerem (na mocy prawa zachowania masy (2.28)), to otrzymujemy

zapis drugiej zasady dynamiki w formie nastepuj¡cej

Z


�

 
d~v

dt
� ~F

!
d
 =

I
A

~f dA (2.38)

Gdyby caªka powierzchniowa b¦d¡ca praw¡ stron¡ tego równania zostaªa zamieniona na
caªk¦ obj¦to±ciow¡ okre±lon¡ dla obszaru 
(t), to caªe powy»sze wyra»enie mo»na by
sprowadzi¢ do równania o nast¦puj¡cej formie:Z



[:::::] d
 = 0;

Równanie to obowi¡zywaªo by dla ka»dego obszaru. Zatem na mocy znanego lematu otrzy-
maliby±my równanie bez niewygodnych caªek. Aby ten cel zrealizowa¢ wyznaczymy siª¦
powierzchniow¡ ~f . Oka»e si¦, »e siª¦ t¡ mo»na b¦dzie okre±li¢ za pomoc¡ normalnej do po-
wierzchni i pewnego tworu zwanego tensorem napr¦»enia. U»ywaj¡c twierdzenia GGO (w
caªce powierzchniowej normalna pojawi si¦ jako czynnik) przeksztaªcimy nasze wyra»enie
do caªki obj¦to±ciowej i otrzymamy równanie w formie ró»niczkowej. Aby otrzyma¢ odpo-
wiednie wyra»enie okre±laj¡ce jednostkow¡ siª¦ powierzchniow¡ rozpatrzymy umieszczony
w o±rodku ci¡gªym elementarny czworo±cian o powierzchniach bocznych dA1, dA2, dA3

i dA. Powierzchnie numerowane le»¡ na pªaszczyznach utworzonych przez ukªad wspóª-
rz¦dnych prostok¡tnych. Powierzchnia dA jest powierzchni¡ zamykaj¡c¡, a ka»da dAk jest
prostopadªa do osi o numerze k.
rysunek czworo±cianu

Zmiana czworo±cianu nie powoduje innego ustawienia dA1, dA2 i dA3, bo powierzchnie te
zawsze le»¡ na pªaszczyznach zwi¡zanych z ukªadem wspóªrz¦dnych. Zmieniaj¡c czworo-
±cian (jego kraw¦dzie mo»na skróci¢ albo wydªu»y¢) zmieniamy pola boków i orientacj¦
powierzchni zamykaj¡cej dA. Oczywi±cie zmienia si¦ normalna do tej powierzchni. Rzuty
normalnej na osie to cosinusy kierunkowe:

n1 = cos(~n; ~o1); n2 = cos(~n; ~o2); n3cos(~n; ~o3)

Powierzchnie dAk wyra»amy rzutuj¡c dA na odpowiedni¡ pªaszczyzn¦:

dAk = dA � cos(~n; ~ok) = dA � nk

Na ka»d¡ z powierzchni bocznych dziaªa siªa powierzchniowa. Jest ona proporcjonalna do
powierzchni i jednostkowej siªy powierzchniowej na danej powierzchni. Inne siªy dziaªaj¡ce
na czworo±cian (równie» w ruchu) s¡ proporcjonalne do zawartej wewn¡trz masy. Ale
masa jest proporcjonalna do obj¦to±ci. Obj¦to±¢ jest maª¡ trzeciego rz¦du. A powierzchnie
boczne s¡ maªymi rz¦du drugiego. Maªe rz¦du trzeciego mo»na zaniedba¢. Uwzgl¦dniaj¡c
t¡ wªa±ciwo±¢ dostaniemy

~fdA+ ~f1dA1 + ~f2dA2 + ~f3dA3 = 0

Dzielimy przez dA i zapisujemy wynik

~f + ~f1n1 + ~f2n2 + ~f3n3 = 0
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Wida¢, i» jednostkowa siªa powierzchniowa zale»y od ~n (przy zmianie orientacji pªatka
dA zmienia si¦ ~n a orientacje platków dAk le»¡cych na pªaszczyznach ukªadu wspóªrz¦d-
nych nie zmieniaj¡ orientacji ). Mo»na wi¦c napisa¢: ~f = ~f(~n). Zauwa»my, »e siªa ta ma
nast¦puj¡c¡ wªa±ciwo±¢: ~f(~n) = �~f(�~n). Rzeczywi±cie, bior¡c maªy element powierzchni
stwierdzimy, »e oddziaªywanie cz¦±ci o±rodka le»¡cych po obu stronach tej powierzchni
znosz¡ si¦, a wi¦c przy zmianie zwrotu normalnej ulega zmianie znak jednostkowej siªy
powierzchniowej. Wykorzystujemy opisan¡ wªa±ciwo±¢ do zmiany znaku ~f na pªatkach
dA, dA1, dA2, dA3. Wida¢, »e zwrot ~n i zwroty normalnych do dAk s¡ przeciwne, zatem
znaki ~f i ~fk s¡ równie» przeciwne. Przechodz¡c do skªadowych mozna napisa¢

fk = f1kn1 + f2kn2 + f3kn3 (2.39)

W prawej stronie ostatniego równania wyst¦puje dziewi¦¢ wielko±ci fik i; k = 1; 2; 3.
Oznaczmy je symbolem Tik ( aby wyra¹nie odró»ni¢ od skªadowych siªy powierzchnio-
wej) i zapiszmy otrzymany zwi¡zek tak:

fk = niTik (2.40)

To samo równanie w zapisie wektorowym ma form¦ nast¦puj¡c¡:

~f = ~n � T (2.41)

Wyobra¹my sobie, »e sprowadzamy czworo±cian do punktu (zmniejszamy "do zera"jego
kraw¦dzie). Mo»emy zatem stwierdzi¢, »e Tik s¡ okre±lone w ka»dym miejscu. Wielko±ci Tik
tworz¡ macierz tensora napr¦»enia T. Napr¦»enie to cecha stanu o±rodka ci¡gªego. Znaj¡c
je mo»emy okre±li¢ siª¦ dziaªaj¡c¡ na powierzchni¦. Mo»e to by¢ powierzchnia ogranicza-
j¡ca pewien fragment ciaªa albo te» dowolna powierzchnia wewn¡trz tego ciaªa. Innymi
sªowy: tensor napr¦»enia okre±la siªy wewn¦trzne w o±rodku ci¡gªym i wynikaj¡ce z siª
wewn¦trznych siªy wyst¦puj¡ce na powierzchni ograniczaj¡cej rozwa»ane ciaªo. Okre±la-
j¡c tensor mo»emy u»y¢ wersorów ~ei zwi¡zanych z osiami wspóªrz¦dnych kartezja«skich.
Dostaniemy wtedy wyra»enie

T = Tik~ei~ek i; k = 1; 2; 3

Je±li pomno»ymy skalarnie T przez wektor ~n = n�~e�, to otrzymamy

~n � T = n�~e� � Tik~ei~ek = n�Tik(~e� � ~ei)~ek

Wersory ukªadu kartezja«skiego maj¡ nast¦puj¡c¡ wªa±ciwo±¢:

(~e� � ~ei) =

8<
:

1 � = i

0 � 6= i

9=
; = ��i

co oznacza, »e wynikiem mno»enia skalarnego takich wersorów s¡ elementy macierzy jed-
nostkowej. Ponadto

n���iTik~ek = (n���i)Tik~ek = niTik~ek = fk~ek = ~f; 4

4Mo»na te» napisa¢ tak: ��iTik = ��1T1k + ��2T2k + ��3T3k: Z trzech "delt"tylko ta jest jedynk¡, dla
której drugi indeks jest równy pierwszemu, czyli równy � i nast¦pnie ...=n�T�k~ek = fk~ek = ~f A wi¦c
��iTik = T�k. Albo, jak wy»ej, n���i = n1�1i + n2�2i + n3�3i = ni
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bo
niTik = fk

Wró¢my teraz do rozwa»a« dotycz¡cych mechaniki. Podstawmy okre±lenie siªy po-
wierzchniowej (2.41) do caªki powierzchniowej wyst¦puj¡cej w równaniu (2.39). Otrzy-
mamy I

A

~f dA =
I
A
~n � T dA =

Z

(t)

r � T d
 (2.42)

Przy przeksztaªceniu caªki powierzchniowej w obj¦to±ciow¡ skorzystali±my z twierdzenia
Greena - Gaussa - Ostrogradskiego, które mo»na zapisa¢ nastepuj¡co:

I
A
n� � 'dA =

Z



@

@x�
'd


Funkcja ' jest ró»niczkowalna w 
 i caªkowalna na brzegu A (brzeg ten jest co najmniej
"kawaªkami gªadki"), a normalna ~n jest skierowana na zewn¡trz. Teraz stosuj¡c lemat
wyprowadzony przy omawianiu zasady zachowania masy napiszemy

�
d~v

dt
= � ~F +r � T (2.43)

Otrzymali±my równanie ruchu nazywane równaniem Cauchy'ego. De�niuje ono pole przy-
±pieszenia, w którym znajduje si¦ ruchomy o±rodek ci¡gªy. Pole to wynika z siª - masowych,
okre±lonych przez wektor ~F i powierzchniowych - wyra»onych przez pochodne tensora na-
pr¦»enia, a dokªadniej przezr � T. Jest to równanie ruchu dla dowolnego o±rodka ci¡gªego.
Zastanówmy si¦ nad zró»nicowaniem równa« opisuj¡cych ruchy rozmaitych substancji
uwa»anych za o±rodek ci¡gªy. Przy±pieszenie, siªy zewn¦trzne oraz g¦sto±¢ pojawiaj¡ si¦
przy opisie ka»dego ciaªa. Ró»nice mog¡ wi¦c wynika¢ z rozmaitego okre±lenia tensora
napr¦»enia. Przypominamy, »e za pomoc¡ T okre±la si¦ jednostkow¡ siª¦ powierzchniow¡
dziaªaj¡c¡ na dowoln¡ powierzchni¦ w obr¦bie o±rodka. Jest to siªa wewn¦trzna. Oczy-
wiste do±wiadczenie z dowolnym (dostatecznie nietrwaªym) ciaªem staªym wskazuje, »e
przyªo»enie odpowiednich siª zewn¦trznych powoduje jego zniszczenie. Pojawiaj¡ si¦ siªy
wewn¦trzne o intensywno±ci wystarczaj¡cej do zniszczenia ciaªa. Wcze±niej zmienia si¦
jego ksztaªt. To typowe zachowanie obci¡»onego siªami ciaªa staªego. Gazy i ciecze mog¡
by¢ uwa»ane za o±rodek ci¡gªy. Gaz mo»e dowolnie zmienia¢ ksztaªt i obj¦to±¢, a ciecz
zmienia ksztaªt przy zachowaniu niemal ±ci±le obj¦to±ci i podobnie jak gaz nie podlega
\zniszczeniu". Rozdzielenie cieczy na cz¦±ci nie jest istotne, albowiem z ªatwo±ci¡ mo»na
doprowadzi¢ do ich poª¡czenia. Rozdzielenie oznacza przej±cie w stan gazowy, a ponowne
poª¡czenie kondensacj¦ powstaªej uprzednio pary rozdzielonej cieczy. Na podstawie do-
±wiadczenia mo»emy wnioskowa¢, »e siªy wewn¦trzne powstaj¡ przy zmianie ksztaªtu i
zmianie obj¦to±ci. Siªy te, a wi¦c i T, zale»¡ od odksztaªcenia i pr¦dko±ci z jak¡ odksztaª-
cenie zachodzi. Z pewno±ci¡ mog¡ te» istnie¢ inne przyczyny wyst¦powania napr¦»enia.
A caªa rozmaito±¢ opisów wªa±ciwo±ci substancji ze ±wiata �zycznego jest ukryta w okre-
±leniu tensora napr¦»enia.

2.8 Równanie energii

Równanie energii jest rezultatem zastosowania pierwszej zasady termodynamiki do poru-
szaj¡cego si¦ o±rodka ci¡gªego. Zasada ta mo»e by¢ wypowiedziana tak: pochodna czasowa
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energii zawartej w ukªadzie jest równa mocy dostarczonej do ukªadu. Energia i moc s¡
wielko±ciami ekstensywnymi. Energi¦ okre±lamy nast¦puj¡co

E =
Z


de =

Z



 
v2

2
+ u

!
dm =

Z



 
v2

2
+ u

!
�d
 (2.44)

Wyra»enie �
�
v2

2
+ u

�
przedstawia g¦sto±¢ energii. Jest to suma zawartej w jednostce ob-

j¦to±ci energii kinetycznej i energii wewn¦trznej. Symbol u oznacza energi¦ wewn¦trzna
wªa±ciw¡. Jest to funkcja stanu termodynamicznego substancji tworz¡cej ukªad.
Okre±lmy sposoby dostarczania mocy do ukªadu. Mo»na j¡ dostarczy¢ wprost do wn¦trza
obszaru lub poprzez kontaktuj¡c¡ si¦ z otoczeniem powierzchni¦. Pierwszy sposób wynika
z ruchu w zewn¦trznym polu siª oraz absorbowania przez o±rodek energii promieniowania.
Trzeba te» uwzgl¦dni¢ wydzielane lub pochªaniane ciepªo. Zapiszemy to nast¦puj¡co

N
 =
Z



h
� ~F � ~v +Q

i
d
 (2.45)

Iloczyn � ~F � ~v przedstawia g¦sto±¢ mocy, b¦d¡cej rezultatem ruchu, a Q to zrealizowana
wewn¡trz g¦sto±¢ mocy wynikaj¡ca z pochªaniania promieniowania, ciepªa wydzielonego
przy przepªywie pr¡du elektrycznego i, je±li zajdzie taka potrzeba, ciepªa dostarczonego
w wyniku zachodz¡cych reakcji chemicznych (lub j¡drowych).
Moc dostarczona przez powierzchni¦ wynika z ruchu o±rodka przy istnieniu siªy powierzch-
niowej oraz mocy dostarczonej przez przewodzenie ciepªa. Moc zwi¡zan¡ z ruchem i siª¡
powierzchniow¡ obliczamy nast¦puj¡co:

N1 =
Z
A

~f � ~vdA =
Z
A
~n � T � ~v dA (2.46)

Przewodzenie ciepªa okre±la wektor - strumie« ciepªa.5 Oznaczymy go symbolem ~q. Wektor
ten de�niuje moc przekazywan¡ przez jednostkow¡ powierzchni¦ w kierunku wersora ~l:

wq = ~l � ~q (2.47)

Je±li okre±lamy moc dostarczon¡ do obszaru, to przy normalnej ~n skierowanej na zewn¡trz
piszemy:

N2 =
Z
A
�~n � ~qdA (2.48)

Moc dostarczona przez powierzchni¦ jest oczywi±cie sum¡ N1 i N2. Zapiszmy to ª¡cz¡c
obydwa wyra»enia:

N =
Z
A
~n � [T � ~v � ~q] dA (2.49)

Mo»emy sformuªowa¢ poszukiwane równanie energii. Zró»niczkujmy zatem energi¦, zasto-
sujmy twierdzenie GGO do caªek powierzchniowych i zamie«my je na caªki obj¦to±ciowe
i przyrównajmy do obliczonej pochodnej. Poniewa» obszar 
 zostaª przyj¦ty w sposób
dowolny, to po \zgubieniu caªek"piszemy:

�
d

dt

 
v2

2
+ u

!
= �~F � ~v + diw(T � ~v � ~q) +Q (2.50)

5Wiadomo z do±wiadczenia, »e przewodzenie ciepªa zachodzi w kierunku spadku temperatury. Kie-
runek tego spadku wskazuje wektor przeciwny do gradientu temperatury. Przewodzenie ciepªa jest wi¦c
okre±lone za pomoc¡ wielko±ci, która ma okre±lony kierunek, zwrot i oczywi±cie warto±¢.
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Wyra»enie T � ~v jest zwykªym wektorem:

T � ~v = ~eiTik~ek � v�~e� = ~eiTikv��k� = ~eiTik(�k�v�) = ~eiTikvk

Skªadowa tego wektora to wyra»enie stoj¡ce przy wersorze ~ei, czyli suma Tikvk. Mo»emy
teraz napisa¢ równanie energii (a raczej jego praw¡ stron¦) w postaci rozwini¦tej.

�
d

dt

 
v2

2
+ u

!
= �Fkvk +

@

@xi
(Tikvk � qi) +Q (2.51)

Równanie energii jest zapisem pierwszej zasady termodynamiki. Wi¡»e zmian¦ energii z
moc¡, która jest dostarczana skutkiem ruchu w obecno±ci siª (powierzchniowych - opisywa-
nych przez istniej¡ce wewn¡trz obszaru napr¦»enie i pola siªowego, w którym ewentualnie
porusza si¦ rozwa»any o±rodek ) jak równie» z moc¡ wynikaj¡c¡ z procesów cieplnych. Pro-
cesy te opisuj¡ dwa czªony: wektor strumie« ciepªa ~q i wyraz Q nazywany ¹ródªowym. Dla
substancji izotropowej wektor strumie« jest proporcjonalny do gradientu temperatury:

~q = ��grad � (2.52)

gdzie � oznacza temperatur¦, a � przewodno±¢ ciepln¡. Wektor grad � jest skierowany w
kierunku maksymalnego wzrostu funkcji �. Znak minus w powy»szym równaniu implikuje
dodatnio±¢ przewodnio±ci, gdy» przekazywanie mocy przez przewodzenie ciepªa odbywa
si¦ w kierunku spadku temperatury.
Wyra»enie Q nie musi mie¢ - w ka»dym przypadku - bezpo±redniej interpretacji termo-
dynamicznej. Wystarczy pami¦ta¢, i» mo»e by¢ rezultatem wchªaniania promieniowania
elektromagnetycznego i, nawet, przekazywania energii niesionej promieniowaniem korpu-
skularnym. Wyraz ten zale»y równie» od mocy wydzielanej lub pochªanianej podczas
zachodz¡cych reakcji.
Korzystaj¡c z równania ruchu mo»emy okre±li¢ pochodn¡ czasow¡ wªa±ciwej energii kine-
tycznej. W tym celu mno»ymy równanie (2.43) skalarnie przez wektor pr¦dko±ci ~v:

�~v
d~v

dt
= �

d

dt

 
v2

2

!
= �~F � ~v + ~v � (r � T)

Rozwijaj¡c operacj¦ ró»niczkowania tensora napr¦»enia i posªuguj¡c si¦ de�nicj¡ iloczynu
skalarnego zapisujemy wynik:

�
d

dt

 
v2

2

!
= �Fkvk + vk

@Tik
@xi

(2.53)

Odejmuj¡c to równanie ( dla energii kinetycznej wªa±ciwej ) od równania energii otrzy-
mamy pochodn¡ czasow¡ energii wewn¦trznej:

�
d

dt
u = Q�

@qi
@xi

+ Tik
@vk
@xi

Dla symetrycznego tensora napr¦»enia, co oznacza, »e Tik = Tki mo»emy napisa¢

Tik
@vk
@xi

=
1
2

 
@vk
@xi

+
@vi
@xk

!
Tik
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Wyra»enie w nawiasie jest tensorem o macierzy 1
2

�
@vk
@xi

+ @vi
@xk

�
= _Dik

�
= _Dki

�
. Tensor ten

oznaczmy _D, a iloczyn wypisany wy»ej mo»na zapisa¢ jako _D � T. Równanie dla energii
wewn¦trznej to

�
d

dt
u = Q�

@qi
@xi

+ _D � T (2.54)

Zauwa»my, »e energia wewn¦trzna zale»y od pola siª ~F po±rednio, poprzez pole pr¦dko-
±ci wyst¦puj¡ce w ostatnim wyrazie równania (2.54). Z kolei procesy cieplne zmieniaj¡
energi¦ kinetyczn¡ jedynie za po±rednictwem parametrów okre±laj¡cych stan termodyna-
miczny, bo zarówno wektor strumie« ciepªa jak czªon ¹ródªowy nie wyst¦puj¡ w równaniu
okre±laj¡cym zmienno±¢ kwadratu pr¦dko±ci.

2.9 Posta¢ bilansowa równa« mechaniki o±rodka ci¡-

gªego

Równanie ci¡gªo±ci (2.30) ma szczególn¡ form¦:

@�

@t
+

@

@x1
(�v1) + :::

@

@x3
(�v3) = 0

Wyst¦puje tu pochodna czasowa i pochodne wzgl¦dem wspóªrz¦dnych skªadowych pola
wektorowego �~v. Mówimy: równanie o takiej postaci ma form¦ diwergentn¡. Okazuje si¦, »e
tak¡ posta¢ mo»na nada¢ równaniom ruchu i energii. W lewej stronie ka»dego z tych rów-
na« wyst¦puje wyra»enie b¦d¡ce iloczynem � i pochodnej substancjalnej pewnej wielko±ci
G, to znaczy �dG

dt
. G jest równe

�
v2

2
+ u

�
dla równania energii lub vi dla i-tej skªadowej

równania ruchu. Pomnó»my równanie ci¡gªo±ci przez G i przeksztaª¢my sum¦:

�
dG

dt
= �

dG

dt
+ 0 =

"
�
@G

@t
+ �vk

@G

@xk

#
+

"
G
@�

@t
+G

@(�vk)
@xk

#
=

@(�G)
@t

+
@

@xk
(�Gvk)

Podstawiamy odpowiednie wyra»enia zamiast G i otrzymujemy:

@(�vi)
@t

+
@

@xk
(�vkvi � Tik) = �Fi (2.55)

dla i-tej skªadowej równania ruchu

@�
�
v2

2
+ u

�
@t

+
@

@xk

"
�vk

 
v2

2
+ u

!
+ qk � viTik

#
= �~F~v +Q (2.56)

dla równania energii. Przy braku siª zewn¦trznych i mocy Q ka»de z równa« ci¡gªo±ci,
trzech równa« ruchu dla trzech skªadowych wektora �~v i równania energii ma nast¦puj¡c¡
posta¢

�
@

@t
fk =

@

@x1
(Bk1) +

@

@x2
(Bk2) +

@

@x3
(Bk3)

U»yte tu elementy macierzy s¡ oczywi±cie znane. Okre±laj¡ je podane wy»ej równania
ci¡gªo±ci, ruchu i energii. Caªkuj¡c ostatnie równanie w obszarze 
� nie zmieniaj¡cym
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si¦ w czasie i oznaczaj¡c brzeg tego obszaru przez A� otrzymamy, po u»yciu twierdzenia
GGO, nast¦puj¡cy zwi¡zek

�
d

dt

Z

�

fk d
 =
I
A�

(Bk1n1 +Bk2n2 +Bk3n3) dA (2.57)

Jest to równanie okre±laj¡ce zmian¦ zawarto±ci w obszarze caªkowania wielko±ci obliczanej
f wywoªan¡ \napªywem\ strumieni ~B � ~n przez jego brzeg. Termin \strumie«\ oznacza
napªywaj¡c¡ mas¦, napªywaj¡ce wraz z ruchomym o±rodkiem skªadowe p¦du lub napªy-
waj¡c¡ energi¦. Interpretacja ta jest powodem utworzenia nazwy \posta¢ bilansowa \
równa«. Posta¢ ta jest u»yteczna w zastosowaniach i bywa wykorzystywana w oblicze-
niach numerycznych.

2.10 Druga zasada termodynamiki

Kierunkowo±¢ procesów zachodz¡cych w ±wiecie ujmuje druga zasada termodynamiki.
Wypowiadamy j¡ nast¦puj¡co: entropia ukªadu izolowanego nie maleje. Entropia jest wiel-
ko±ci¡ ekstensywn¡ i, oczywi±cie, funkcj¡ stanu. Entropia wªa±ciwa - albo g¦sto±¢ entropii
- jest odniesiona do jednostki masy. Zatem entropia ukªadu materialnego zawartego we-
wn¡trz obszaru 
(t) mo»e by¢ zapisana caªk¡:

S =
Z

(t)

� s d
 (2.58)

Zmiany entropii zachodz¡ w wyniku kontaktu ciaªa z otoczeniem i zwi¡zanego z nim prze-
wodzenia ciepªa oraz istnieniem obj¦to±ciowej g¦sto±ci mocy Q i wyst¦puj¡cymi procesami
nieodwracalnymi. Wiemy, »e procesy odwracalne nie prowadz¡ do zmiany entropii i przy
okre±laniu zmian entropii nie musz¡ by¢ uwzgl¦dniane.
Pochodna caªki (2.58 )- po u»yciu wzoru (2.26) i równania ci¡gªo±ci - mo»e by¢ zapisana
nastepuj¡co:

dS

dt
=
Z


�
ds

dt
d
 =

Z


d _S (2.59)

Ró»niczka d _S mo»e by¢ rozumiana jako pochodna czasowa entropii maªego obszaru d

zawieraj¡cego maª¡ mas¦ � d
. Mo»emy zatem napisa¢:

d _S =
Qd

�

+ �� d
 + d _Se (2.60)

W równaniu powy»szym � oznacza temperatur¦,Qd
moc dostarczon¡ w rezultacie istnie-
nia obj¦to±ciowych ¹ródeª ciepªa, � okre±la zawsze nieujemn¡ "pr¦dko±¢ tworzenia entro-
pii"powstaª¡ w wyniku nieodwracalno±ci procesów, a d _Se - ró»niczkow¡ zmian¦ entropii,
wynikaj¡c¡ z kontaktu rozwa»anej \porcji" o±rodka z otoczeniem. Obliczmy t¦ ostatni¡
wielko±¢. Dla maªego obszaru o brzegu A zachodzi

� _Se =
� _Q
�

=
1
�

Z
A
(�~n � ~q) dA =

1
�

Z
�

�r � ~q d


Uwa»amy obszar �
 za tak maªy, i» temperatura � wewn¡trz niego mo»e by¢ uznana za
jednorodn¡. Przewodzony strumie« ciepªa ~q zale»y od pochodnych temperatury i mo»e
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by¢ intensywnie zmienny. Z tego powodu � _Q obliczamy za pomoc¡ caªki powierzchniowej
okre±lonej na brzegu obszaru �
. Gdy �
 zmierza do zera mo»emy zapisa¢6

d _Se = �
1
�
(r � ~q)d


Powró¢my teraz do wzoru (2.59) i podstawmy znane ju» wyra»enia okre±laj¡ce d _S i d _Se.

Z


�
ds

dt
d
 =

Z



Q

�
d
 +

Z


� � d
�

Z



1
�
(r � ~q) d


Przyjmuj¡c obszar 
 jako dowolnie wybrany mo»emy opu±ci¢ caªki. Zróbmy dodatkowo
podstawienie

1
�
(r � ~q) = r �

 
~q

�

!
+
~q � r�

�2

(wynikaj¡ce z reguªy ró»niczkowania zªo»enia funkcji r1
�
= (r � �) d

d�
1
�
)w wyniku którego

otrzymamy:

�
ds

dt
+r �

 
~q

�

!
=

Q

�
+ �� �

~q � r�

�2
(2.61)

Ostatni czªon jest dodatni, bo ~q = ��r � �. W rezultacie mo»emy napisa¢ nierówno±¢
termodynamiczn¡ (Gibbsa - Duhama):

�
ds

dt
�r �

 
�r�

�

!


Q

�
+ �

(r�)2

�2
(2.62)

Nierówno±¢ ta okre±la warunek, który musi speªnia¢ entropia wªa±ciwa s. Warunek ten jest
okre±lony przez przewodzenie ciepªa i g¦sto±¢ obj¦to±ciowych ¹ródeª mocy. Dla najprost-
szej sytuacji, w której przewodzenie ciepªa mo»na zaniedba¢ i brak ¹ródeª mocy dostajemy
po prostu

ds

dt
 0

co oznacza, »e entropia wªa±ciwa poruszaj¡cej si¦ substancji nie maleje. Ten, na pierw-
szy rzut oka trywialny wniosek, ma znaczenie w sytuacji, gdy (po przyj¦ciu uproszcze«)
rozwa»a si¦ ruch gazu z nieci¡gªo±ciami. Okazuje si¦, »e »¡danie nieujemno±ci pochodnej
entropii wªa±ciwej pozwala wyeliminowa¢ pewne - oczywi±cie niedopuszczalne - rozwi¡za-
nia ukªadu uproszczonych równa« ruchu, energii i ci¡gªo±ci.

2.11 Podsumowanie

Zrekapitulujmy przedstawione wyniki. Otrzymalismy równania:

• ci¡gªo±ci - wyra»aj¡ce zasad¦ zachowania masy

• ruchu - wyra»aj¡ce drug¡ zasad¦ dynamiki

• energii - wyra»aj¡ce pierwsz¡ zasad¦ termodynamiki

6U»ywamy twierdzenia o ±redniej:
R


f d
 = f 
: Je±li obszar 
 znika (najdªu»szy zawarty w nim

odcinek znika), to f ! f . W rozwa»anym przypadku obszarem jest znikaj¡cy �
.
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Równanie ruchu jest równaniem wektorowym, co oznacza, »e faktycznie wynikaj¡ z niego
trzy równania skalarne. Wraz z równaniami ci¡gªo±ci i energii peªny ukªad tworzy pi¦¢
równa«. S¡ to równania ró»niczkowe cz¡stkowe. Poszukujemy trzech skªadowych pola
pr¦dko±ci i dwóch parametrów termodynamicznych. Zatem dla ukªadu o dwu stopniach
swobody termodynamicznej 7 mamy dokªadnie tyle równa« ile niewiadomych. Trzeci pa-
rametr termodynamiczny wynika z równania stanu.
Wiemy, »e zachodzi potrzeba okre±lenia tensora napr¦»enia T. Wielko±¢ ta zale»y od ru-
chu i stanu o±rodka. Nie spodziewamy si¦, by napr¦»enie powstaªo w wyniku przesuni¦cia
równolegªego lub (sztywnego) obrotu caªego ciaªa. Napr¦»enie wynika ze szczególnej cechy,
jak¡ maj¡ o±rodki ci¡gªe, a mianowicie z deformowalno±ci. Proces deformacji zachodzi w
czasie, a wi¦c pojawia si¦ równie» pr¦dko±¢ z jaka zachodzi deformacja. Najprostszymi
postulatami okre±laj¡cymi napr¦»enie s¡ zwi¡zki pomi¦dzy nim a deformacj¡ i pr¦dko±ci¡
deformacji.
Trzeba zatem okre±li¢ ilo±ciowe opisy deformacji i pr¦dko±ci deformacji i ustali¢ odpo-
wiednie zale»no±ci. Oczywi±cie, zale»no±ci te b¦d¡ zupeªnie ró»ne dla ciaª staªych i ciaª
takich jak ciecz lub gaz.

7Reguªa faz Gibbsa okre±la ilo±¢ termodynamicznych stopni swobody(niezale»nych zmiennych eksten-
sywnych)= liczba skªadników - liczba faz + 2. Rozwa»amy jeden skªadnik i jedn¡ faz¦.



Rozdziaª 3

Opis ruchu i stanu pªynu

3.1 Pr¦dko±¢ deformacji i

tensor pr¦dko±ci deformacji

Wyprowadzone uprzednio równania ruchu i energii oraz równanie ci¡gªo±ci i nierówno±¢
entropowa obowi¡zuj¡ dla dowolnej substancji rozumianej jako o±rodek ci¡gªy. Za o±rodek
ci¡gªy mo»na uwa»a¢ obserwowane w odpowiedniej skali dowolne ciaªo staªe, ciecz lub gaz
jak równie» plazm¦, gazy tworz¡ce mgªawice (je±li operuje si¦ wymiarami kosmicznymi,
w skali których odlegªo±ci mi¦dzycz¡steczkowe w gazie rozrzedzonym s¡ znikome), zawie-
siny, pary mokre, polimery, grunty i skaªy i wiele innych ciaª. Ró»nice wªa±ciwo±ci tych
ciaª s¡ ogromne. Ró»norodno±¢ tych wªa±ciwo±ci prowadzi do ró»nych okre±le« tensora
napr¦»enia i w nieporównywalnie mniejszym stopniu, ró»nych okre±le« wektora strumie-
nia ciepªa. Równie» szczególne de�nicje energii wewn¦trznej ró»nicuj¡ opisy w pewnym
stopniu. Zatem w pierwszej kolejno±ci nale»y okre±li¢ specy�czny dla danego ciaªa ten-
sor napr¦»enia T. Uwa»a si¦, i» dla ciaª staªych, nazywanych prostymi, tensor ten zale»y
od odksztaªcenia. Natomiast dla pªynów prostych - od pr¦dko±ci, z jak¡ odksztaªcenie
zachodzi.(Zakªadamy, »e czytelnik intuicyjnie wie, co oznacza odksztaªcenie.) Rzeczywi-
ste ciaªa - nie idealizowane - s¡ bardziej zªo»one ni» ciaªa proste. Tensory napr¦»enia (i
niekiedy pr¦dko±ci zmian napr¦»enia) zale»¡ od odksztaªcenia i pr¦dko±ci odksztaªcenia.
Dalej mówimy, i» ciaªo ma wªa±ciwo±ci lokalne, gdy okre±lenie napr¦»enia w ka»dym miej-
scu zale»y od ruchu i stanu (a wi¦c odksztaªcenia i pr¦dko±ci odksztaªcenia) tylko w tym
miejscu. Je±li zachodzi potrzeba u»ycia okre±lenia ruchu i stanu w otoczeniu rozwa»anego
miejsca - to wªa±ciwo±ci ciaªa s¡ nielokalne. Wreszcie, w prostych sytuacjach, zwi¡zek
pomi¦dzy omawianymi wielko±ciami mo»e by¢ wsz¦dzie taki sam ( ciaªo jednorodne) i
niezale»ny od orientacji (ciaªo izotropowe). W przyrodzie wyst¦puj¡ ciaªa niejednorodne i
anizotropowe. Jest te» wiele ciaª, w których omawiana zale»no±¢ zale»y od historii ruchu
lub historii zmiany napr¦»enia.
Wszystkie powy»sze uwagi pokazuj¡ zªo»ono±¢ problemów mechaniki o±rodków ci¡gªych,
co w rezultacie doprowadziªo do wyodr¦bnienia z niej mechaniki ciaª staªych i mechaniki
pªynów. My zajmowa¢ si¦ b¦dziemy mechanik¡ pªynów. Rozpoczniemy od stwierdzenia, i»
w ruchu pªynu pole pr¦dko±ci ró»ni si¦ istotnie od dobrze znanego ruchu ciaªa sztywnego.
Ciaªo sztywne mo»e si¦ przemieszcza¢ i obraca¢. Pªyn mo»e równie» przemieszcza¢ si¦ i
obraca¢, a dodatkowo ulega odksztaªceniu.
Spróbujmy okre±li¢ pr¦dko±¢ zwi¡zan¡ z odksztaªceniem. Wydzielimy ten skªadnik odej-
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muj¡c od caªkowitej pr¦dko±ci pªynu pr¦dko±¢ wyst¦puj¡c¡ w ciele sztywnym.
Dla ciaªa sztywnego mo»emy napisa¢:

~v(t; ~r) = ~v0(t) + ~!(t)� ~r (3.1)

~v0 jest zale»¡c¡ tylko od czasu pr¦dko±ci¡ ciaªa. Mo»e to by¢ pr¦dko±¢ wybranego punktu
ciaªa - na przykªad ±rodka masy. Pr¦dko±¢ ta okre±la zwykªe przesuni¦cie. Aby uzyska¢
drugi skªadnik trzeba znale¹¢ pr¦dko±¢ k¡tow¡ ~!. Czªon zwi¡zany z obrotem zapiszemy
u»ywaj¡c skªadowych iloczynu ~! � ~r:

!2x3 � !3x2; !3x1 � !1x3; !1x2 � !2x1

Obliczmy rotacj¦ tego pola wektorowego. Pierwsz¡ skªadow¡ wyra»amy nast¦puj¡co:

[rot(~! � ~r)]1 =
@

@x2
(!1x2 � !2x1)�

@

@x3
(!3x1 � !1x3) = 2!1

W podobny sposób obliczamy drug¡ i trzeci¡ skªadow¡, sk¡d dostajemy

[rot(~! � ~r)]2 = 2!2

[rot(~! � ~r)]3 = 2!3

Zatem pokazali±my, »e
rot~v = 2 ~! (3.2)

Tym samym dla ciaªa sztywnego mo»na napisa¢

~v = ~v0 +
1
2
rot~v � ~r (3.3)

Rozpatrzmy teraz ruch dwu bliskich punktów materialnych w ciele odksztaªcalnym. Od-
legªo±¢ mi¦dzy nimi jest znikoma, a wi¦c

~v(~r + d~r) = ~v(~r) +
@~v

@x�
dx� + :::

Dla kd~rk ! 0 zaniedbujemy wyrazy wy»szego rz¦du. Wtedy powy»sze równanie dla skªa-
dowych vk(~r) przyjmuje posta¢:

vk(~r + d~r) = vk(~r) +
@vk
@x�

dx�

Zapiszmy to w nieco inny sposób

vk(~r + d~r) = vk + dvk = vk(~r) +
1
2

 
@vk
@x�

+
@v�
@xk

!
d x� +

1
2

 
@vk
@x�

�
@v�
@xk

!
d x� (3.4)

Przyrost pr¦dko±ci dvk wynika z zachodz¡cego odksztaªcenia i obrotu. Aby otrzyma¢ przy-
rost wynikaj¡cy tylko z odksztaªcenia musimy odrzuci¢ to, co odpowiada wyrazowi \ob-
rotowemu" Przyjrzyjmy si¦ równaniu (3.4) - wyraz \obrotowy" to trzeci w prawej stronie
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tego równania. Pierwszy skªadnik, vk(~r) odpowiada wspólnemu ruchowi obydwu rozwa-
»anych punktów. Odksztaªcenie wynika z przyrostu pr¦dko±ci okre±lonego nast¦puj¡co:

(dvk)def =
1
2

 
@vk
@x�

+
@v�
@xk

!
d x� (3.5)

Symbol \def" oznacza deformacj¦, czyli, po prostu, odksztaªcenie. Okre±le« tych b¦dziemy
u»ywa¢ przemiennie. Zapiszmy to samo równanie wektorowo z u»yciem tensora pr¦dko±ci
odksztaªcenia (pr¦dko±ci deformacji):

(d~v)def = _D � d~r (3.6)

Z obydwu powy»szych równa« wynika, »e macierz tensora _D okre±la si¦ nast¦puj¡co

_Dk� =
1
2

 
@vk
@x�

+
@v�
@xk

!
(3.7)

Tensor _D jest symetryczny, bo zamiana k i � powoduje tylko przestawienie skªadników w
prawej stronie.
Podobnie mo»na okre±li¢ tensor odksztaªcenia. Jego macierz otrzymujemy zamieniaj¡c
skªadowe pola pr¦dko±ci na skªadowe pola wektorowego przemieszczenia. Tak otrzymany
tensor okre±la si¦ tylko przy maªym odksztaªceniu rozwa»anego ciaªa.
Du»e odksztaªcenia nie mog¡ by¢ w ten sposób okre±lone, bo trzeba uwzgl¦dni¢ skªadniki
odrzucone w rozwini¦ciu pola przemieszczenia.
Pr¦dko±¢ odksztaªcenia wynika z jego przyrostu w bliskich sobie chwilach, gdy przysrost
czasu d¡»y do zera. Jasne, »e dla krótko trwaj¡cego ruchu przyrost przemieszczenia nie
mo»e by¢ wielki i tym samym maªe odksztaªcenia s¡ wystarczaj¡ce. Mo»na wi¦c ograniczy¢
si¦ do wyrazu liniowego i skªadowe tensora pr¦dko±ci odksztaªcenia s¡ caªkowicie okre±lone
przez zwi¡zki (3.7). Drugi z tensorów wyst¦puj¡cych w równaniu (3.4), czyli tensor _O o
macierzy

_Oik =
1
2

 
@vi
@xk

�
@vk
@xi

!

nazywamy tensorem pr¦dkosci obrotu. Elementarny wektor

d~vrot = _O d~r

okre±la przyczynek pr¦dko±ci wynikaj¡cy z lokalnego obrotu. Oczywi±cie _O i ~! = 1
2
rot~v

mog¡ by¢ ró»ne w ró»nych miejscach. Jest to mo»liwe w wyniku zachodz¡cych odksztaªce«
rozwa»anego ciaªa.

3.2 Pªyn liniowy

Pªyn prosty to taka substancja, w której tensor napr¦»enia jest funkcj¡ tensora pr¦dko±ci
odksztaªcenia:

T = f( _D) (3.8)

Odksztaªcenie pªynu mo»e by¢ dowolne, bo nie zmienia napr¦»enia. Innymi sªowy: pªyn
nie reaguje na odksztaªcenie, które ju» zaistniaªo, ale reaguje na pr¦dko±¢ z jak¡ odksztaª-
cenie zachodzi. Mo»emy st¡d wywnioskowa¢, i» ciaªo pªynne nie ma kon�guracji wªasnej,
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czyli nie ma po prostu wªasnego ksztaªtu.
Funkcja f powinna by¢ dostatecznie regularna. Przypu±¢my, »e mo»na okre±li¢ jej rozwi-
ni¦cie typu szeregu Taylora w otoczeniu zerowego _D. Mo»emy to uczyni¢ wykorzystuj¡c
analogi¦ 1 do zwykªego szeregu w sposób nast¦puj¡cy:

T = T(0)+ liniowa funkcja (jednorodna) _D + funkcja kwadratowa (jednorodna) _D+ :::

Okre±lenie poszczególnych skªadników takiego rozwini¦cia jest zwi¡zane ze zde�niowaniem
tensorowej funkcji tensora. Kilka prostych faktów, zwi¡zanych z tak¡ de�nicj¡, wynika z
rozpatrzenia równania

~b = K � ~a

wi¡»¡cego wektor ~a z wektorem ~b. Tensor K jest zadany. Jest operatorem przeksztaªca-
j¡cym ~a w ~b. Mo»na przyj¡¢, »e dla pewnego ~a = ~a0 wynik przeksztaªcenia, to znaczy
wektor ~b0 jest wspóªliniowy z ~a0:

~b0 = �~a0

czyli
�~a0 = K � ~a0 (3.9)

Wspóªliniowo±¢ jest wªa±ciwo±ci¡ geometryczn¡. Je±li zmienimy ukªad wspóªrz¦dnych, to
zmianom ulegn¡ skªadowe wektora ~a0 i skªadowe tensora K, ale wspóªliniowo±¢ pozostanie.
Zwi¡zki ilo±ciowe wynikaj¡ce z tej wªa±ciwo±ci nie b¦d¡ zale»e¢ od ukªadu wspóªrz¦dnych,
czyli, jak powiadamy, b¦d¡ niezmiennicze. Rozpiszmy równanie wektorowe (3.9)

(K� I � �)~a0 = 0 (3.10)

I oznacza macierz jednostkow¡. Niezerowe rozwi¡zanie wymaga, by wyznacznik gªówny
znikaª - co prowadzi do równania zwanego równaniem charakterystycznym

��3 + I1�
2 � I2�+ I3 = 0

Wspóªczynniki I1; I2; I3 zale»¡ od skªadowych tensora K. W szczególno±ci I1 = K11 +
K22 + K33. Suma tych trzech elementów z gªównej przek¡tnej nazywana jest ±ladem i
oznaczana nast¦puj¡co:

I1 = K11 +K22 +K33 = Tr(K) (3.11)

(Tr to skrót od angielskiego sªowa \trace"= ±lad.) Równanie charakterystyczne wynika ze
wspóªliniowo±ci wektorów ~a0 i ~b0 i jest niezale»ne od ukªadu wspóªrz¦dnych. Wspóªczyn-
niki I1, I2, I3 s¡ niezmienne przy zmianie ukªadu wspóªrz¦dnych. Nazywamy je niezmien-
nikami gªównymi.
Cayley i Hamilton2 udowodnili, »e ka»da macierz (w naszym przypadku macierz tensora)
speªnia swoje równanie charakterystyczne. Mamy wi¦c:

K3 = I1K2 � I2K+ I3I (3.12)

Ka»da pot¦ga tensora mo»e by¢ wyra»ona przez drug¡ i pierwsz¡ pot¦g¦ oraz niezmienniki
tego tensora.
Wró¢my teraz do rozwini¦cia funkcji f . Wyst¡pi¡ w nim tylko dwie pot¦gi tensora _D,

1f(x) = f(0) + f 0(0)x+ 1
2f

00(0)x2
2np. G. Birgho�, S. MacLane: \Przegl¡d algebry wspóªczesnej\ PWN 1960 Warszawa
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pierwsza i druga oraz niezmienniki, bo wszystkie wysokie pot¦gi zostaªy wyra»one przez
ni»sze, na mocy równania (2.12). Dla wielu substancji przy umiarkowanych pr¦dko±ciach
odksztaªcenia wystarczy przybli»y¢ f funkcj¡ liniow¡. Mo»emy zatem napisa¢:

T = T(0) + A � _D+ B � Tr( _D) (3.13)

A i B nie mog¡ zale»e¢ od _D, bo T jest liniow¡ funkcj¡ _D.
Dla substancji izotropowej A musi by¢ wielko±ci¡ skalarn¡. Równie» B ma prost¡ posta¢:
musi by¢ skalarem mno»onym przez tensor jednostkowy. Obydwa skalary s¡ niezale»ne od
_D. Napiszmy zgodnie z tradycj¡

T = T(0) + 2� _D+ (�0 �
2
3
�)Tr( _D) � I (3.14)

Wspóªczynniki � i �0 nazywamy lepko±ci¡ i drug¡ lepko±ci¡. Niektórzy dodaj¡ \dyna-
miczn¡". Pozostaje okre±li¢ T(0). Dla _D = 0 Tj0 = T(0). Jest tak - w szczególno±ci - dla
bezruchu. Wtedy ~v = 0 i pochodne pr¦dko±ci s¡ równe zeru.
W sytuacji gdy nie ma ruchu obowi¡zuje empiryczne prawo Pascala de�niuj¡ce wektor
siªy powierzchniowej przez ci±nienie termodynamiczne p:

~f = �~n � p

z de�nicji wektora ~f wynika te»
~f = �~n � T

Zachodzi wi¦c równo±¢:
T(0) = �p � I (3.15)

Przypomnijmy jeszcze, »e

_Dk� =
1
2

 
@vk
@x�

+
@v�
@xk

!

i, wobec tego

Tr( _D) = _D11 + _D22 + _D33 =
@v1
@x1

+ :::+
@v3
@x3

= diw~v (3.16)

Korzystaj¡c z powy»szych informacji zapiszmy wyra»enie na tensor napr¦»enia

T = �Ip+ 2� _D+ I(�0 �
2
3
�)diw~v (3.17)

Zapiszmy to dla skªadowych

Tk� = �p�k� + �

 
@vk
@x�

+
@v�
@xk

!
+ �k�(�0 �

2
3
�)diw~v (3.18)

Tensor ten jest symetryczny. Pierwszy ze skªadników nazywamy ci±nieniowym, drugi zwi¡-
zany jest z pr¦dko±ci¡ odksztaªcenia, a trzeci ze zmian¡ obj¦to±ci. Rzeczywi±cie, na mocy
równania ci¡gªo±ci zachodzi zwi¡zek

diw~v = �
1
�

d�

dt

Zmiana masy wªa±ciwej jest zwi¡zana ze zmian¡ obj¦to±ci wªa±ciwej, a wi¦c i obj¦to±ci
pªynu. Z tego powodu dla pªynu o staªej masie wªa±ciwej (staªej g¦sto±ci) ostatni wyraz
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znika.
Lepko±¢ i druga lepko±¢ zale»¡ od temperatury. Dla gazów - w niewielkim stopniu - zale»¡
równie» od ci±nienia. Przy umiarkowanych zmianach temperatury przyjmuje si¦ staªo±¢
obydwu parametrów, co istotnie uprasza równania. (Rozwa»my pochodn¡ Tk� wzgl¦dem
wspóªrz¦dnych wtedy gdy lepko±ci zale»¡ od temperatury. W pochodnej takiej trzeba
obliczy¢ @�

@xi
. Ale lepko±¢ zale»y od poªo»enia za po±rednictwem temperatury, a wi¦c jest

tak:
@�

@xi
=

d�

d�

@�

@xi
:

Zatem w wyra»eniu okre±laj¡cym pochodn¡ Tk� wzgl¦dem xi pojawi si¦ mi¦dzy innymi
iloczyn

d�

d�

@�

@xi

 
@vk
@x�

+
@v�
@xk

!

Równanie stanie si¦ zªo»one i nieprzejrzyste. Gdy � � const to d�
d�

= 0 i otrzymamy
zapis istotnie prostszy.)

Równanie (3.15) okre±la napr¦»enia dla pªynu liniowego. Pªyn taki nazywamy pªynem
Newtona lub newtonowskim. Jest to analogon ciaªa liniowo spr¦»ystego podlegaj¡cego
prawu Hooke'a.
Dla wielu problemów przybli»enie liniowe (3.18) jest wystarczaj¡ce. Lepsze przybli»enie
uzyskuje si¦ uzale»niaj¡c lepko±ci od niezmienników tensora pr¦dko±ci odksztaªcenia (i
oczywi±cie temperatury). W skrajnie zªo»onych sytuacjach (»ele, polimery) trzeba po-
sªu»y¢ si¦ okre±leniem T w postaci funkcji kwadratowej (dwuliniowej) tensora pr¦dko±ci
odksztaªcenia. Inn¡ istotn¡ komplikacj¡ jest konieczno±¢ u»ycia tak zwanego tensora ob-
rotu wªasnego. Tensor taki pojawia si¦ w opisie pªynu mikropolarnego. To pªyn utworzony
ze zwi¡zku chemicznego zbudowanego z cz¡steczek istotnie niesymetrycznych elektrycznie.
Opisujemy jego ruch przez pr¦dko±¢ i dodatkowo przez tak zwany spin, b¦d¡cy wektorem
wªasnej, mikroskopowej pr¦dko±ci k¡towej. (odwoªanie do literatury A. Kucaba - Pi¦tal i
Grzegorza �ukaszewicza)

3.3 Równanie Naviera - Stokesa

Równanie ruchu pªynu liniowego lepkiego (pªynu Newtona) nazywa si¦ równaniem Naviera
- Stokesa. Aby je napisa¢ wykorzystamy okre±lenie (3.18) skªadowych tensora Tk� oraz
równanie (2.43) wraz z de�nicj¡ skªadowych wektora diwT:

(diwT)k =
@T�k
@x�

=
@Tk�
@x�

bo oczywi±cie Tk� = T�k. Obliczaj¡c diwergencj¦ T trzeba zró»niczkowa¢ kolejno kilka
wyrazów. Pierwszy z nich to

@

@x�
(p��k) = ��k

@p

@x�
=

@p

@x1
�1k +

@p

@x2
�2k +

@p

@x3
�3k

��k dla � 6= k jest zerem. Z trzech skªadników pozostanie ten, dla którego pierwszy indeks
delty ma warto±¢ tak¡ jak drugi, czyli jest równy k:

@

@x�
(p��k) = ::: =

@p

@xk
(3.19)
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Kolejny wyraz (przy staªym � ) to

@

@x�
�
@vk
@x�

= �

 
@

@x�

@

@x�

!
vk = �

 
@2vk
@x21

+
@2vk
@x22

+
@2vk
@x23

!

Suma trzech pochodnych drugiego rz¦du wzgl¦dem wspóªrz¦dnych nazywa si¦ laplasja-
nem. Oznacza si¦ go znakiem trójk¡ta "delta", czyli �

� =
@2

@x21
+

@2

@x22
+

@2

@x23
(3.20)

Wobec tego wyraz wyst¦puj¡cy przy � mo»na zapisa¢ po prostu tak:

@

@x�

 
�
@vk
@x�

!
= ��vk (3.21)

Teraz przeksztaªcimy czªon (� jest, jak poprzednio, staªe):

@

@x�
�
@v�
@xk

= �

 
@

@xk

@

@x�

!
v� = �

@

@xk

 
@v�
@x�

!
;

bo kolejno±¢ ró»niczkowania w drugiej pochodnej mo»na zamieni¢. Zauwa»my, »e indeks
� powtarza si¦, zatem mo»emy zapisa¢

@v�
@x�

=
@v1
@x1

+
@v2
@x2

+
@v3
@x3

= diw~v

Mamy wi¦c

@

@x�

 
�
@v�
@xk

!
= �

@

@xk
(diw~v) (3.22)

Ostatni wyraz przeksztaªcamy tak jak pierwszy:

@

@x�

�
��k

�
�0 �

2
3
�
�
diw~v

�
= ::: =

�
�0 �

2
3
�
�

@

@xk
(diw~v) (3.23)

Nast¦pnie dodajemy do siebie wyrazy okre±lone przez (3.19), (3.21), (3.23). Zapiszmy
otrzymane równanie dla k-tej skªadowej (k = 1; 2; 3)

�
dvk
dt

= �Fk �
@p

@xk
+ ��vk +

�
�

3
+ �0

�
@

@xk
(diw~v) (3.24)

Musimy pami¦ta¢ o de�nicji pochodnej substancjalnej pr¦dko±ci. Przypomnijmy, »e okre-
±la j¡ wyra»nie

dvk
dt

=
@vk
@t

+ vi
@vk
@xi

Równanie (3.24) jest równaniem ruchu. Mo»emy je te» przedstawi¢ w postaci wektorowej:

�

 
@~v

@t
+ vi

@~v

@xi

!
= �~F � grad p+ ��~v +

�
�

3
+ �0

�
grad (diw~v) (3.25)
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To samo równanie dla i-tej skªadowej w zapisie indeksowym jest nast¦puj¡ce (dla
wyrobienia wprawy czytelnika zamienili±my oznaczenia indeksów):

�

 
@vi
@t

+ vk
@vi
@xk

!
= �Fi �

dp

dxi
+ �

@2

@xk@xk
vi +

�
�

3
+ �0

�
@

@xi
(
@vk
@xk

) (3.26)

Jak ka»de równanie ruchu wi¡»e ono przy±pieszenie ( w sensie pola przy±pieszenia) z
polem siª zewn¦trznych, polem siª ci±nieniowych i siªami wynikaj¡cymi z lepko±ci (s¡ to
specy�czne, wªa±ciwe dla pªynu siªy tarcia).
Podkre±lamy, i» dla lepko±ci zale»¡cej od temperatury równanie niezmiernie si¦ kompli-
kuje. Nie warto wypisywa¢ go w postaci jawnej, lecz lepiej pozostawi¢ je w formie wyra-
»onej równaniem (2.43) z doª¡czon¡ de�nicj¡ tensora T (lub jego macierzy T�k).
Równanie (3.25)(lub (3.24)) nazywa si¦ równaniem Naviera - Stokesa. Nale»y do nieli-
niowych (wyraz vi @~v@xi nie jest liniowy) równa« ró»niczkowych cz¡stkowych. Zawiera trzy
pola : wektorowe pole pr¦dko±ci i dwa pola skalarne: ci±nienia i masy wªa±ciwej. To pi¦¢
niewiadomych, a mianowicie - trzy skªadowe pr¦dko±ci i dwie wielko±ci termodynamiczne.
Trzeba doª¡czy¢ zatem kolejne równania. B¦d¡ nimi równanie ci¡gªo±ci, równanie energii
i okre±lenie energii wewn¦trznej oraz wektora - strumienia ciepªa ~q. Otrzymamy w efekcie
zªo»ony, nieliniowy ukªad pi¦ciu równa« ró»niczkowych cz¡stkowych nieliniowych. Rz¡d
tego ukªadu jest wysoki. Mamy cztery równania rz¦du drugiego i równanie rz¦du pierw-
szego. Problem jest wi¦c dziewi¡tego rz¦du.
Istotne uproszczenie mo»na uzyska¢ zakªadaj¡c staªo±¢ masy wªa±ciwej �. W takiej sy-
tuacji diw~v = 0, co powoduje zmniejszenie ilo±ci niewiadomych. W równaniu ruchu wy-
st¦puj¡ tylko cztery niewiadome: ci±nienie i trzy skªadowe pola pr¦dko±ci. Zauwa»my, »e
równanie ci¡gªo±ci zawiera tylko pole pr¦dko±ci, zatem mamy zamkni¦ty ukªad równa«
utworzony przez cztery równania:

diw~v = 0

@~v
@t
+ vi

@~v
@xi

= ~F � 1
�
grad p+

�
�
�

�
�~v

(3.27)

Pomimo wzgl¦dnej prostoty ukªad ten nastr¦cza wiele trudno±ci. Aby uzyska¢ rozwi¡-
zanie trzeba zde�niowa¢ pole pr¦dko±ci w caªym obszarze ruchu w chwili pocz¡tkowej i
poda¢ pr¦dko±¢ na brzegu obszaru w caªym czasie pó¹niejszym. Innymi sªowy: zadajemy
warunek pocz¡tkowy i warunek brzegowy. Warunki te formuªuje si¦ dla pola pr¦dko±ci.
Pocz¡tkowe pole musi speªnia¢ równanie ci¡gªo±ci, a pr¦dko±¢ brzegowa (wyst¦puj¡ca w
warunku brzegowym) musi dawa¢ zbilansowan¡ mas¦, bo oczywi±cie obowi¡zuje zasada
jej zachowania.
Otó» do dzi± nie wiadomo, czy tak sformuªowane zadanie ma rozwi¡zanie klasyczne (ró»-
niczkowalne w zwykªy sposób) dla dowolnie du»ych czasów przy poprawnie sformuªowa-
nych, ale dowolnych warunkach granicznych ( warunkach brzegowych i pocz¡tkowych).
Wiadomo tylko, »e rozwi¡zanie takie istnieje tylko dla krótkich czasów (tu» po pocz¡tku
ruchu) je±li ruch jest szybki i trójwymiarowy. Mo»na natomiast dowie±¢ istnienia rozwi¡-
zania klasycznego, gdy pola zale»¡ od dwu zmiennych przestrzennych (albo, tym bardziej
od jednej), jak równie» wtedy, gdy ruch jest powolny lub nie zale»y jawnie od czasu.
Ale przecie» wszystkie zjawiska �zyczne zale»¡ od czasu i trzech zmiennych okre±laj¡-
cych poªo»enie. Zatem nie znamy dowodu istnienia klasycznego rozwi¡zania realistycznie
opisuj¡cego rzeczywisto±¢ �zyczn¡. Ponadto, je±li ukªad równa« ma opisywa¢ zjawisko �-
zyczne, to rozwi¡zanie - je±li istnieje - powinno by¢ jedynym. Okazuje si¦, i» uproszczony
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ukªad równa« (3.27) mo»e mie¢ wi¦cej ni» jedno rozwi¡zanie. Jest tak, gdy zaªo»ymy dla
uproszczenia, »e ruch nie zale»y jawnie od czasu.
Je±li pole pr¦dko±ci (i pole ci±nienia) nie zale»y od t w sposób bezpo±redni, to @~v=@t = 0
i dostajemy równanie

vi
@~v

@xi
= ~F �

1
�
grad p+

 
�

�

!
�~v

zamiast równania ruchu uprzednio przedstawionego (3.27). Równanie to mo»e mie¢ wiele
rozwi¡za«. Musimy wybra¢ wªa±ciwe. Wybór taki mo»e by¢ dokonany przy u»yciu kry-
teriów nie zwi¡zanych z samym równaniem. Ka»de z nich wynika z przyj¦cia dodatko-
wego zaªo»enia. Wybieraj¡c je kierujemy si¦ zgodno±ci¡ wyniku z do±wiadczeniem. Je±li
zgodno±¢ taka zaistnieje, to mo»na spodziewa¢ si¦ zbli»onej zgodno±ci w innym niewiele
ró»ni¡cym si¦ problemie. Ostatnim wymogiem nakªadanym na poprawnie sformuªowane
zadanie rachunkowe jest - jak powiadamy - ci¡gªa zale»no±¢ rozwi¡zania od danych. Je±li
niewiele zmieni¡ si¦ dane (parametry okre±laj¡ce pªyn, warunki formuªowane dodatkowo -
czyli warunek pocz¡tkowy i warunek brzegowy), a rozwi¡zanie zale»y w sposób ci¡gªy od
danych, to ulega tylko niewielkiej zmianie. W przeciwnym wypadku rozwi¡zanie nie ma
sensu: wiele danych jest wynikiem pomiaru, zawsze prowadzonego ze sko«czon¡ dokªadno-
±ci¡. Zatem, je±li maªa zmiana danych (na przykªad w obr¦bie bª¦du pomiaru) powoduje
istotn¡ zmian¦ rozwi¡zania, to problem nie jest dobrze sformuªowany w sensie mate-
matycznym. Je±li stosuje si¦ obliczenia numeryczne - zawsze prowadzone ze sko«czon¡
dokªadno±ci¡ - to przypadkowe bª¦dy zaokr¡gle« wprowadzaj¡ niekontrolowane zmiany
rozwi¡zania. Przy braku ci¡gªej zale»no±ci od danych mo»e pojawi¢ si¦ znieksztaªcenie
rozwi¡zania. Problemu zaokr¡gle« nie mo»na wyeliminowa¢ równie» dlatego, »e liczby
niewymierne i przest¦pne nie mog¡ by¢ wyra»one w sko«czonej reprezentacji cyfrowej.
Mo»liwo±¢ znieksztaªcenia rozwi¡zania w wyniku zaokr¡gle« narzuca istotne restrykcje
na metody numeryczne aplikowane do zagadnie« mechaniki pªynów.
Jednocze±nie wiadomo, »e w ogromnej wi¦kszo±ci ruchów pªynu nawet znikome zaburzenie
pochodz¡ce z zewn¡trz mo»e zmieni¢ obraz przepªywu. Pojawiaj¡ce si¦ zmiany nie znikaj¡.
Mog¡ pojawi¢ si¦ kolejne zaburzenia mody�kuj¡ce ruch. Zmiany te nie maj¡ znacznych
amplitud, natomiast ich przebieg czasowy jest bardzo zªo»ony. Ruch o takich cechach
pojawia si¦ wtedy, gdy wyst¦puje niestateczno±¢ hydrodynamiczna. Pojawia si¦ istotny
problem: czy niestateczno±¢ hydrodynamiczna - b¦d¡ca cech¡ wielu ruchów - mo»e by¢ od-
dzielona od ewentualnej niestateczno±ci obliczeniowej nie prowadz¡cej do katastrofalnej
zmiany rozwi¡za«? (Problem ten jest nadzwyczaj zªo»ony i sprowadza si¦ do rozstrzy-
gni¦cia pytania o ró»nice pomi¦dzy turbulencj¡ i tzw. turbulencj¡ numeryczn¡. ) Badanie
rozwi¡za« równa« mechaniki pªynów jest, jak powiedziano, wyj¡tkowo skomplikowane i,
jak dot¡d, na pytanie o istnieniu rozwi¡zania, o jego jednoznaczno±¢ i o ci¡gª¡ zale»no±¢
od danych, - w ogólno±ci - nie potra�my udzieli¢ odpowiedzi.
Podane równania mo»na rozwi¡zywa¢ metodami numerycznymi. Zªo»ono±¢ wielu zagad-
nie« wymaga komputerów o wielkiej mocy obliczeniowej. Ocenia si¦, i» wyznaczenie ruchu
gazu wokóª samolotu wymaga przetworzenia � 1020 liczb. To wiele, nawet dla najlepszych
komputerów.
Wyj±ciem jest u»ywanie opisów uproszczonych. Uproszczenia mog¡ wynika¢ z zaªo»e« do-
tycz¡cych kinematyki ruchu b¡d¹ z zaªo»e« upraszczaj¡cych wªa±ciwo±ci pªynu.
Mo»emy na przykªad zakªada¢, i» ruch nie zale»y od czasu, nie zale»y od pewnych zmien-
nych przestrzennych czy te» jest osiowosymetryczny. Mo»emy zakªada¢, »e lepko±¢ nie
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odgrywaja wa»nej roli jak równie» postulowa¢ staªo±¢ masy wªa±ciwej, co jak ju» wiemy
jest równowa»ne pomini¦ciu ±ci±liwo±ci. Zaªo»enia ostatniego rodzaju - dotycz¡ce cech �-
zycznych pªynu - mog¡ dotyczy¢ cz¦±ci obszaru ruchu. W pozostaªych cz¦±ciach traktuje
si¦ pªyn jako lepki albo ±ci±liwy czy te» lepki i ±ci±liwy. Problemy zwi¡zane z odr¦bnymi
zaªo»eniami i poª¡czenia rozwi¡za« opisuj¡cych ruchy ró»nych w istocie pªynów na ogóª
nie sprawiaj¡ trudno±ci, bo podobszary, w których czynimy ró»ne zaªo»enia s¡ z reguªy
dobrze okre±lone geometrycznie. Dobrym przykªadem rozdzielenia zªo»onego zagadnienia
jest problem szybkiego opªywu bryªy. W bezpo±rednim otoczeniu jej powierzchni trzeba
uwzgl¦dni¢ lepko±¢, albowiem zwi¡zane z jej istnieniem tarcie wewn¡trz pªynu powoduje
dyssypacj¦ energii mechanicznej i powstawanie oporu. Daleko od opªywanej powierzchni
- okre±lenie "daleko"dotyczy skali zjawisk wywoªanych lepko±ci¡ - dyssypacja maleje i
mo»na pomin¡¢ lepko±¢. Okazuje si¦, »e te dwa sprz¦»one ze sob¡ problemy s¡ ª¡cznie
prostsze, ni» wyj±ciowe zadanie wyznaczenia globalnego pola pr¦dko±ci.

3.4 Równanie energii

Pozostaje dostosowa¢ ogólne równanie energii (2.50) do tensora napr¦»¦nia wªa±ciwego
dla pªynu Newtona i wykorzysta¢ de�nicj¦ wektora strumienia ciepªa. Skªadowe tensora
okre±laj¡ równanie (3.18), a wektor ~q ma skªadowe qi = � @�

@xi
, a pochodne wyra»amy w

sposób nast¦puj¡cy:

�
@qi
@xi

=
@

@xi
�
@�

@xi

Przy staªej warto±ci przewodno±ci cieplnej � dostaniemy

�
@qi
@xi

= �(
@

@xi

@

@xi
)� = ���

Rozwini¦cie wyra»enia zawieraj¡cego tensor napr¦»enia jest trudniejsze. Do operacji

@

@xi
(Tikvk)

trzeba podstawi¢ skªadowe tensora T okre±lone równaniami (3.18). Pojawiaj¡ si¦ trzy
skªadniki. Pierwszy - ci±nieniowy - jest nast¦puj¡cy:

@

@xi
(�p�ikvk) = �

@

@xi
(pvi) = �div(p~v)

Faktycznie tak jest, gdy» �ikvk = �i1v1 + �i2v2 + �i3v3. Rachunek tego rodzaju przepro-
wadzali±my w paragra�e (1:7). Powtarzaj¡c go otrzymujemy �ikvk = vi. Drugi skªadnik
przeksztaªcamy wykorzystuj¡c to»samo±¢

2 _D � ~v = grad v2 � ~v � rot~v (3.28)

Aby wykaza¢ jej prawdziwo±¢ dokonujemy mno»enia dla pierwszej skªadowej obydwu
stron. Lewa strona to

@vi
@xk

+
@vk
@xivi

�����
k=1

= v1
@v1
@x1

+ v2
@v2
@x1

+ v3
@v3
@x1

+ v1
@v1
@x1

+ v2
@v1
@x2

+ v3
@v1
@x3
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Po prawej stronie jest:

(grad v2 � ~v � rot~v)
���
1
= 2v1

@v1
@x1

+2v2
@v2
@x1

+2v3
@v3
@x1

�

(
v2(

@v2
@x1

�
@v1
@x2

)� v3(
@v1
@x3

�
@v3
@x1

)

)

Redukujemy cztery wyrazy i stwierdzamy równo±¢ obydwu wyra»e«. Wobec tego drugi
wyraz obliczanego czªonu jest nast¦puj¡cy

@

@xi

 
�

 
@vi
@xk

+
@vk
@xi

!
vi

!
= � diw(grad v2 � ~v � rot~v)

Trzeci wyraz nie nastr¦cza trudno±ci:

@

@xi

�
vk(�0 �

2
3
�)�ki diw(~v diw~v)

�

Mo»emy teraz napisa¢ równanie energii:

�
d

dt
(
v2

2
+u) = �~F �~v�diw( p~v)+diw

�
� grad v2 � �~v � rot~v + (�0 �

2
3
�)~v diw~v

�
+��Q+Q

(3.29)
Równanie to okre±la zmian¦ energii jednostki masy pªynu (tzn. wielko±ci v2=2+u) wynika-
j¡cej z rozwijanej mocy siª zewn¦trznych, mocy siª zewn¦trznych, mocy siª cisnieniowych,
mocy wynikaj¡cej z istnienia lepko±ci, przewodzenia ciepªa i jego ¹ródeª znajduj¡cych si¦
w obr¦bie pªynu.
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Równowaga hydrostatyczna

Najprostsze zastosowanie równa« ruchu pªynu dotyczy statyki, to znaczy sytuacji niewy-
st¦powania pola pr¦dko±ci. Brak ruchu oznacza brak przyspieszenia i brak siª wynikaj¡cych
z istnienia lepko±ci. Upraszczamy równanie (3.24) podstawiaj¡c ~v = 0. Pozostaje w nim
ci±nienie p, g¦sto±¢ � i zadane, zewn¦trzne pole siª ~F , czyli:

�~F = grad p (4.1)

Je±li równanie to nie jest speªnione, to oczywi±cie zachodzi ruch. Dla przypadku statycz-
nego, przy zadanej sile masowej, wyznaczamy pole ci±nienie i pole masy wªa±ciwej. Je±li
zaªo»ymy nie±ci±liwo±¢ (mo»na tak uczyni¢ przy dostatecznie maªych zmianach ci±nie-
nia dla wi¦kszo±ci cieczy), to jedyn¡ niewiadom¡ pozostanie ci±nienie p. G¦sto±¢ � jest
staªa i oznaczymy j¡ symbolem �0.Mo»na wprowadzi¢ t¦ - staª¡ - wielko±¢ pod symbol
ró»niczkowania:

~F = grad

 
p

�0

!
(4.2)

Prawa strona tego równania jest gradientem. W lewej wyst¦puje pole siª ~F . Jego skªadowe
s¡ pochodnymi cz¡stkowymi pewnego skalara. Skalar ten nazywamy potencjaªem pola.
Zachodz¡ zwi¡zki:

Fk =
@�

@xk
Nie ka»de pole wektorowe mo»na w tak prosty sposób okre±li¢. Je±li dwukrotnie zró»nicz-
kujemy � i przyrównamy pochodne z zamienion¡ kolejno±ci¡ ró»niczkowania, to otrzy-
mamy

@2�

@xi@xk
=

@

@xi
(Fk) =

@

@xk
(Fi) =

@2�

@xk@xi
Widzimy, »e skªadowe pola siªowego musz¡ speªnia¢ trzy równania:

@Fk

@xi
�
@Fi

@xk
= 0 (4.3)

Oczywi±cie indeksy i,k zmieniaj¡ si¦ od 1 do 3. Mo»emy równo±¢ (??) przedstawi¢ w
zapisie wektorowym jako

rot ~F = 0 (4.4)

Wniosek o znikaniu rotacji pola ~F wynika z »¡dania, by istniaª potencjaª �. U»ywaj¡c
potencjaªu pola siªowego mo»emy zapisa¢ równanie równowagi w postaci gradientu ró»nicy
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tego potencjaªu i ilorazu ci±nienia i masy wªa±ciwej. Poniewa» gradient tej ró»nicy jest
zerem, to:

p

�
= �+ const (4.5)

Utwórzmy teraz form¦:
Fidxi = F1dx1 + F2dx2 + F3dx3

Poniewa» obowi¡zuj¡ równania (??), to powy»sze wyra»enie jest ró»niczk¡ pewnej funkcji
�

Fidxi = d�

Wynik caªkowania tej formy ró»niczkowej nie zale»y od linii, wzdªu» której prowadzimy
caªkowanie.
W przypadku zmiennej g¦sto±ci sytuacja jest trudniejsza: mamy dwa niewiadome pola
skalarne - ci±nienia i masy wªa±ciwej. Pola te s¡ powi¡zane równaniem stanu zawiera-
j¡cym dodatkowo temperatur¦. Okazuje si¦, »e mimo tych komplikacji mo»na otrzyma¢
warunek konieczny i wystarczaj¡cy równowagi 1 Mo»e to by¢ jednak równowaga nietrwaªa,
czyli taka, które przestaje istnie¢ przy pojawieniu si¦ nawet dowolnie sªabego zaburzenia.
Taka równowaga nie ma znaczenia �zycznego. Oprócz równowagi nietrwaªej i trwaªej (w
przypadku równowagi trwaªej pojawiaj¡ce si¦ zaburzenie samoistnie zanika) rozwa»a si¦
jeszcze równowag¦ oboj¦tn¡, w której wprowadzone zaburzenie pozostaje niezmienione.
Dobrym ideogramem tych trzech form równowagi jest schemat kulki w polu ci¡»enia:

(a) (b) (c)

Rysunek 4.1.

(a) Równowaga trwaªa.

(b) Równowaga oboj¦tna

(c) Równowaga nietrwaªa

W ka»dym z pokazanych na rysunku przypadków rozwa»amy zaburzenia ograniczone.
Mo»na bowiem sobie wyobrazi¢, »e np. za wzniesieniem wyst¦puje gª¦bokie zagª¦bienie
odpowiadaj¡ce równowadze trwaªej - ale ju» w innej kon�guracji.
Przenie±my przedstawion¡ ide¦ na przypadek równowagi hydrostatycznej. Wyznaczymy
warunek istnienia równowagi oboj¦tnej i, nast¦pnie, warunek trwaªo±ci równowagi. Oczy-
wi±cie, rozwa»amy równowag¦ wzgl¦dem maªych zaburze«.
Wyobra¹my sobie, »e przy równowadze oboj¦tnej przesuni¦to dwie porcje pªynu zamie-
niaj¡c ich poªo»enia. Nie zmieni to równowagi. Je±li ponowimy zamian¦ powracaj¡c do

1Je±li napiszemy równania @(�Fk)
@xi

� @(�Fi)
@xk

= 0 i obliczymy pochodne iloczynów, a nast¦pnie pomno-

»ymy otrzymane zwi¡zki przez Fj (j 6= i; j 6= k; i = k nie jest interesuj¡ce) to otrzymamy warunek

konieczny równowagi: ~F � rot ~F = 0. Jest to zarazam warunek dostateczny czyli caªkowalno±ci formy
�Fkdxk = d�, czyli istnienia równowagi hydrostatycznej. Patrz - np. \Równania ró»niczkowe\ W. W.
Stiepanow, PWN, Warszawa 1956
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poªo»enia pierwotnego - ale by¢ mo»e inn¡ drog¡ - to stwierdzimy, »e nie zaszªy jakiekol-
wiek zmiany i równowaga oboj¦tna trwa nadal. Zawarty w obydwu porcjach pªyn podlegaª
podczas przemieszcze« przemianom termodynamicznym. Poniewa» powrót do poªo»enia
wyj±ciowego nie zmieniª stanu termodynamicznego, to zachodz¡ce przemiany byªy odwra-
calne. Odwracalno±¢ oznacza staªo±¢ entropii ka»dej dowolnej porcji pªynu - a wi¦c staªo±¢
entropii wªa±ciwej.2 Otrzymali±my pierwszy warunek konieczny wyst¦powania równowagi
oboj¦tnej: w pªynie entropia wªa±ciwa jest wsz¦dzie taka sama, czyli, w skrócie, jedno-
rodna.
Wykorzystamy teraz równanie Gibbsa: Tds = di� 1

�
dp by znale¹¢ dogodn¡ posta¢ rów-

nania równowagi. Poniewa» entropia jest staªa, wi¦c mo»na napisa¢:

0 = di�
1
�
dpjs=const

co w postaci równowa»nej jest zwi¡zkiem pomi¦dzy gradientami

1
�
grad pjs = grad ijs (4.6)

Symbol i oznacza entalpi¦ wªa±ciw¡

i = u+
p

�
= cv� +

p

�
= cp� (4.7)

Równanie równowagi mo»e by¢ teraz przepisane nast¦puj¡co (??) napiszemy

~F = grad i

co implikuje drug¡ cz¦±¢ warunku koniecznego istnienia równowagi:

rot ~F = 0

Dowód, i» s = const jest wraz ze znikaniem rotacji pola siªowego warunkiem dostatecznym
pozostawiamy zainteresowanym.
W efekcie przeprowadzonych rozwa»a« otrzymali±my zwi¡zek:

i = const+ � (4.8)

równowa»ny wyra»eniu okre±laj¡cemu temperatur¦:

� = �0 +
�

cp
(4.9)

Staª¡ caªkowania nazwali±my �0. Jest to temperatura w miejscu zerowej warto±ci poten-
cjaªu �. (Funkcja � jest okre±lona z dokªadno±ci¡ do staªej addytywnej. Mo»na przyj¡¢, »e
ma zerow¡ warto±¢ w \dogodnym\ miejscu.) Przypomnijmy jeszce, »e cp = k

k�1
R, kcv = cp

a k jest wykªadnikiem izentropy. Staªa gazowa indywidualna R wi¡»e si¦ z uniwersaln¡
staª¡ gazow¡ B (B = 8315 J

kmol�K
) wzorem R B

�
, a � jest mas¡ kilomola. Przypadek staªo±ci

2entropia jest wielko±ci¡ ekstensywn¡, dla dowolnego ciaªa wyra»amy j¡ caªk¡ z entropii wªa±ciwej.
Stosujemy znany lemat o gubieniu caªek.
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� okre±lony równaniem (??) wynika oczywi±cie z warunku ogólniejszego, wa»nego dla do-
wolnej g¦sto±ci. Otó» - podstawiaj¡c do równania Gibbsa wyra»enie okre±laj¡ce entalpi¦
i otrzymamy

0 = du + pd

 
1
�

!

Poniewa» � = �0 = const, to u = const i dalej i = p
�
+ const, co po podstawieniu do

równania okre±laj¡cego entalpi¦ poprzez potencjaª pola siªowego sprowadza je do przy-
padku omawianego na wst¦pie. Jak wida¢, dla równowagi pªynu o staªej masie wªa±ciwej
konieczna jest jednorodno±¢ entropii s, co uprzednio, przy zaªo»eniu staªej g¦sto±ci pªynu,
byªo pomini¦te. Dysponuj¡c znanymi zwi¡zkami pomi¦dzy parametrami termodynamicz-
nymi obowi¡zuj¡cymi dla staªej entropii i równaniem (??)mo»emy napisa¢

p = p0

 
1 +

�

cp�0

! k
k�1

(4.10)

� = �0

 
1 +

�

cp�0

! k
k�1

(4.11)

Pierwszy z tych wzorów mo»e by¢ u»yty do okre±lenia zmian ci±nienia w atmosferze dla
raczej niewielkich zmian wysoko±ci przy równowadze oboj¦tnej i temperaturze opisanej
równaniem (??). Nie uwzgl¦dnili±my bowiem promieniowania sªonecznego i podczerwo-
nego powierzchni Ziemi oraz przemian fazowych zwi¡zanych z par¡ wodn¡3 Je±li zaªo»y¢,
»e � = �o = const to bior¡c k ! 1 i k

k�1
= x!1 otrzymamy

p = p0 limx!1

 
1 +

�

xR �0

!x

= p0 exp

 
�

R�0

!

Jest to tak zwany \wzór barometryczny\ okre±laj¡cy ci±nienie w polu potencjalnym i w
staªej temperaturze.
Z wyra»enia (??) i stwierdzenia, »e g¦sto±¢ � jest proporcjonalna do liczby cz¡stek skªad-
nika mieszaniny wynika zale»no±¢:

ni = n0i

 
1 +

�

cp�0

! 1

k�1

n nazywamy g¦sto±ci¡ liczbow¡ cz¡steczek skªadnika mieszaniny. Wyra»enie to pozwala
przeanalizowa¢ wa»ny proces techniczny. Jak wiadomo, rozdzielenie izotopów nie jest mo»-
liwe na drodze chemicznej. Jednym ze sposobów ich rozdzielenia wykorzystywanych w
przemy±le jest u»ycie wirówki. W wiruj¡cej mieszaninie cz¡steczki gazu zawieraj¡ce l»ej-
szy izotop gromadz¡ si¦ w s¡siedztwie osi wirowania urz¡dzenia. Nale»y u»ywa¢ takiego
zwi¡zku chemicznego, w którym oprócz separowanego pierwiastka wyst¦puj¡ lekkie inne
skªadniki. Wtedy masy kilomolowe - a wi¦c i staªe gazowe oraz wyra»enia �

cp�
maj¡ wzgl¦d-

nie du»e ró»nice warto±ci. Drug¡ przesªank¡ efektywno±ci jest utrzymywanie mo»liwie ni-
skiej temperatury. 4

3Podstawiaj¡c � = �gz, co odpowiada grawitacji, otrzymamy (k�1)gz
kR

� 0:0098
oK
m
. Rzeczywisty

spadek temperatury wynosi nieco wi¦cej, bo ok. 0.01
oK
m
.Dokªadniejsze parametry atmosfery Ziemi opisuj¡

tabele tzw. ATMOSFERY STANDARDOWEJ.
4Problemem jest wzbogacenie uranu naturalnego w lekki, \wybuchowy\ izotop U235.W uranie na-

turalnym dominuje U238(99.28 procent). Inny izotop U234 wyst¦puje w ±ladowych ilo±ciach. Równie»
wybuchowy U233 jest wytwarzany sztucznie, w reaktorach j¡drowych.
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Jak si¦ oka»e, dowolne utrzymywane sztucznie pola temperatury mo»e doprowadzi¢ do
równowagi nietrwaªej i w rezultacie pojawienie si¦ ruchu, co niweczy proces rozdzielania.
Dodajmy jeszcze, »e nieodpowiednie dla równowagi pole temperatury powoduje ruch na-
zywany konwekcj¡ naturaln¡. Warunek wyst¦powania równowagi trwaªej i - granicznie -
oboj¦tnej jest wi¦c warunkiem niewyst¦powania konwekcji naturalnej.
Rozwa»my pªyn w równowadze i ponownie my±lowo przesu«my jego porcj¦. Zmian¦ ci-
±nienia powoduje tylko ta skªadowa przesuni¦cia, która jest zgodna z kierunkiem pola
siªowego. Rozwa»ane przesuni¦cie powoduje zmian¦ g¦sto±ci. Obliczmy t¡ zmian¦

d� =

 
@�

@p

!
dp+

 
@�

@�

!
d� (4.12)

Je±li przesuni¦cie ma miejsce w równowadze oboj¦tnej, to

d� = d�js =

 
@�

@p

!
dpjs +

 
@�

@�

!
d�js

Indeks js oznacza, »e przyrosty parametrów u»ytych jako zmienne niezale»ne odpowiadaj¡
staªo±ci entropii. Dla równowagi trwaªej odpowiednia zmiana g¦sto±ci jest równie» okre-
±lona wzorem(??), natomiast pochodne w nawiasach oblicza si¦ na podstawie równania
� = �(p; �), czyli na podstawie odpowiednio zapisanego równania stanu termodynamicz-
nego. Dla gazu doskonaªego b¦dzie to równanie Clapeyrona � = p

R�
. Obliczone pochodne

nie zale»¡ od tego, jak¡ przyj¦to dodatkow¡ hipotez¦ dotycz¡c¡ równowagi. Dalej: w obu
przypadkach zachodzi to samo równanie równowagi, a wi¦c zawsze wyst¦puje ten sam
przyrost ci±nienia:

dp = dpjs =
1
�
d ~F � ~r

Odejmuj¡c d�js i d� otrzymamy ró»nic¦ zmian g¦sto±ci w równowadze oboj¦tnej i w rów-
nowadze trwaªej:

d�js � d� =
@�

@�
(d�js � d�)

Je»eli d�js > d� to przemieszczona porcja pªynu samoistnie, zgodnie z de�nicj¡ równowagi
trwaªej, powróci do poªo»enia poprzedniego. Dla wi¦kszo±ci substancji pochodna @�=@�
jest ujemna5, to warunkiem trwaªo±ci równowagi jest nierówno±¢

d� > d�js

Przypominamy, »e rozwa»ane ró»niczkowe przyrosty temperatury zachodz¡ wzdªu» kie-
runku wyznaczonego przez pole siªowe. Poniewa» znamy rozkªad temperatury dla równo-
wagi oboj¦tnej (??), to

d�j~F >
d�j~F
cp

(4.13)

gwarantuje równowag¦ trwaª¡. Symbol j~F oznacza przyrost skalarów wzdªu» linii wy-
znaczonej przez lokalny kierunek pola siªowego. Jest oczywiste, »e w kierunkach prostopa-
dªych do ~F temperatura musi pozosta¢ staªa. Dla atmosfery ziemskiej, gdzie � = �gz =
�gx3 (o± x3 kierujemy przeciwnie do ci¡»enia, czyli \do góry\) otrzymamy nierówno±¢

d�

dz
> �

(k � 1)g
kR

(4.14)

5Odst¦pstwem cechuje si¦ woda dla temperatury z przedziaªu 0o � 4o. Ma to istotne znaczenie dla
»ycia pod lodem.
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gwarantuj¡c¡ niewyst¦powanie lokalnych ruchów pionowych w atmosferze. W skrajnym
przypadku - inwersji- temperatura ro±nie z wysoko±ci¡, Nad powierzchni¡ Ziemi pojawia
si¦ zjawisko nazywane smogiem. Nie potra�my zwalcza¢ go aktywnie.



Rozdziaª 5

Dynamika pªynów

5.1 Pªyny nielepkie

Pierwsz¡ teori¡ przybli»on¡, któr¡ poznamy, jest tak zwana teoria pªynu nielepkiego. Aby
otrzyma¢ opis takiego - hipotetycznego - pªynu trzeba zaªo»y¢, »e

� = 0; �0 = 0 (5.1)

Tensor napr¦»enia ma skªadowe zale»ne wyª¡cznie od ci±nienia:

Tk� = �p�k� () T = �p � I (5.2)

Zauwa»my, »e okre±lenie T nie zale»y od ruchu. Siªy wewn¦trzne - tylko ci±nienia - w spo-
czynku i w ruchu s¡ zawsze prostopadªe do powierzchni, na któr¡ dziaªaj¡. Mówimy wtedy
o braku tarcia. Tarcie powoduje wyst¦powanie skªadowej stycznej siªy powierzchniowej.
W pªynie pozbawionym lepko±ci skªadowej tej nie ma.
Równanie ruchu otrzymamy podstawiaj¡c zerowe lepko±ci do równania (3.24). Otrzymu-
jemy:

�
dvk
dt

= �Fk �
@p

@xk
(5.3)

To samo równanie zapisane wektorowo ma posta¢ nast¦puj¡c¡:

�
d~v

dt
= � ~F � grad p (5.4)

Nazywamy je równaniem Eulera.
Zastanówmy si¦ teraz nad równaniem energii. Zaªo»enie zerowej lepko±ci wymaga pewnej
analizy. Dotyczy ona mechanizmów tarcia w pªynach. Efekt tarcia wynika z wªa±ciwo±ci
molekularnych substancji. Jak wiadomo, w gazach odlegªo±ci mi¦dzycz¡steczkowe wie-
lokrotnie przekraczaj¡ dystans istotnego oddziaªywania siª przyci¡gania lub odpychania
(gdy odlegªo±ci mi¦dzy cz¡steczkami s¡ maªe). Wobec tego mo»na uwa»a¢, »e ruchy cz¡-
steczek s¡ - w wi¦kszo±ci przypadków - niezale»ne, a ich wzajemne oddziaªywanie zachodzi
jedynie podczas przypadkowych zderze«. Zderzenie oznacza zbli»enie cz¡stek na odlegªo±¢
istotnego wzrostu siªy mi¦dzycz¡steczkowego odpychania. Przy maªej wzajemnej odlegªo-
±ci siªa ta wzrasta do wielkich warto±ci radykalnie zmieniaj¡c ruch zbli»aj¡cych si¦ do
siebie cz¡steczek. Istotna zmiana ruchu zbli»aj¡cych sie cz¡stek to zderzenie. Zachowany
jest wtedy ª¡czny p¦d i energia, a ±rodek masy ukªadu nie zmienia swego ruchu.
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Przypu±¢my, »e w poruszaj¡cym si¦ gazie pr¦dko±¢ zmienia si¦ wraz z poªo»eniem. Wydzie-
limy my±lowo dwie bliskie sobie warstwy. Wyst¦puje ró»nica ich pr¦dko±ci. Przez pr¦dko±¢
rozumiemy ruch u±redniony zbioru cz¡stek tworz¡cych warstw¦ w otoczeniu danego miej-
sca. Ale poruszaj¡ce si¦ ruchami przypadkowymi cz¡steczki gazu przemieszczaj¡ si¦ rów-
nie» mi¦dzy warstwami. Wobec tego dochodzi do wymiany p¦du pomi¦dzy warstwami.
Makroskopowym opisem tej wymiany jest zale»na od pr¦dko±ci odksztaªcenia - a wi¦c
pochodnych pr¦dko±ci - siªa tarcia. Przekazywanie p¦du odbywa si¦ przez zderzenia z cz¡-
steczkami w warstwie, do której tra�ªy przemieszczaj¡ce si¦ cz¡steczki z innej warstwy. W
zderzeniach takich wymieniana i przekazywana jest równie» energia. Miar¡ energii kine-
tycznej przypadkowego ruchu molekuª jest temperatura. Wymiana energii przez wymian¦
cz¡steczek o ró»nych pr¦dko±cich ruchu chaotycznego to w makroskopowym opisie prze-
wodzenie ciepªa. Je±li zaniedbamy lepko±¢, a wi¦c efekty zwi¡zane z wymian¡ p¦du, to
trzeba równie» zaniedba¢ przewodzenie ciepªa.
Dla cieczy mechanizm powstawania napr¦»e« stycznych jest caªkowicie inny. Odlegªo±ci
mi¦dzycz¡steczkowe s¡ na tyle maªe, by siªy mi¦dzycz¡steczkowe miaªy znacz¡ce warto±ci.
Cz¡steczki przyjmuj¡ tak¡ kon�guracj¦, by siªy te wzajemnie si¦ redukowaªy. Mówimy,
»e ciecz ma struktur¦ quasikrystaliczn¡. Deformuj¡ca si¦ ciecz zaburza tak¡ struktur¦, co
wi¡»e si¦ z powstaniem makroskopowych siª wewn¦trznych. Temperatura jest miar¡ ener-
gii zwi¡zanej z drganiami cz¡steczek wzgl¦dem poªo»e« równowagi. Zaniedbanie lepko±ci
oznacza zaªo»enie, »e nie zachodz¡ zmiany mikroskopowej kon�guracji cz¡steczek. Zatem
pªyny nielepkie nie powinny przewodzi¢ ciepªa.
Nawiasem mówi¡c: zwi¦kszenie temperatury gazu oznacza wzrost energii kinetycznej ru-
chów cieplnych i tym samym wzrost wymiany p¦du. A to manifestuje si¦ wzrostem lep-
ko±ci1.
Dla cieczy wzrost temperatury oznacza wzrost energii drga« cz¡steczek w sieci pseudo-
krystalicznej. Tak¡ \rozedrgan¡" sie¢ ªatwiej zaburzy¢. Lepko±¢ w tym wypadku maleje.
Wracaj¡c do gªównego w¡tku piszemy: ~q = 0. Brak przewodzenia ciepªa oznacza znikanie
wektora przewodzenia ciepªa i, wobec tego, równanie energii (2.51) zapisujemy nast¦pu-
j¡co:

�
d

dt

 
v2

2
+ u

!
= � ~F � ~v � diw(p~v) (5.5)

Zaniedbali±my w tym równaniu Q. Wydaje si¦, »e przy zaªo»eniu braku przewodzenia cie-
pªa istnienie wewn¦trznych ¹ródeª ciepªa mo»e doprowadzi¢ do wielkich trudno±ci, gdy»
przy \ braku odpªywu\ wydzielonego ciepªa temperatura mogªaby si¦ nadmiernie pod-
nie±¢.
Rozwa»my teraz tensor napr¦»e«. Z peªnej formy tego tensora pozostaª wyª¡cznie skªad-
nik ci±nieniowy �pI. Dla peªnego opisu ruchu trzeba jeszcze napisa¢ równanie ci¡gªo±ci i
zde�niowa¢ zale»no±ci termodynamiczne mi¦dzy energi¡ wewn¦trzn¡ i g¦sto±ci¡.

5.2 Caªki rówania Eulera i równania energii

Przyjmuj¡c pewne zaªo»enia mo»na znale¹¢ tzw. caªki pierwsze równania Eulera i równa-
nia energii. Okre±lenie \caªka pierwsza\ równania ró»niczkowego oznacza zwi¡zek pomi¦-
dzy funkcjami i ich pochodnymi ni»szego rz¦du ni» wyst¦puj¡ce w równaniu. Równania

1Skala pr¦dko±ci molekularnych jest proporcjonalna do pierwiastka kwadratowego z temperatury. W
przybli»eniu - � � pT
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s¡ rz¦du pierwszego, wi¦c ich caªki pierwsze nie b¦d¡ zawieraªy pochodnych.
Znamy dwie caªki równania Eulera. Pierwsza nazywa si¦ \równaniem Bernoulliego", a
druga caªk¡ Cauchy'ego - Lagrange'a.

Podajmy zaªo»enia prowadz¡ce do tych równa«:

• potencjalno±¢ pola siª masowych ~F co oznacza, »e ~F = grad�,

• barotropowo±¢ pªynu, to znaczy zaistnienie zwi¡zku wyª¡cznie pomi¦dzy ci±nieniem
i mas¡ wªa±ciw¡

� = � (p) (5.6)

Jak wiadomo z termodynamiki dla substancji jednoskªadnikowej i jednofazowej zachodzi
równanie stanu przedstawione poni»szym zwi¡zkiem:

� = � (p; �) (5.7)

Je±li z góry znana jest przemiana termodynamiczna tzn. inny zwi¡zek pomi¦dzy para-
metrami termodynamicznymi to mo»na wyrugowa¢ z obydwu temperatur¦ � i otrzyma¢
równanie (??).
Przeksztaª¢my równanie Eulera wykorzystuj¡c barotropowo±¢ i potencjalno±¢ siª maso-
wych. Wprowadzamy funkcj¦ ci±nienia tak¡, »e:

dP (p) =
dp

�(p)
(5.8)

Gdy zró»niczkujemy to równanie po zmiennych przestrzennych otrzymamy

@P (p)
@x�

=
1

�(p)
@p

@x�
:

Wykorzystuj¡c powy»sze przeksztaªcenie mo»emy napisa¢ równanie Eulera w nast¦puj¡cej
formie:

d~v

dt
= grad [�� P (p)] (5.9)

Caªka Cauchy'ego-Lagrange'a dotyczy ruchów, w których pole pr¦dko±ci ma potencjaª, to
znaczy

~v = grad' (5.10)

i mo»e zale»e¢ od czasu.
Przepiszmy teraz pochodn¡ substancjaln¡ dla potencjalnego pola pr¦dko±ci

dvk
dt

=
@vk
@t

+ vi
@vk
@xi

=
@2 '

@t @xk
+

@'

@xi

@

@xi

@'

@xk
=

@

@xk

 
@ '

@t
+

@'

@xi
�

@'

@xi=2

!
=

@

@xk

 
@'

@t
+
v2

2

!

Zamienili±my tu kolejno±¢ ró»niczkowania i zauwa»yli, »e iloczyn pochodnych potencjaªu
' daje, po zsumowaniu wzgl¦dem i, kwadrat pr¦dko±ci. U»ywaj¡c pochodnych zamiast
gradientu w (??) otrzymamy

@

@xk

"
@'

@t
+
v2

2

#
=

@

@xk
[�� P ] (5.11)



5.2. Caªki rówania Eulera i równania energii 55

Równo±¢ ta oznacza, »e wyra»enia w nawiasach kwadratowych mog¡ si¦ ró»ni¢ - co naj-
wy»ej - o funkcj¦ zale»n¡ wyª¡cznie od czasu. Zatem mo»emy napisa¢:

@'

@t
+
v2

2
+ P (p)� � = f(t) (5.12)

Jest to wªa±nie \caªka Cauchy'ego Lagrange'a". Funkcja f(t) nie zale»y od poªo»enia, a
wi¦c \zmienia si¦ jednakowo w caªym obszarze ruchu". Je±li ruch nie zale»y od czasu w
sposób bezpo±redni to @'

@t
= 0 i f(t) = const. Dostajemy w takiej sytuacji równanie

v2

2
+ P (p)� � = const (5.13)

Staªa const jest wsz¦dzie taka sama.
Równanie Bernoulliego otrzymujemy dla ruchu ustalonego. Piszemy w tym wypadku rów-
nanie Eulera dla skªadowych:

vi
@vk
@xi

=
@

@xk
[P (p)� �]

i mno»ymy je przez vk (sumowanie b¦dzie wzgl¦dem indeksu k):

vi vk
@vk
@xi

= vk
@

@xk
[P � �]

ale

vk
@vk
@xi

=
@

@xi

�
vk vk
2

�
=

@

@xi

 
v2

2

!

Zauwa»my te», »e

vi
@

@xi

 
v2

2

!
=

 
v�

@

@x�

!
v2

2
= vk

@

@xk

 
v2

2

!

Tym samym mo»na napisa¢:

vk
@

@xk

"
v2

2
+ P (p)� �

#
= ~v � grad

 
v2

2
+ P (p)� �

!
= 0

Równanie to oznacza prostopadªo±¢ wektora ~v i wektora
�
v2

2
+ P (p)� �

�
. Skoro gradient

wyra»enia w nawiasie jest prostopadªy do pr¦dko±ci, to

v2

2
+ P (p)� � = constjl:pradu (5.14)

bo kierunek pr¦dko±ci jest zgodny z kierunkiem stycznej do linii pr¡du. Prostopadªo±¢
gradientu do danej linii odpowiada stwierdzeniu, »e ró»niczkowana funkcja zmienia si¦ w
kierunku prostopadªym, natomiast wzdªu» linii pr¡du nie ulega zmianom (rzut gradientu
na t¡ lini¦ jest zerowy).
Powy»sze równanie (??) jest nazywane równaniem Bernoulliego. Porównajmy je z wypro-
wadzonym ju» wcze±niej równaniem Cauchy - Lagrange'a (??). Zauwa»my, »e dla przy-
padku ruchu potencjalnego staªa wyst¦puj¡ca w równaniu (C-L) ma tak¡ sam¡ warto±¢
wsz¦dzie. Dla ruchu niepotencjalnego staªa Bernoulliego (tak si¦ nazywa const w (??)) jest
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zachowana na linii pr¡du, a dla ruchu potencjalnego ma tak¡ sam¡ warto±¢ na wszystkich
liniach pr¡du. Z tego wynika, »e ruchy potencjalne i ruchy niepotencjalne istotnie ró»ni¡
si¦.
Mo»na udowodni¢, »e

vk
@

@xk
~v = grad

v2

2
� ~v � rot~v (5.15)

To»samo±¢ ta pozwala napisa¢ równania Eulera tak:

@~v

@t
� ~v � rot~v + grad

"
v2

2
+ P (p)� �

#
= 0

Zakªadamy przy tym barotropowo±¢ i potencjalno±¢ siª masowych. Oznaczmy symbolem
B wyra»enie w nawiasie kwadratowym:

B =
v2

2
+ P (p)� � (5.16)

To suma energii kinetycznej wªa±ciwej, energii potencjalnej wªa±ciwej i wielko±ci P (p). Ta
ostatnia wielko±¢ jest te» pewn¡ postaci¡ energii. Je±li B jest staª¡ (wsz¦dzie tak¡ sam¡)
to jej gradient jest zerem i wtedy

@~v

@t
� ~v � rot~v = 0

Gdy ruch jest ustalony, to ~v� rot~v � 0 (bo @~v
@t
� 0) Wykluczaj¡c przypadek ~v = 0 mamy

rot~v = 0 lub wsz¦dzie prostopadªa±¢ wektorów ~v i rot~v. Prostopadªo±¢ musi zachodzi¢
tam gdzie rot~v 6= 0. Mo»emy stwierdzi¢ : je±li staªa w równaniu Bernoulliego jest taka
sama dla wszystkich linii pr¡du, to albo rot~v = 0 albo wektor ten jest prostopadªy do
wektora pr¦dko±ci. Prostopadªo±¢ zachodzi wsz¦dzie, gdzie rot~v 6= 0. Mo»e tak by¢ tylko
wtedy, gdy rotacja pr¦dko±ci nie znika na powierzchni, a nie w obszarze trójwymiarowym
(na linii dla ruchu na pªaszczy¹nie). Tak¡ powierzchni¡ jest - na przykªad - powierzchnia
utworzona przez punkty materialne pªynu spªywaj¡ce ze skrzydªa samolotu albo z ªopatki
turbiny.
Przejd¹my teraz do równania energii (??). Zakªadamy potencjalno±¢ siª masowych ~F i
korzystamy z de�nicji pochodnej substancjalnej potencjaªu:

d�
dt

=
@�
@t

+ ~v � grad � =
@�
@t

+ ~v � ~F

Dostajemy wtedy:

� ~F � ~v = �~v � grad � = �

"
d�
dt
�
@�
@t

#
(5.17)

Energia wewn¦trzna wªa±ciwa u wi¡»e si¦ z entalpi¡

u = i�
p

�

Obliczmy teraz pochodn¡ czasow¡ energii wewn¦trznej

�
d

dt
u = �

d

dt

 
i�

p

�

!
= �

di

dt
�
dp

dt
+
p

�

d�

dt
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A nast¦pnie pochodn¡ substancjaln¡ ci±nienia

dp

dt
=

@p

@t
+ ~v � grad p =

@p

@t
+ diw(p~v)� p diw~v

Zapiszmy to samo u»ywaj¡c zapisu skróconego:

dp

dt
=

@p

@t
+ vk

@p

@xk
=

@p

@t
+

@

@xk
(p vk)� p

@vk
@xk

Na mocy równania ci¡gªo±ci dostaniemy

d�

dt
= �� diw~v

Poª¡czmy podane wy»ej wyra»enia i wstawmy je do równania energii. Otrzymamy wtedy:

�
d

dt

 
v2

2
+ i� �

!
= �

@�
@t

+
@p

@t
(5.18)

Dla ruchu ustalonego @�
@t

� 0. Ponadto, je±li ruch jest ustalony to z równania ruchu
wynika, »e gradient ci±nienia - a wi¦c i ci±nienie nie zale»¡ od czasu. Zatem równie»
@p
@t
� 0. Uwzgl¦dniaj¡c te informacje mo»emy zapisa¢:

~v � grad

 
v2

2
+ i� �

!
= 0 (5.19)

Z powy»szego równania wynika, »e w kierunku wyznaczonym przez wektor pr¦dko±ci - a
wi¦c wzdªu» linii pr¡du - wyra»enie w nawiasie jest staªe:

v2

2
+ i� � = constjl:pradu (5.20)

Wyra»enie
v2

2
+ i� � = e (5.21)

jest energi¡ jednostkowej masy. Ta wielko±¢ - przy podanych zaªo»eniach - jest staªa wzdªu»
linii pr¡du. Je±li porówna¢ B i e to stwierdzimy, »e

P (p) = i+ constjl:pradu (5.22)

(Staªa wynika z odj¦cia dwu innych wielko±ci staªych dla linii pr¡du.) Nieznan¡ staª¡
usuwamy ró»niczkuj¡c powy»sze równanie

dP = di

Przypomnijmy sobie, »e funkcja ci±nienia dP = dp=� (równanie ??) i wobec tego

di�
dp

�
= 0
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Jednocze±nie rózniczka ciepªa wymienianego w przemianie równowagowej ma posta¢:

dq = Tds = di�
dp

�

Mo»na wywnioskowa¢, i» równoczesne speªnienie równania Bernoulliego i równania wyra-
»aj¡cego zachowanie energii implikuje izentropowo±¢. Zauwa»my te», »e s = const impli-
kuje P = i + const. Mo»emy sformuªowa¢ nast¦puj¡ce stwierdzenie: je±li z trzech poni»-
szych zda«

• zachodzi równanie Bernoulliego

• zachodzi zachowanie energii

• przemian¡ termodynamiczn¡ jest izentropa

dwa s¡ prawdziwe, to trzecie równie» jest prawdziwe.
Sytuacja, w której warto±¢ energii e jest taka sama na zbiorze linii pr¡du wychodz¡cych
z pewnego obszaru jest nazywana \ruchem homoenergetycznym". Taki ruch mo»e im-
plikowa¢ bezwirowo±¢. Wystarczy by przemian¡ termodynamiczn¡ byªa izentropa i aby
entropia byªa identyczna na wszystkich liniach pr¡du. Wtedy - na mocy przeprowadzonej
dyskusji - mamy rot~v = 0 i, tym samym, potencjalno±¢ pola pr¦dko±ci.

5.3 Reakcje dynamiczne

Reakcjami dynamicznymi nazywa si¦ siªy z jakimi dziaªa pªyn¡cy pªyn na kontaktuj¡ce si¦
z nim ciaªo sztywne. Wyznaczenie tych siª jest proste wtedy, gdy znany jest ruch pªynu.
Wystarczy zastosowa¢ twierdzenie o zmianie p¦du ukªadu materialnego. Ukªad tworzy
ruchomy pªyn, a dziaªaj¡ce na niego siªy ( od kontaktuj¡cych si¦ z nim ciaª staªych)
zmieniaj¡ p¦d. Znaj¡c ruch znamy zmian¦ p¦du, a wi¦c i dziaªaj¡ce siªy.
Przyst¦pujemy do rachunków. Zaniedbujemy grawitacj¦, gdy» na ogóª nie zmienia ona
istotnie siª. Zapiszmy równanie ci¡gªo±ci pomno»one przez pr¦dko±¢ i równanie ruchu:

v�
@�

@t
+ v�

@

@xk
(�vk) = 0

�
@v�
@t

+ �vk
@

@xk
v� =

@T�k
@xk

= �
@

@xk
(��kp) +

@TL
�k

@xk

Napisali±my równanie w formie indeksowej. Sumowanie odbywa si¦ wzgl¦dem k. W pierw-
szym równaniu diwergencja �~v to: diw (�~v) = @

@xk
(�vk). Mno»ymy je przez v�. W drugim

równaniu napisanym dla skªadowej v� mamy sumowanie wzgl¦dem k po obydwu stronach
znaku równo±ci. Tensor TL

�k oznacza cz¦±¢ lepk¡ tensora napr¦»enia. Po dodaniu otrzy-
mamy:

@

@t
(�v�) +

@

@xk
(�v�vk + �k�p) =

@TL
�k

@xk
(5.23)

To nowa posta¢ równania. Nazywamy j¡ \zachowawcz¡". Wielko±¢ �v�vk+�k�p nazywana
jest tensorem strumienia p¦du. Oznacza si¦ go - na ogóª - liter¡ �:

��k = �v�vk + �k�p (5.24)
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Jest to tensor symetryczny, bo ��k = �k�.
Przenie±my teraz �k�p na praw¡ stron¦ powracaj¡c do postaci wyj±ciowej naszego równa-
nia:

@

@t
(�v�) +

@

@xk
(�v�vk) =

@T�k
@xk

(5.25)

Dla ruchu ustalonego pochodna czasowa znika. Pozostaje:

@

@xk
(�v�vk) =

@T�k
@xk

(5.26)

We¹my zamkni¦t¡ powierzchni¦ A b¦d¡c¡ sum¡ cz¦±ci szczelnej A0 ( to brzegi ciaª staªych
takich jak na przykªad rury) i otworów A1, A2,... przenikalnych dla pªynu. �¡cznie A0 +
A1 + A2 + ::: jest powierzchni¡ zamkni¦t¡. Normalna ~n jest skierowana na zewn¡trz.

Rysunek 5.1. Powierzchnia zamkni¦ta z otworami przenikalnymi dla pªynu

Twierdzenie GGO pozwala napisa¢

Z
wnetrze

@

@xk
(:::)d
 =

Z
A0+A1+A2+:::

nk(:::)dA

Przeksztaª¢my w taki sposób równanie(??). Po lewej stronie równania pojawi si¦ w caªce
powierzchniowej wyra»enie

nk � vk v� = �v�(nkvk) = �v�(~v � ~n)

Iloczyn ~n � ~v znika na szczelnej cz¦±ci powierzchni.
Po prawej stronie mamy (po u»yciu GGO):

Z
A0

nnT�k dA+
Z
A1+A2+:::

nk T�kdA =
Z
wnetrze

@

@xk
T�k d
 (5.27)

Pierwsze wyra»enie to siªa dziaªaj¡ca na pªyn na szczelnej cz¦±ci powierzchni. Prze-
ciwna do niej - to reakcja. Nale»y jeszcze uwzgl¦dni¢ ci±nienie na zewn¡trz powierzchni.
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Zakªadamy, »e jest staªe. Oznaczmy je p0. Staªe ci±nienie na zewn¡trz zamkni¦tej po-
wierzchni daje zerow¡ siª¦. Mo»emy to zapisa¢ nast¦puj¡co:Z

A0

n� p0 dA+
Z
A1+A2+:::

n� p0 dA = 0 (5.28)

Dodajmy do siebie równania (??)+ (??), skorzystajmy z (??) i zapiszmy wyra»enie dla
skªadowej reakcji R�

�R� +
Z
A1+A2+:::

(nkT�k + n�p0) dA =
Z
A1+A2+:::

� (~n � ~v) v� dA

Z reguªy pomija si¦ skªadnik lepki w \otworach"pozostawiaj¡c tam ci±nienie. Oznacza to,
»e przez \wloty"i \wyloty"pªyn pªynie strumieniami zbli»onymi do jednorodnych. Z ten-
sora napr¦»enia zostaje nam skªadnik ci±nieniowy. Dostaniemy zatem T�k = TL

�k�p��k �
�p��k oraz nk(�p��k) = �p nk ��k = �n�p.
Pod caªk¡ z lewej strony równania dostajemy zatem wyra»enie �n�p+n�p0 = �n�(p�p0).
Gdy przeniesiemy przeksztaªcony czªon ci±nieniowy otrzymamy ko«cowy wzór na reakcj¦
dynamiczn¡:

R� =
Z
A1+A2+:::

[�(~n � ~v)v� + n�(p� p0)] dA (5.29)

Oczywi±cie w sytuacji znacz¡cej niejednorodno±ci strumieni pªynu w ótworach"A1, A2

itd, trzeba uwzgl¦dni¢ skªadniki lepkie. Szcz¦±liwie s¡ to sytuacje szczególne. Z reguªy
obszar niejednorodno±ci strumieni jest niewielki i dotyczy s¡siedztwa brzegu strumieni.

5.4 Ruch cieczy przez rur¦

Ten wa»ny z technicznego punktu widzenia przypadek ruchu cieczy mo»e by¢ badany
analitycznie.
Rozwa»my przypadek skrajnie uproszczony, a mianowicie ruch przez \niesko«czenie dªug¡\
rur¦. Termin \rura\ oznacza wn¦trze walca o zadanym przekroju. Zakªadamy, »e walec
ten jest tak dªugi, i» zaªo»enie nieograniczonej rozci¡gªo±ci dobrze przybli»a rzeczywisto±¢.
Skoro dªugo±¢ przewodu rury jest wielka, to pole pr¦dko±ci powinno by¢ w ka»dym prze-
kroju takie samo. Nie mo»na wyró»ni¢ jakiegokolwiek specy�cznego miejsca. Kierujemy
o± x3 = z wzdªu» rury (osie x1 = x i x2 = y) ustawiamy w przekroju rury.

Skoro pole pr¦dko±ci jest takie samo w ka»dym przekroju - to nie zale»y od zmiennej z.
Ponadto dla dªugiej rury mo»na zaªo»y¢, »e nie wyst¦puj¡ skªadowe poprzeczne pr¦dko±ci.
Pozostaje zatem v3 = v, a v1 = v2 = 0. Równie» pochodna @v

@z
= 0. Napiszmy równanie

Naviera - Stokesa w kierunku osi z uwzgl¦dniaj¡c powy»sze fakty. Lewa strona równania
równa jest zero, pozostaje zatem

0 = �
1
�

@p

@z
+
�

�

 
@2v

@x2
+
@2v

@y2

!

Nie napisali±my czªonu @2v
@z2

, bo v nie zale»y od z. Równanie ci¡gªo±ci jest oczywi±cie speª-
nione. Sprawdzamy to licz¡c diwergencj¦ pola pr¦dko±ci ~v.
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Rysunek 5.2. Ruch pªynu przez niesko«czenie dªug¡ rur¦

Przenie±my czªon ci±nieniowy naszego równania na lew¡ stron¦ i zapiszmy je w nast¦pu-
j¡cej formie

@p

@z
= �

 
@2v

@x2
+
@2v

@y2

!
(5.30)

Pozostaªe dwa równania (w kierunku x i y) - wobec faktu, »e v1 = 0 i v2 = 0 uprasz-
czaj¡ si¦ do postaci:

0 = �
1
�

@p

@x
; 0 = �

1
�

@p

@y

Z równa« tych wynika, »e ci±nienie nie zale»y od x i y. Mo»e zale»e¢ tylko od z. Przeana-
lizujmy równanie (??). Lewa strona tego równania jest funkcj¡ tylko zmiennej z, prawa
strona zale»y natomiast od x i y. Zauwa»my, »e gdy zmieniamy tylko z to nie zmienia
si¦ prawa strona, lub gdy zmieniamy na przykªad x nie zmienia si¦ lewa strona. Mo»emy
zatem zamiast pochodnej cz¡stkowej po z napisa¢ :

dp

dz
= �  (= const)

�

 
@2

@x2
+

@2

@y2

!
v(x; y) = �  (= const)

Po scaªkowaniu pierwszego z równa« dostajemy

p = p0 �  z (5.31)

co oznacza, »e ci±nienie spada liniowo wzdªu» przewodu w kierunku osi z.
Drugie równanie dzielimy przez � 

@2

@x2
+

@2

@y2

!
v(x; y) = �



�
(5.32)

Dla punktów na brzegu - na ±cianie rury - ciecz lepka ma zerow¡ pr¦dko±¢.

vjbrzeg = 0 (5.33)
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Zauwa»my, »e nale»y rozwi¡za¢ równanie typu

�v = wielkosc znana

Równanie to nazywane jest równaniem Poissona z warunkiem brzegowym typu Dirichleta

vjbrzeg = zadana = 0

Problem taki dla dowolnego ksztaªtu obszaru (przekroju rury) rozwi¡zuje si¦ numerycz-
nie. Dla pewnych prostych ksztaªtów - ªatwo znale¹¢ rozwi¡zanie analityczne. Najpro±ciej
rozwi¡za¢ problem dla przekroju koªowego.

Zapiszmy laplasjan we wspóªrz¦dnych biegunowych. Oto wynik:

�v =

 
1
r

@

@r
r
@

@r
+

1
r2

@2

@�2

!
v(r; �)

W przypadku, gdy brzeg jest symetryczny mo»na spodziewa¢ si¦ symetrii ±rodkowej pola
pr¦dko±ci. Symetria taka oznacza niezale»no±¢ pola od k¡ta �. Zatem czªon laplasjanu
pola pr¦dko±ci, gdzie wyst¦puje druga pochodna po k¡cie � znika. Uwzgl¦dniaj¡c ten fakt
zapiszmy równanie (??) we wspóªrz¦dnych biegunowych.

1
r

d

dr
r
dv

dr
= �



�

Caªkowanie jest elementarne. Mno»ymy powy»sze równanie stronami przez r i caªku-
jemy, a nastepnie dzielimy przez r. Dostajemy wyra»enie na pochodn¡ dv=dr:

dv

dr
= �



�

r

2
+
const

r
:

Aby wyeliminowa¢ wyniki nie�zyczne (dla r �! 0 pojawiªby si¦ \szpic\ na wykresie
funkcji v(r) - bo pochodna wielka), przyjmujemy const = 0 i pochodna dv=dr ma rozs¡dny
przebieg.
Caªkujemy ponownie i w wyniku dostajemy:

v = �


�

r2

4
+B

B jest staª¡. Obliczamy j¡ wiedz¡c, »e dla r = R v = 0. Ostateczny wzór na pr¦dko±¢
przyjmuje nast¦puj¡c¡ posta¢:

v =


4�

�
R2 � r2

�
(5.34)

Ze wzoru wynika, »e pole pr¦dko±ci ma ksztaªt paraboloidy
Obliczmy teraz wydatek

Q =
Z
przekroj

v dA

Caªkowanie wykonamy we wspóªrz¦dnych biegunowych.
Element pola dA to r d� dr:

dA = r dr d�
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zatem
Q =

Z 2�

0

Z R

0



4�

�
R2 � r2

�
r dr d�

Caªkowanie wzgl¦dem k¡ta daje czynnik 2�. Dostajemy wi¦c

Q = 2�


4�

Z R

0

�
R2 � r2

�
rdr

W wyniku otrzymujemy

Q =
�
8�

R4 =
�  D4

128�

D jest oczywi±cie ±rednic¡. Zapiszemy ten wynik inaczej, uwzgl¦dniaj¡c fakt, »e  wi¡»e
si¦ ze spadkiem ci±nienia:

Q =
�

128�

������p�z

����� D4 (5.35)

To wyra»enie nosi nazw¦ wzoru Hagena - Poiseuille'a. Do±wiadczenie potwierdza go dla ru-
chów powolnych. Przy ruchu szybkim wydatek jest mniejszy, ni» ten wynikaj¡cy ze wzoru.

5.5 Do±wiadczenie Reynoldsa

Okoªo 130 lat temu Osborne Reynolds przeprowadziª proste do±wiadczenie. Do przezro-
czystej rury, w której pªyn¦ªa ciecz dolaª atramentu i obserwowaª co sie b¦dzie dziaªo.

Okazaªo si¦, »e dla powolnych przepªywów (maªych wydatków) struga ukªadaªa si¦ jak
na szkicu (ma ksztaªt linii prostej równolegªej do rury ). Przy wi¦kszej pr¦dko±ci (wzro±cie

STRUGA ATRAMENTU

Rysunek 5.3. Struga dla maªych pr¦dko±ci

wydatku) struga jest pofalowana. Wynika to z faktu, »e pojawiaj¡ si¦ w tym przypadku
skªadowe poprzeczne pola pr¦dko±ci. Zale»¡ one, tak jak i skªadowa wzdªu»na od zmiennej
z (prowadzonej wzdªu» rury).
Wyprowadzaj¡c wzór Hagena - Poiseuille'a zakªadali±my, »e pole pr¦dko±ci :

1. jest ustalone

2. znikaj¡ jego skªadowe poprzeczne
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3. nie zale»y od zmiennej z

4. ma osiowa symetri¦

W przypadku, gdy przepªyw jest szybki (ma du»¡ pr¦dko±¢) te zaªo»enia nie s¡ zrealizo-
wane. Sa one speªnione dla ruchów dostatecznie powolnych.
Je»eli zwi¦kszona zostaje pr¦dko±¢ (chocia»by przez odkr¦cenie zaworu) to, dla dosta-
tecznie du»ej pr¦dko±ci ±redniej obraz ruchu jest taki jak na poni»szym rysunku Struga

ROZMYTA
STRUGA

Rysunek 5.4. Struga atramentu dla du»ych pr¦dko±ci

atramentu zostaje gwaªtownie \rozmyta"i wymieszana z pªyn¡c¡ rur¡ ciecz¡.
Reynolds znaª mechanizm cz¡steczkowy dyfuzji gazu w gazie. Przypomnijmy to zjawi-
sko. Znajduj¡ce si¦ w nieustannym ruchu cieplnym cz¡steczki gazu no±nego zderzaj¡ si¦
z cz¡steczkami gazu dyfunduj¡cego. Cz¡steczki takiego gazu (mowa o gazie dyfunduj¡-
cym) wykonuj¡ ruchy chaotyczne (na ksztaªt ruchów Browna). W wyniku takich ruchów
dyfundant rozprasza si¦, a pr¦dko±¢ cz¡steczek dyfundanta zmienia si¦ losowo.
Reynolds zauwa»yª, »e przyjmuj¡c hipotez¦ o chaotycznej zmienno±ci pola pr¦dko±ci otrzy-
mamy nieregularne, przypominaj¡ce rozproszenie dyfuzyjne, \rozmycie\ strugi. To roz-
mycie zachodzi gwaªtownie. Tak, jak gdyby ruchy dyfuzyjne byªy wielce intensywne.
Postulat Reynoldsa byª nast¦puj¡cy: przebieg czasowy dowolnej skªadowej pr¦dko±ci jest
chaotycznie zmienny. Zmiany zachodz¡ wokóª ±redniej staªej, lub ªagodnie zmiennej w
czasie Mo»emy napisa¢:

składowa prędkości 
w wybranym miejscu

rzeczywista

średnia

czas

Rysunek 5.5. Wykres zmiany skªadowej pr¦dko±ci w czasie

v = hvi + v0
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hvi oznacza ±redni¡ czasow¡, a v0 niedu»¡ wielko±¢ losow¡ (przypadkow¡) nazywan¡
pulsacj¡. �rednia pulsacji jest zerowa

hv0i = 0

Powtarzaj¡c do±wiadczenie otrzymamy inn¡ niewielk¡ losow¡ pulsacj¦. �rednia nie ulegnie
zmianie.
Jakie s¡ konsekwencje wyst¦powania pulsacji?
Nast¦puje intensywna wymiana masy, p¦du i energii pomi¦dzy s¡siednimi warstwami
pªynu. Ta wymiana (gdy jest ruch - to przy wymianie masy nastepuje wymiana p¦du
i wymiana energii) zachodzi przez przenoszenie sko«czonych porcji pªynu. Gdy pulsacje
nie wyst¦puj¡ (ruch jest powolny) wystepuje równie» wymiana masy, p¦du i energii mi¦dzy
warstwami, lecz tylko na drodze wymiany molekuª pªynu. Gdy ruch jest szybki i pojawiaj¡
si¦ pulsacje wymiana ro±nie wielokrotnie, gdy» do zjawisk molekularnych doª¡cza si¦ efekt
chaosu kinematycznego.
Reynolds nazwaª ruch, w którym wystepuj¡ pulsacje, ruchem turbulentnym. Powtórzmy:
jest to ruch, w którym pomi¦dzy s¡siednimi warstwami zachodzi wymiana
masy, p¦du i energii na drodze wymiany elementów pªynu (porcji).
W ruchu bez pulsacji wymiana masy, p¦du i energii zachodzi na drodze mole-
kularnej. Taki ruch Reynolds nazwaª laminarnym. Po pojawieniu si¦ czuªych przyrz¡-
dów pomiary pr¦dko±ci potwierdziªy hipotez¦ Reynoldsa.

5.6 Bezwymiarowe równania Naviera - Stokesa i po-

dobie«stwo dynamiczne

Ka»da wielko±¢ �zyczna ma, oprócz warto±ci liczbowej swój wymiar. Wymiar okre±la,
czym dana wielko±¢ jest. Wspóªrz¦dna poªo»enia punktu w przestrzeni oprócz wielko±ci
liczbowej ma wymiar \metrów", \centymetrów", lub te» \cali". U»ycie ró»nych jednostek
podstawowych zmienia warto±¢ liczbow¡ tej samej wielko±¢i. Oczywi±cie prawa �zyki nie
zale»¡ od u»ywanego systemu jednostek podstawowych albo systemu miar. Równania wy-
ra»aj¡ce prawa powinny da¢ si¦ zapisa¢ w sposób uniwersalny, nie zale»¡cy od tego, jakie
jednostki podstawowe s¡ u»ywane. Taka posta¢ równa«, która nie zale»y od u»ywanych
jednostek nazywa si¦ postaci¡ bezwymiarow¡. Okre±lenie wielko±ci bezwymiarowej nie
wymaga podania wymiaru. Wystarczy wielko±¢ liczbowa. S¡dzimy wi¦c, »e u»ycie takich
wielko±ci upro±ci rozwa»ania. B¦dzie te» uniwersalizacj¡ zapisu, bo to co zapiszemy obo-
wi¡zuje w ka»dym systemie miar.
Wprowadzimy skale wymiarowe. B¦d¡ to skale dªugo±ci, czasu, pr¦dko±ci i ci±nienia. Za-
piszemy nastepnie wielko±ci �zyczne jako kombinacj¦ skal i wielko±ci bezwymiarowych.
We¹my skal¦ dªugo±ci, oznaczmy j¡ symbolem L i zapiszmy wektor dªugo±ci ~r

~r = L � ~r 0

(~r 0 jest wektorem bezwymiarowym).
Podobnie zapiszemy czas

t = T � t 0
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(gdzie t 0 to czas bezwymiarowy, a T - skala czasu)
i pr¦dko±¢

~v = U � ~v 0

(U to skala pr¦dkosci ~v 0 - pr¦dko±¢ bezwymiarowa).
Czytelnik mo»e postulowa¢, by U = L=T . Tak mo»e by¢ - ale nie musi. U»ywamy

przecie» metrów, sekund a pr¦dko±¢ lubimy mierzy¢ kilometrami na godzin¦!
Wprowadzimy jeszcze skal¦ ci±nienia p0 i ci±nienie bezwymiarowe p 0, oraz skal¦ siª ma-
sowych. Ta ostatnia to g - przy±pieszenie ziemskie. Siªa ~F jest jednostkow¡ siª¡ masow¡
(dziaªa na 1 kg). Jej wymiar wynika z podzielenia jednostki - newtona -N przez kg. W
wyniku dostajemy m=s2 i jest to wymiar g.

~F = g � ~F 0

(~F to bezwymiarowa siªa masowa).
Napiszmy teraz równanie Naviera- Stokesa podstawiaj¡c wielko±ci wyra»one przez skale i
zmienne bezwymiarowe. (Zakªadamy w tym przypadku � = const:. Rachunki s¡ prostsze,
a wynik taki, jak gdyby � 6= const. W przypadku zmienno±ci masy wªa±ciwej trzeba
wprowadzi¢ jej skal¦.)

@ (U vk
0)

@ (T t 0)
+ U v�

0
@

@ (Lx0

�)
(U vk

0) = gFk
0 �

1
�

@

@ (Lx0

�)
(p0 p 0) + �

2
64@2 (U vk

0)

@
�
Lx

0

1

�2 + :::

3
75

Dalsze czªony laplasjanu zostaªy wykropkowane, oczywi±cie nale»aªoby zapisa¢ je w sposób
analogiczny do czªonu pierwszego.
Skale sa staªymi, wi¦c wyprowadzamy je przed znaki ró»niczkowania. Mo»na równie»
podzieli¢ równanie przez dowoln¡ kombinacj¦ skal. Podzielmy przez U �U=L = U2=L czyli
czynnik stoj¡cy przy drugim wyrazie po lewej stronie. Dostajemy w wyniku:

�
L

U T

�
@vk

0

@t 0
+ v�

0
@

@x� 0
vk

0 =
gL

U2
Fk

0 �
p0
�U2

@p 0

@xk 0
+

�

U L

"
@2vk

0

@(x1 0)2
+

@2vk
0

@(x2 0)2
+

@2vk
0

@(x3 0)2

#

Pojawiªy si¦ bezwymiarowe kombinacje skal. Oto one i ich nazwy

L
U T

= 1
St

St � liczba Strouhala

g L
U2 = 1

Fr
Fr � liczba Froude'a

p0
�U2 = 1

Eu
Eu � liczba Eulera

�
U L

= 1
Re

Re � liczba Reynoldsa

Napiszmy równanie ruchu u»ywaj¡c powy»ej zde�niowanych liczb bezwymiarowych:

1
St

@vk
0

@t 0
+ v�

0
@

@x� 0
vk

0 =
1
Fr

Fk
0 �

1
Eu

@p 0

@xk 0
+

1
Re

� 0vk
0 (5.36)

Wszystkie niewiadome i zmienne niezale»ne s¡ bezwymiarowe, a liczby St, Fr, Eu i Re
nosz¡ nazw¦ liczb podobie«stwa albo parametrów kryterialnych.
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Przypu±¢my teraz, »e w obszarach podobnych geometrycznie wprowadzono skale, wªa±ciwe
dla poszczególnych obszarów. Je±li oka»e si¦, »e liczby podobie«stwa b¦d¡ (w ka»dym z
przypadków ) takie same, to równania dla bezwymiarowych funkcji równie» si¦ nie ró»-
ni¡. Rozwi¡zania równa« b¦d¡ identyczne (w swych bezwymiarowych dziedzinach) gdy
dodatkowo takie same b¦d¡ bezwymiarowe warunki brzegowe i bezwymiarowe warunki
pocz¡tkowe.
Je±li bezwymiarowe funkcje opisuj¡ce kompletnie zjawiska s¡ równe to mówimy o zjawi-
skach podobnych albo o podobie«stwie zjawisk.
W naszym przypadku mamy podobie«stwo przepªywów nazywane czasem podobie«stwem
dynamicznym przepªywów.

Sformuªujmy podstawowe warunki jakie musz¡ wyst¡pi¢ by to zjawisko miaªo miejsce:

• obszary ruchu s¡ podobne geometrycznie

• liczby podobie«stwa s¡ takie same

• bezwymiarowe warunki brzegowe i bezwymiarowe warunki pocz¡tkowe s¡ identyczne

Je±li znamy bezwymiarowe pola predko±ci, ci±nienia ... itp, to mo»na je uzna¢ za opis
klasy zjawisk podobnych.
Je±li mamy bezwymiarowe pole ci±nienia i pole pr¦dko±ci (te» bezwymiarowe) dla prze-
pªywu cieczy przez rur¦ okr¡gª¡, to pole to mo»na zastosowa¢ do wszystkich rur podobnych
geometrycznie przy identycznych liczbach podobie«stwa.

Rura o sko«czonej dªugo±ci jest podobna do innej rury gdy przekroje s¡ podobne i
dªugo±ci, mierzone wymiarem wªa±ciwym dla przekroju, s¡ takie same.
Dla rur okr¡gªych mamy podobie«stwo geometryczne gdy L1=D1 = L2=D2 = ::: =
Di=Li.
Je±li ruch jest ustalony (liczba Strouhala nie wyst¦puje) i odrzucimy siªy zewn¦trzne, to
pozostaj¡ liczby Reynoldsa i Eulera. Mo»emy wybra¢ skal¦ ci±nienia tak, by liczba Eulera
byªa zawsze taka sama.
Niech p0 = �U2 wtedy Eu1 = Eu2 = 1. Pozostaje liczba Reynoldsa. To jedyna liczba
podobie«stwa charakteryzuj¡ca ruch przez dªug¡ rur¦.

Re = U � D=�

Bierzemy za skal¦ dªugo±ci ±rednic¦ D rury. U jest pr¦dko±ci¡ ±redni¡. Dla maªych Re
(¬ 2300 ) ruch jest laminarny. Z kolei dla Re  104 wyst¦puje tylko ruch turbulentny.
S¡ dwie krytyczne liczby Reynoldsa. Dla Re < Rekryt I wyst¦puje w przepªywie tylko
ruch laminarny, dla Re > Rekryt II tylko turbulentny. W przedziale po±rednim mog¡ ist-
nie¢ albo ruch laminarny albo turbulentny. Podane powy»ej warto±ci liczb krytycznych
dotycz¡ ruchu w rurze okr¡gªej. Dla innych ksztaªtów warto±ci tych liczb s¡ oczywi±cie
inne.
Przy innych rodzajach przepªywu ruch laminarny wyst¦puje zawsze przy maªych
liczbach Reynoldsa, a dla du»ych liczb Reynoldsa ruch jest turbulentny.
Zastanówmy si¦ teraz nad interpetacj¡ �zyczn¡ liczb podobie«stwa.
Okre±lmy w tym celu skal¦ \ siªy bezwªadno±ci \ wynikajacej z przyspieszenia konwek-
cyjnego. (Siªa bezwªadnosci jest pseudosiª¡ - dlatego cudzysªów, gdy» wynika z nieiner-
cjalno±ci ukªadu, a nie z bezpo±redniego oddziaªywania mi¦dzy ciaªami �zycznymi.) Jest
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to uªamek U2=L o wymiarze m=s2. Zapiszmy teraz kolejne liczby podobie«stwa u»ywajac
tej skali:
Liczba Strouhala

St = U2=L
U=T

= (skala siª bezwªadno±ci)/(skala siª przyspieszenia lokalnego)

Liczba Froude'a

Fr = U2=L
g

= (skala siª bezwªadno±ci)/(skala siª masowych)

Liczba Eulera

Eu = U2=L
p0=(�L)

= (skala siª bezwªadno±ci)/(skala siª ci±nieniowych)

Liczba Reynoldsa

Re = U2=L
�U=L2 = (skala siª bezwªadno±ci)/(skala siª lepko±ciowych)

Zastanówmy si¦ co oznacza okre±lenie - maªa liczba Reynoldsa?
W takim ruchu siªy wynikaj¡ce z lepko±ci maj¡ du»e warto±ci, pojawia si¦ wi¦c \`du»y
opór\ i zarazem \mocne tªumienie\ wszelkich zaburze« powstaªych w pªynie.

5.7 Ruch turbulentny w rurze

Przepiszmy wzór Hagena - Poiseuille'a (??)

Q =
�

128�

������p�l
����� D4

i wyznaczmy spadek cisnienia �p potrzebny do uzyskania ruchu o wydatku Q:

�p =
4 � 32
�

 
�l
D

!
Q

�D2

1
D

Pr¦dko±¢ ±redni¡ wyra¹my w sposób nast¦puj¡cy:

U =
4Q
�D2

;

a liczb¦ Reynoldsa zapiszmy, u»ywaj¡c lepko±ci dynamicznej � (zwi¡zek mi¦dzy lepko±ci¡
kinematyczn¡ i dynamiczn¡ : � = �=�)

Re =
�U D

�

Wyznaczmy z powy»szego wzoru lepko±¢ �

� =
�U D

Re
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i wstawmy j¡ do wyra»enia na spadek ci±nienia. W rezultacie otrzymamy

�p =
32
Re

�U2 �l
D
:

Mo»na zapisa¢ to nieco inaczej

�p = �(Re) �

 
�U2

2

!
�
�l
D

(5.37)

Czynnik �U2

2
(jednomian ten wystepuje w równaniu Bernoulliego i energii) ma wymiar

ci±nienia, a pozostaªe wielko±ci, tj � i �l
D

s¡ bezwymiarowe. �atwo te» zauwa»y¢, »e � =
64=Re. Wzór (??) okre±la spadek ci±nienia wzdªu» rury. Jest zgodny z do±wiadczeniem
dla ruchu laminarnego ta znaczy dla maªych liczb Reynoldsa.
Gdy ruch jest turbulentny - to zaªo»enia prowadz¡ce do wzoru Hagena - Poiseuille'a nie
s¡ realizowane. W wyniku

1. braku osiowej symetrii

2. zale»no±ci pr¦dko±ci od zmiennej wzdªu»nej

3. istnienia poprzecznych skªadowych pr¦dko±ci

4. zmienno±ci ~v w czasie

spadek ci±nienia jest inny ni» ten okre±lony wzorem (??).
Aby wyznaczy¢ �p nale»aªo by rozwi¡za¢ równanie Navera - Stokes'a dla ruchu turbu-
lentnego, wykluczaj¡c uczynione zaªo»enia. Niestety nie potra�my tego zrobi¢. Zatem aby
poradzi¢ sobie z tym zadaniem musimy skorzysta¢ z do±wiadczenia.
Pewien uczony z Getyngi - Nikuradse dokonaª precyzyjnych pomiarów spadków ci±nie-
nia wzdªu» rur. Badaª rury gªadkie i chropowate.
Z teorii bezwymiarowego równania Naviera -Stokesa, bior¡c za skal¦ ci±nienia wielko±¢
�U2 dostajemy

@p0

@z0
=

1
Re

�0v0z

Oznacza to, i» spadek ci±nienia b¦dzie zale»aª od liczby Reynoldsa i chropowato±ci, czyli
geometrii przewodu (chropowato±¢ to ksztaªt!). Zatem

@p0

@z0
=

@

@z

p

�U2
= const � f(Re; s)

Niech z0 = z=D , �z=D = �l=D a � = 2f .
Otrzymamy wtedy

j� pj = �(Re; s)
�U2

2
�l
D

Wyniki otrzymane przez Nikuradsego przedstawia wykres równolegªej do rury ). Skala
logarytmiczna pozwala zmie±ci¢ du»y zakres zmienno±ci zmiennych. Mo»na te» przeksztaª-
ci¢ do wygodnej postaci wzory typu

� = const � Rem
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Rysunek 5.6. Wykres Nikuradsego

bo po zlogarytmowaniu mamy

y = ln� = ln(const) +m (lnRe) = aX

przy oznaczeniu osi symbolami X i Y. Je±li znamy wydatek to ªatwo mo»emy obliczy¢
pr¦dko±¢ ±redni¡ i liczb¦ Reynoldsa. Wyznaczamy nast¦pnie wspóªczynniki � (nazywane
wspóªczynnikami strat na dªugo±ci przewodu) i obliczamy spadki ci±nienia w po-
szczególnych odcinkach rury.
Przyjrzyjmy si¦ równaniu energii

�U2

2
+ p1 =

�U2

2
+ p2 +�p

i zinterpretujmy czym jest spadek ci±nienia. Zmierzone ci±nienie p2 jest mniejsze ni» p1.

SPADEKCIŚNIENIA

Rysunek 5.7. Spadek ci±nienia wzdªu» rury

Spadek wynosi �p. Lewa strona (w równaniu energii) to energia mechaniczna jednostki
masy w przekroju 1. W przekroju 2 energia mechaniczna jednostki masy jest mniejsza.
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Ubytek wynosi wªa±nie �p. Wyrazili±my zatem ubytek energii mechanicznej spadkiem
ci±nienia. Wynika on z istnienia tarcia lepkiego (wywoªanego lepko±ci¡). Energia mecha-
niczna zostaªa nieodwracalnie przeksztaªcona na ciepªo. Nie mo»na dokona¢ przemiany
odwrotnej. Powstaªe ciepªo w cz¦±ci zostaªo rozproszone, a w cz¦±ci podgrzaªo pªyn¡c¡
ciecz. Energia mechaniczna jest dyssypowana wzdªu» rury. Umiemy j¡ wyrazi¢ - po prostu
przez spadek ci±nienia co odpowiada równaniu (??). Powtórzmy je dla przypomnienia

�p = � �

 
�U2

2

!
�
�l
D

(5.38)

Je±li w rozwa»anej rurze istnieje istotna zmiana ksztaªtu typu rozszerzenie, zw¦»enie, za-
wór, �ltr czy te» tak zwane \kolanko\ (zakr¦t), to mo»na si¦ spodziewa¢ w tym miejscu
dodatkowego spadku ci±nienia. Ten spadek cisnienia mo»na okre±li¢ do±wiadczalnie. Po-
niewa» wyra»enie �U2=2 ma wymiar ci±nienia, to

�p = �
�U2

2

� jest eksperymentalnie wyznaczonym wspóªczynnikiem straty lokalnej. Caªkowita zdys-
sypowana energia mechaniczna to suma

�edyss =
X 

� �
�U2

2
�
�l
D

!
i

+
X 

�
�U2

2

!
j

(5.39)

Mo»emy teraz napisa¢ proste równanie wyra»aj¡ce zsumawanie rozmaitych energii.
Otaczamy rur¦ powierzchni¡ bilansow¡ i zapisujemy

e1 +�ep = e2 +�edyss (5.40)

Po prawej stronie mamy energi¦ jednostki obj¦to±ci cieczy (o masie = �) i energi¦ dostar-
czon¡ przez (ewentualnie dziaªaj¡c¡) pomp¦. Po prawej stronie równania jest energia e2 i
energia zdyssypowana wewn¡trz powierzchni bilansowej, okre±lona przez wzór (??).
Rozpatrujemy dwa typy zagadnie« zwi¡zanych z przepªywem w rurze. Zakªadamy, »e
znana jest geometria rury, wªasno±ci pªynu itp. Pierwsze z zagadnie« - proste - polega
na wyznaczeniu przyczyn ruchu wtedy, gdy znany jest wydatek. Przez przyczyny ruchu
rozumiemy ró»nic¦ poziomów, lub ró»nic¦ ci±nie« albo przyrost ci±nienia w pompie. Je±li
znamy wydatek Q pªyn¡cy rur¡, to mo»emy obliczy¢ pr¦dko±ci. Znamy wi¦c te» pr¦dko±ci
i odczytane wspóªczynniki �. Mo»emy zatem policzy¢ �edyss.
UWAGA
Je±li w miejscu wyst¦powania straty lokalnej wyst¦puj¡ dwie ró»ne pr¦dko±ci (rura roz-
szerza si¦) to we wzorze �p = ��U2=2 wyst¦puje WI�KSZA z dwu ró»nych pr¦dko±ci. Po
wyznaczeniu �edyss mo»na ªatwo okre±li¢ niewiadom¡, bo wszystkie wyra»enia w (??) s¡
znane.
Je±li nieznany jest wydatek to nie znamy a priori pr¦dko±ci, liczb Reynoldsa oraz wspóª-
czynników �.
Problem jednak daje si¦ rozwi¡za¢. Ka»d¡ z pr¦dko±ci mo»na wyrazi¢ przez wydatek

Ui =
4Q
�D2

i

= �Q

a nast¦pnie obliczy¢ Rei
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Rei =
4Q
�Di�

= �iQ

Wspóªczynniki liczbowe �i i �i s¡ znane. Niestety, nie mo»na w ªatwy sposób wyrazi¢
wspóªczynników � przy pomocy wydatku. Wiadomo jednak, »e przy znacznej zmianie
Re a wi¦c i znacznej zmianie Q, � nie zmienia si¦ znacz¡co. Post¦pujemy tak: zakªadamy
wydatek Q, obliczamy Ui, Rei i odczytujemy �. Znamy pierwsze przybli»enie �1, �2. Mamy
równanie typu 

�U2

2
+ p+ �gH

!
1

+�pp =

 
�U2

2
+ p+ �gH

!
2

+
X

�i
�U2

i

2
�Li

Di
+
X

�j
�U2

j

2

�i okre±lone jest w sposób przybli»ony.
Powy»sze równanie przepiszmy w nieco innej formie:

Q = f(stale; �1(Q); �2(Q); stale)

oczywi±cie � zale»¡ od Q.
Stosujemy iteracje

Qn+1 = f(stale;Qn; stale)

Poniewa» �(Q) zmienia si¦ niewiele, to f(...Q...) te» zmienia si¦ nieznacznie. Przypo-
mnijmy, »e równanie typu x = f(x) mo»na rozwi¡za¢ iteracyjnie gdy jf 0j < 1. W naszym
przypadku tak wªa±nie jest(funkcja f(Q) ma znikom¡ pochodn¡ ze wzgl¦du na wªasno±ci
� = �(Re) i Re = Re(Q))
Zauwa»my, »e wydatek Q i u»ywane pr¦dko±ci Ui s¡ wielko±ciami integralnymi (wyda-
tek Q dotyczy caªego przekroju rury) albo ±rednimi (wtedy Ui = Q=(i � ty przekroj)).
Zastanówmy si¦ zatem jak wygl¡da rozkªad pr¦dko±ci w warunkach rzeczywistych. Otó»
wiadomo, »e dla maªych liczb Re - gdy ruch jest laminarny - rozkªad pr¦dko±ci jest para-
boloidalny.

Dla ruchu turbulentnego ±rednia czasowa z pr¦dko±ci ma inny rozkªad ni» ±rednia w
ruchu laminarnym. Przypominamy: Re = U D

�
. Wielka wartos¢ liczby Reynoldsa (dla za-

danej ±rednicy) wynika z niewielkiej warto±ci �. Odrzucamy bowiem absurdalny przypadek
nieograniczonego U . Jak wida¢ dla wielkich liczb Reynoldsa lepko±¢ jest znikoma. Roz-
kªad pr¦dko±ci w rurze powinien by¢ zbli»ony do takiego jaki jest dla pªynu nielepkiego.
A w takim pªynie pr¦dko±¢ jest wsz¦dzie staªa. Nie ma przylepienia pªynu do nieruchomej
rury.

Dla wielkich liczb Reynoldsa pªyn ma znikomo maª¡ lepko±¢. Pªyn jednak przylepia
si¦ do rury. Rozkªad pr¦dko±ci jest wi¦c prawie prostok¡tny z zerem na brzegu i ostrym
wzrostem do staªej warto±ci w bardzo cienkim polu przybrze»nym.

Dla mniejszych, cho¢ \turbulentnych\ warto±ci Re rozkªad pr¦dko±ci ma pro�l po-
±redni - mi¦dzy pro�lem dla wielkich liczb Re a wyst¦puj¡cym dla ruchu laminarnego. Im
ni»sza liczba Reynoldsa tym bardziej \parabolizuje\ si¦ pro�l pr¦dko±ci.

5.8 O turbulencji

Przypomnijmy czasowy przebieg pr¦ko±ci w punkcie dla ruchu turbulentnego. Wyró»nili-
±my tam pr¦dko±¢ ±redni¡, pr¦dko±¢ rzeczywist¡ i pulsacj¦. Powtórzmy szkic dla zmiennej
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w czasie ±redniej. Mamy ªagodnie zmienn¡ w czasie ±redni¡ hvi i szybkozmienn¡ w cza-

składowa prędkości w
wybranym miejscu

rzeczywista

średnia

czas

Rysunek 5.8. Przebieg skªadowej pr¦dko±ci w punkcie

sie niewielk¡ pulsacj¦ v 0. Pr¦dko±¢ rzeczywist¡ zapisujemy jako sum¦ pr¦dko±ci ±redniej i
pulsacji

v = hvi + v 0

Zachodzi te» rzecz nast¦puj¡ca

hvi = hhvi + v 0i = hhvii + hv 0i

bo operacja u±redniania jest liniowa. �rednia ze ±redniej b¦dzie ±redni¡. Zatem je±li
hhvii = hvi to hv 0i � 0. Pulsacja ma wi¦c zerow¡ ±redni¡. Ponadto znika ona w oto-
czeniu brzegu ciaªa sztywnego. Na brzegu takiego ciaªa v = 0 i wobec tego i v 0 = 0. A
w otoczeniu brzegu pulsacja musi male¢ do zera, tak jak pr¦dko±¢. Otwarta jest wielko±¢
tego otoczenia: maleje ono przy wzro±cie liczby Reynoldsa.
W jaki sposób okre±la si¦ warto±¢ ±redni¡? U±rednienie przede wszystkim musi wyelimino-
wa¢ pulsacj¦, a nie mo»e skasowa¢, lub znieksztaªci¢ zmienno±ci ±redniej. Czas u±rednienia
musi by¢ du»y w stosunku do czasu charakterystycznego dla zmian pulsacji i maªy w po-
równaniu z czasem charakteryzuj¡cym zmiany ±redniej. Czy taki czas istnieje? To do±¢
powa»ny problem, bo tak naprawd¦ jak okre±li¢ jaka cz¦±¢ pr¦dko±ci (lub innej wielko±ci)
jest pulsacj¡, a jaka ±redni¡. Tu - na pomoc - przychodzi nauka o procesach przypadko-
wych. Przebieg wielko±ci (np. skªadowej pr¦dko±ci) w czasie jest w ruchu turbulentnym
przypadkowy. Oznacza to, i» je±li wykonamy ponownie do±wiadczenie, to otrzymamy inny
przebieg, ni» byª w poprzednim przypadku. Oczywi±cie mo»e by¢ bardzo wiele realizacji
(przypadków). Liczy si¦ zatem ±redni¡ z nich aby otrzyma¢ ogólny obraz zmian danej
wielko±ci. Oznaczmy ±redni¡ pr¦dko±ci symbolem fvg. Postawmy te» pytanie - czy ±red-
nia wzgl¦dem realizacji fvg i ±rednia po czasie hvi s¡ sobie równe? Taka sytuacja pojawia
si¦ gdy zachodzi ergodyczno±¢. To po prostu równo±¢ ±redniej czasowej z jednego prze-
biegu i ±redniej ze zbioru przebiegów. Nie ma dowodu o ergodyczno±ci turbulencji. Ale
istniej¡ przesªanki do±wiadczalne ±wiadcz¡ce, i» tak jest. Zaªo»enie ergodyczno±ci znacznie
upraszcza operacje ró»niczkowania (

@v

@x

)
=

@

@x
fvg



5.8. O turbulencji 74

Tak oczywi±cie jest, bo suma pochodnych równa jest pochodnej sumy. To samo zachodzi
dla pochodnych wzgl¦dem czasu. Mo»emy teraz pomy±le¢ o wyznaczeniu równa« opisuj¡-
cych ±rednie. Nie s¡ wa»ne wielko±ci rzeczywiste, bo przy nowym przypadku warto±ci te
b¦d¡ inne, a ±rednie s¡ zawsze takie same. Je±li chcemy oszacowa¢ odchyªk¦ konkretnej
realizacji od ±redniej, to musimy spodziewa¢ si¦, »e maªa odchyªka nie zdarza si¦ cz¦sto.
Nierówno±¢ mówi¡ca o prawdopodobie«stwie odchyªki od ±redniej nosi nazw¦ nierówno-
±ci Czebyszewa (na imi¦ miaª Onufry) i wygl¡da nast¦puj¡co:
Prawdopodobie«stwo(jwielko±¢ - ±rednia wielko±ci j)>2)¬ wariancja

22
= �2

22

Zatem \wielkie odchyªki\ s¡ nieprawdopodobne i \tra�enie ±redni¡ w rzeczywist¡ \ jest
zupeªnym szcz¦±ciem.
Napiszmy teraz równanie Naviera - Stokesa podstawiaj¡c do niego ±rednie. Wcze±niej
wiedz¡c, »e @vk=@x� zapiszemy równo±¢

v�
@

@x�
vi =

@

@x�
(v� vi)

Zatem
@vi
@t

+
@

@x�(v� vi)
= �

1
�

@p

@xi
+ �� vi

Podstawmy teraz vi = hvii+ v 0 i u±rednijmy. �rednie pulsacji znikaj¡. Pozostanie nam

@ hvii

@t
+

@

@x�
(hv�i hvii) = �

1
�

@

@xi
hpi + �� hvii +

@

@x�
(�hvi 0 v� 0i)

Otrzymali±my równanie okre±laj¡ce hvii. Do niego dochodzi równanie ci¡gªo±i dla ±rednich

@

@xi
hvii = 0:

Mamy cztery niewiadome: ±redni¡ z ci±nienia hpi i trzy skªadowe ±rednie pr¦dko±ci hvii.
S¡ te» cztery równania. Pojawiª si¦ te» kªopotliwy wyraz hvi 0 v� 0i przedstawiaj¡cy ±rednie
z iloczynu. Nale»aªoby go okre±li¢ przy pomocy czasu, poªo»enia i niewiadomych. �eby
to zrobi¢ potrzebna jest dodatkowa hipoteza, ale ogólnej hipotezy nie ma. Powód wy-
nika z tego, »e turbulencja jest wªasno±ci¡ ruchu (a nie wªasno±ci¡ �zyczn¡ pªynu) i w
dotatku losow¡. Czy mo»na okre±li¢ wielko±¢ losow¡ na podstawie wielko±ci nielosowej w
sposób ogólny ? Generalnie nie potra�my tego zrobi¢. Mo»na to uczyni¢ dla szczególnych
ruchów. Wykorzystuj¡c pomiary okre±la si¦ lokalnie hvi 0 v� 0i dla zbli»onych przypadków.
Takie okre±lenie nazywamy \hipotez¡ domkni¦cia\ a wielko±¢ hvi 0 v� 0i tensorem Rey-
noldsa.
Powodem turbulencji jest niestateczno±¢.
We¹my pewne pole pr¦dko±ci i wprowad¹my do niego maªe zaburzenie. Mo»e ono zanika¢ z
upªywem czasu, rosn¡¢ lub pozostawa¢ niezmienione. Okre±lmy miar¦ takiego zaburzenia.
Jest ni¡

�(t) =
Z
(� ~v � � ~v)

�~v oznacza zaburzenie pr¦dko±ci.
Je±li

lim|{z}
t!1

�(t) = 0
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e(0)

Niestateczny
e(t) nie znika

Stateczny
e(t) znika 
dla t ∞→

1/ν  ~ Re

Re kryt

Rysunek 5.9. Mapa zachowania si¦ zaburze«

to ruch jest stateczny co oznacza, »e miara zaburzenia, a wi¦c zaburzenia znikaj¡.
Mapa okre±laj¡ca zachowanie zaburze« przedstawiona jest na szkicu.

Jak wida¢, dla Re > Rekryt ka»de (nawet o zerowej amplitudzie zaburzenie) nie zanika.
Zaburze« o maªych miarach jest zawsze i wsz¦dzie bez liku. Dla dostatecznie du»ych liczb
Reynoldsa nast¦puje nieustanna zmiana formy ruchu. Takie ruchy, z nieustann¡ zmien-
no±ci¡ wywoªan¡ przypadkowymi zaburzeniami powoduj¡ zªo»ony w czasie, przypadkowy
(bo zaburzenia zewn¦trzne s¡ przypadkowe) ruch zwany turbulentnym. Uwa»a si¦, »e kªo-
poty z turbulencj¡ (cho¢ nale»¡ do mechaniki klasycznej ) s¡ porównywane z kwantow¡
teori¡ pola grawitacyjnego.
Cho¢ wiemy wiele o turbulencji - to do tej pory nie umiemy jej dobrze opisa¢. Dobrze
- na gruncie mechaniki, a wi¦c nauki bardzo rozwini¦tej i nie maj¡cej innych wielkich
problemów. Takim problemem pozostaje - w sferze poznania - mechanika turbulencji.
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