
Metody Komputerowe w Mechanice 

Konstrukcji

• Adam Dacko, dr hab. inż., prof. PW, ZWMiK,  ITLiMS MEiL PW

• Gmach NL, pokój 34, antresola  Lab. ZWMiK (wejście koło portierni)

• adam.dacko@pw.edu.pl   tel. 22 234 5070

• MKwMK = 45 godzin (30W + 15L)  spotkania np. 3-godzinne (10x3 +5x3 godz)

• Obecność nadzorowana (mocno WSKAZANA,  zwłaszcza na wykładzie..)

• Ocena finalna = 2/3 kol wykład + 1/3 lab  (to NIE JEST średnia arytm.)

• Zaliczenie przedmiotu wymaga POZYTYWNYCH składowych 

mailto:adam.dacko@pw.edu.pl


Metody Komputerowe w Mechanice 

Konstrukcji

• Część wykładowa
• MRS

• MEB 

• MES

• Standard
• Lagrange (sf. materialne)

• Euler (sf. przestrzenne)
• Explicit
• XFEM

• SPH

Techniki specjalne w MES

(ogólnie - brak literatury zwartej …)

KOLOKWIUM …..

• Część laboratoryjna (komp.)

• Patran+NASTRAN

• Mentat+MARC 

• FEMAP (?)

Możliwość instalacji wersji studenckich

(łącznie pewnie 3-4 GB dysku…)

(Instrukcje do ćwiczeń, pdf,  „do odklikania”)

Sprawozdania z 5 ćwiczeń



Metody Komputerowe w Mechanice 

Konstrukcji
Część laboratoryjna (komp.)

• Patran+NASTRAN

• Mentat+MARC 

https://www.mscsoftware.com/student-editions

• Wersje studenckie:

• formularz rejestracyjny  

   (skan legitymacji studenckiej.)







Metoda Różnic Skończonych (MRS)

Finite Differences Method (FDM)



Metoda różnic skończonych (szczyt 1920- 1950/60)

Metoda różnic skończonych (MRS) oparta jest na dyskretyzacji matematycznej
równań różniczkowych opisujących zachowanie się danego ośrodka ciągłego
(kontinuum).

● Jej istotą jest zastąpienie operatorów różniczkowych odpowiednimi operatorami
różnicowymi (ilorazami różnicowymi) określonymi na dyskretnym zbiorze
punktów zwanym siatką dyskretyzacyjną.

● Elementy tego zbioru nazywane są węzłami.

● W wyniku takiego podejścia zagadnienie brzegowe sprowadzone zostaje do
układu liniowych równań algebraicznych, w którym niewiadomymi są wartości
poszukiwanej funkcji w węzłach siatki dyskretyzacyjnej.



Zalety:

● Prostota i duża efektywność dla obszarów regularnych

Wady:
● Wersja podstawowa MRS dotyczy regularnej siatki węzłów, co stanowi znaczne 
ograniczenie w zastosowaniu do obszarów o złożonej geometrii.
● Brak możliwości lokalnego zagęszczenia siatki i trudność w łączeniu obszarów o 
różnych wymiarach.
● Mała dokładność rozwiązania dla zbyt małej liczby węzłów dyskretyzacji.

UWAGA: 

Ważne jest, aby oszacować zbieżność rozwiązania, to znaczy sprawdzić czy
kolejne zagęszczenie siatki daje podobne lub znacząco inne rozwiązanie w stosunku do 
poprzedniej (mniej dokładnej) dyskretyzacji. Rozwiązanie danej metody można/należy 
porównać z innymi metodami 



Ilustracja wstępna (inżynierska) - BELKI

• ugięcia belek – RRZ 4 : ugięcie-obciążenie ciągłe

𝐸𝐼
𝑑4𝑤(𝑥)

𝑑𝑥4
= 𝑞(𝑥)

                gdzie w(x) – ugięcie, q(x) – obciążenie poprzeczne belki

• zginanie belek –RRZ 2: ugięcie-moment

𝑀 𝑥 = −𝐸𝐼
𝑑2𝑤(𝑥)

𝑑𝑥2

                 gdzie                                krzywizna belki w punkcie x. 



● Operatory różnicowe stanowiące punkt wyjścia metody można otrzymać
wychodząc z definicji pochodnej funkcji w punkcie.
● W tym celu rozpatruje się dowolną funkcję ciągłą y = f (x) 









Ilustracja liczbowa

Obliczyć przybliżoną wartość pierwszej pochodnej funkcji  𝑦 = 𝑥3  w punkcie x0 = 2,
przyjmując h = 0.1











Prof. dr inż. Zbigniew Kączkowski
Wydział Inżynierii Lądowej PW

Płyty. Obliczenia statyczne.
Arkady, Warszawa 1980, pp 372…



MRS dla 2D (płyta). Definicje



plus odpowiednie Warunki Brzegowe















Finalnie: pasmowy układ równań algebraicznych
zalety-
łatwe do rozwiązania – Excel, Matlab…
łatwe - dla prostych kształtów i siatek prostokątnych
pasmowe – dobrze oprogramowane, prosta algorytmizacja

wady –
kłopot a warunkami brzegowymi, są dodatkowe zmienne
ograniczenia geometrii
dla siatki „pomiędzy” trzeba interpolować.
Problemy z brzegami nieprostokreslnymi

rozwój –
inne układy współrzędnych (biegunowe, ukośne) (J.Orkisz)
inne siatki – trójkątne (Z. Kączkowski)
zagadnienia stateczności i dynamiki (W. Nowacki)



„Kto w tym działa”?
Aleja zasłużonych….



Pytanie „nr 7” na kolokwium



Metoda Elementów Brzegowych (MEB)

Boundary Element Method (BEM)



Metoda Elementów Brzegowych (początek ok. 1975)
Prasanta Banerjee, Carlos Brebbia

Metoda elementów brzegowych oparta jest na opisie zagadnienia przez równania
całkowe (dla continuum=ośrodka ciągłego: RC z jądrami Fredholma II rodzaju) – 
rozwiązywane w sposób przybliżony. Równania podlegają dyskretyzacji 
matematycznej i całkowane są po brzegu, opisanym tzw. elementami brzegowymi.

 W wyniku takiego podejścia zagadnienie brzegowe sprowadzone zostaje do
układu równań algebraicznych, w którym niewiadomymi są wartości
poszukiwanej funkcji w węzłach siatki dyskretyzacyjnej – czyli węzłach leżących na 
brzegu obszaru.















Rozważamy tarczę (2D, PSN) wykonaną z materiału 
jednorodnego, izotropowego i liniowosprężystego. 
Brzeg tarczy to  G, a obszar zajmowany przez tarczę to 
W . Tarcza jest obciążona statycznie na brzegu 

zewnętrznym G siłami powierzchniowymi 𝑡𝑗 , a 

obszar tarczy - siłami objętościowymi 𝑓𝑗. 

Związek między obciążeniem tarczy, a jej 

przemieszczeniami 𝑢𝑗 wg tzw. metody bezpośredniej: 

wzory Somigliany (następna strona)

Sformułowanie  MEB. 



Oznaczenia:

 𝑥’ jest punktem kolokacji, dla którego układane jest 
równanie całkowe (tzw. punkt źródłowy) , 𝑥 jest 
punktem brzegowym, a 𝑋 punktem należącym do 

obszaru (wnętrza) ciała, 𝑐𝑖𝑗 jest stałą zależną od 
położenia punktu 𝑥’ (równą 0;  1/2 𝑙𝑢𝑏 1), 𝑈𝑖𝑗 i 𝑇𝑖𝑗 to 
tzw. rozwiązania fundamentalne (Kelvina). W 
równaniach stosowana jest konwencja sumacyjna, a 
indeksy dla zagadnienia (2D) przyjmują wartości 𝑖, 𝑗 =
1,2.





Obszary półnieskończone w MEB



Algorytm obliczeń MEB

• Dyskretyzacja brzegu elementami (brzegowymi) o geometrii danej węzłami
• Przyjęcie funkcji kształtu modelujących przemieszczenia ui oraz obciążenia pi na 

elemencie – w zależności od parametrów (czyli od wartości funkcji w węzłach) 
• Sformułowanie układu równań

𝑃 𝑢 = 𝑈 𝑝
• Przekształcenie układu równań do postaci

𝐾 𝑥 = 𝐹
      i rozwiązanie układu (wyznaczenie przemieszczeń i reakcji)
• Obliczenie składowych tensora naprężeń na brzegu (ze znanych już przemieszczeń i 

obciążeń)

• i niestety, WEJŚCIE W SRODEK OBSZARU …



• Drewniak J., Wprowadzenie do metody elementów brzegowych, Wydawnictwo Politechniki Łódzkiej 
Filia w Bielsku-Białej, 2000
• Burczyński T., Metoda elementów brzegowych w mechanice. Wspomaganie  komputerowe CAD - CAM, 
WNT, Warszawa 1995
• Praszkiewicz M., Analiza kontaktu statycznego kół walcowych o zębach prostych metodą elementów 
brzegowych, Rozprawa doktorska, Bielsko-Biała 2003 

Opis systemu BEASY

Program BEASY jest wszechstronnym systemem 
służącym do rozwiązywania zagadnień sprężystych, 
termicznych, zmęczenia i pękania, a także korozji, drgań 
i innych za pomocą metody elementów brzegowych.

Po uruchomieniu programu otwierają się dwa okna: 
okno główne oraz okno dialogowe. Okno dialogowe 
służy do wprowadzania poleceń i ich parametrów oraz 
są w nim wyświetlane komunikaty systemu. 



MEB

• generowane są macierze gęste i niesymetryczne, ale  mniejsze
• MEB stosowalna dla nieskończonych obszarów 
• funkcje podcałkowe są osobliwe 
• całkowanie numeryczne jest trudne
• stosowalna do tych problemów liniowych, dla których 

potrafimy wskazać rozwiązanie fundamentalne



KONIEC 

Metoda Elementów Brzegowych (MEB)

Boundary Element Method (BEM)



Metoda Elementów Skonczonych (MES)
Sformułowania energetyczne

Finite Element Method (FEM)



MES – ujęcie energetyczne
Sformułowania słabe - wariacyjne

• generowane są macierze gęste i 
niesymetryczne, ale  mniejsze

• MEB stosowalna dla nieskończonych obszarów 
• funkcje podcałkowe są osobliwe 
• całkowanie numeryczne jest trudne
• stosowalna do tych problemów liniowych, dla 

których potrafimy wskazać rozwiązanie 
fundamentalne
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