zmiennych x i v, a nie zaleza od wspéhzednej osiowej z. Poniewaz przemieszezenic w kie-
runku dlugodel w réwne jest zeru, to z réwnan [2] otrzymujemy

3 3wy
Y= Oy T
‘Qul dw
Yz = E':‘ Q_A, = [a]
Jw
Sz‘—:a—z:O

Naprezenie normalne o, moze byé wyznaczone w funkeji 0,10,z prawa Hooke’a (rowna-
nia [3]). Poniewaz & =0, to
o, —v(o,+0,)=0
lub
o,=v(0,+0) [b]

Te naprezenia normalne dzialaja nie tylko na poszezegélne przekroje, ale réwniez na konce
ciala, gdzie stanowia sily potrzebne do utrzymania plaskiego stanu odksztatcenia i wywoly-
wane sa dzialaniem nieprzesuwnych gladkich sztywnych plaszczyzn.

¥
Rys. 9
I N O Y
IREERERE
hZ ¥
Rys. 11

Z réwnan [a] i [6] wynika, 7e skladowe naprezenia 7,, i 7,, réwnaja si¢ zeru, a réwnanie [b]

pozwala okreéli¢ o, za pomoca o, i g,. Tak wiec, zagadnienie plaskiego stanu odksztalcenia, -

podobnie jak zagadnienie plaskiego stanu naprezenia, sprowadza si¢ do okreslenia jedynie
0,0 .11, jako funkcji jedynie x i y.

-

9. Stan napreienia w dowolnym punkcie ciala. Znajac skladowe o, 0y, 7, W do-
wolnym punkeie tarczy, ktéra poddana jest dzialanin plaskiego stanu naprezenia lub plaskiego
stanu odksztalcenia, mozna na podstawie réwnan statyki obliczy¢ napreZenia dzialajace
w plaszezyznie nachylonej pod dowolnym katem do osi x1 y, prostopadlej do plaszezyzny x y
i przechodzace] przez ten punkt. Rozpatrzmy punkt O w tarczy poddanej dzialaniu naprezen
i zatézmy, ze skladowe naprezenia o, 0, T,, 53 ZNane (rys. 12). W celu znalezienia napre-
senia w plaszezysnie przechodzacej przez oé z i nachylonej do osi 1 ¥ pod pewnymi katami,
prowadzimy réwnolegta do niej plaszczyzng BC w po-
blizu punktu O. Plaszczyzna BC i plaszczyzny wsp6l-
1zednych wycinaja z tarczy bardzo maly tréjkatny gra-
niastostup OBC. Poniewaz napreZenia zmieniaja sie
w spos6b clagly wewnatrz ciala, to w miare zmniejsza-

Ty

o&l_

S =
= =

nia elementu naprezenia dzialajace na plaszezyznie BC * a =

beda dazyé do naprezen dzialajacych na plaszezyzng Ccry

réwnolegha do niej i przechodzaca przez punkt O.
Rozwazajac warunki réwnowagi malego tréjkatnego

graniastostupa bedziemy pomijaé sily masowe jako Rys. 12

wiellodci male wyzszego 1zedu (par. 4). Podobnie, jesli

element jest bardzo maly, mozemy pomingé zmiany naprezenia na jego $ciankach i przyjac,

76 sa one rozlozone réwnomiernie. Sily dzialajace na graniastostup trojkatny mozna wiec

okredlié mnozac skladowe naprezenia przez powierzchnie $cianek. Niech N bedzie kie-

runkiem normalnej do plaszezyzny BC, a cosinusy katow zawartych miedzy normalng N

/)
v (o)
Y Y 5

a osiami x 1 y oznaczmy przez

cos Nx =1; cosNy=m

Wtedy, jesli 4 oznacza powierzchnie écianki BC, to powierzchnie dwéch pozostalych scianek
rownaja sie Al 1 Am.
Jedli przez X i Y oznaczymy skdadowe naprezenia dziatajacego na $cianke BC, to réwnania

réwnowagi elementarnego graniastostupa daja

X= lo,+ mt,, [12]

¥= mo,+ I,

Tak wiec skladowe naprezenia dzialajacego na kazda plaszezyzne okreslona cosinusami kie-
runkowym I i m moga by¢ latwo obliczone z réwnan [12], przy zaloZeniu, ze znane s Lrzy
sktadowe naprezenia o,, 0, 1 7,, w punkcie O.

Zakladajac, Ze o jest katem migdzy normalna IV a osia «, tj. #e [ = cosq oraz m = sina,
otrzymujemy z réwnan [12] skladowa normalna i styczng naprezenia dzialajacego na plasz-
czymme BC

o=Xcosa+ Ysina = o,cos?q+ o, sin*a + 27, sin @ cos &

B B [13]
7= Ycosa — X sina = 7,, (cos*a — sin®a) + (o, — ¢,)sing cos o
Kat o mozna dobraé w taki sposéb, aby naprezenia styczne 7 byly réwne zeru. W tym
przypadku mamy
T,y (cos?a — sin?a) + (0, — 0,) sina coset = 0
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Ty _ sin@eos® 3 g 2 [14]

oy — 0y, cos?gq —sin?a 2

7, réwnania tego mozna wyznaczyé dwa wzajemnie prostopadte kierunki, dla kiérych napre-
zenie styczne jest réwne zeru. Kierunki te nazywaja sie kierunkami gléwnymi, a odpowiada-
jace im napreZenia normalne — naprezeniami gldwnymi.
Jedli kierunki gtéwne pokrywaja sie z kierunkami osi x i y, to 7,, jest réwne zeru, a r6w-
nania [13] upraszezaja si¢ do postaci
0 =o,cos?x+ o,sin®a
[13'
T = }sin 2a (0, — 0,)
Zmiany sktadowych naprezenia o i 7 w zaleznoéci od zmiany kata e mozna z latwoscia
przedstawié graficznie’) sporzadzajac wykres, w ktérym role wspélrzednych spetniaja o 1 7.
P Kazdej plaszezyznie odpowiada na tym wykre-
D sie pewien punkt, ktérego wspélrzednymi sa
o i 7 dzialajace na tej plaszczyinie. Taki wykres
przedstawia rys. 13. Plaszezyzny prostopadle
5 do kierunkéw gléwnych wyznaczaja punkty
Ai B o odcietych réwnych odpowiednio o, i 0.
b) Mozna obecnie dowieéé, ze skladowe napre-
zenia odpowiadajace kazdej plaszezyinie BC,
okreélonej kateme (vys. 12), beda przedstawio-
ne za pomoca wspélrzednych punktu potozo-
Rys. 13 nego na okregu o érednicy AB. W celu zna-
lezienia tego punktu, wystarcza odmierzyé od
punktu 4 ik odpowiadajacy katowi 2¢ w tym kierunku, w ktérym mierzony jest kat a.
Jedli D jest punktem otrzymanym w opisany wlaénie sposéb, to na podstawie wykresu

a) %

|
R

oit oy  Or—
B <t

DF = CD sin 2 = } (0, — 0,) sin 2¢

o .
? cos 26 = o, cos® &+ gy sin? o

OF =0C+ CF =

Przy poréwnaniu z réwnaniem [13'] widaé, ze wspehrzedne punktu D dajg wartosci liczhowe
skladowych naprezenia w plaszczyznie BC okreslonej katem . Aby osiagna¢ zgodnosé znaku
skladowej stycznej, przyjmujemy na rys. 13 7 skierowane dodatnio do géry i uwazamy napre-
senia styczne za dodatnie wtedy, gdy daja moment o kierunku zgodnym z kierunkiem obrotu
wekazéwek zegara, tj. taki, jak na éciankach be i ad elementu abed pokazanego na rys. 13b.
Za zwrot ujemny naprezeri stycznych uwazamy taki, jaki ma miejsce na Sciankach ab i de
naszego elementu?).

Gdy plaszezyzna BC obraca sie wokél osi prostopadiej do plaszezyzny ay (rys. 12) w kie-
runku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara, a kat @ zmienia si¢ od O do #/2, to punkt D

1) Powyisza metoda wykreélna podana zostala przez 0. Mohra: Zivilingenieur®, 1882, str. 113. Patrz takse
jego ,,Technische Mechanik®, wyd. 11, 1914.

%) Prawidlo to wykorzystywane jest jedynie przy konstrukeji kola Mohra. W innych przypadkach pozostaje
w mocy zasada okreélona w par. 3.

Fa¥al

%
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!
|
\

(rys. 13) porusza sie od punktu 4 do B i w ten sposéb dolna polowa okregu okresla zmiang
naprezenia dla wszystkich wartoéci o w podanych granicach. Gérna czgéé okregu okresla na-
prezenia odpowiadajace /2 <a <.

Przedtuzenie promienia CD do punktu D (rys. 13) odpowiada katowi 7+ 2a, a napre-
zenia odpowiadaja plaszczyznie prostopadlej do BC (rys. 12). Wynika stad, Ze naprezenia

z
r
2) 5)
B < ,A Oa' B L a
Zet
D
():xﬂ—-
Iy

Rys. 14

styczne w dwoéch wzajemnie prostopadlych plaszezyznach sa liczbowo réwne, jak to juz
zostalo wykazane poprzednio. Z wykresu widaé, ze OF, -+ OF = 20C, tzn. %e suma naprezen
normalnych na dwéch wzajemnie prostopadlych przekrojach nie zalezy od kata a.
Maksymalne naprezenie styczne olre-
&lone jest na wykresie przez maksymal-
na wartoéé rzednej kola (rys. 13), réwna

si¢ wigc promieniowi kola. Na skutek
tego

0y — Oy
Tmax = ) -

[15]

Dziala ono na plaszezyzne, ktdrej kat
nachylenia wynosi & = 7/4, tj. na plasz-
czyzng, ktéra jest dwusieczng kata mie-
dzy kierunkami dwéch naprezen glow-
nych.

Omawianym wykresem mosna sig -
poslugiwaé i w tym przypadku, gdy je- Rys. 15
dno lub oba naprezenia gléwne sa ujem-
ne (Sciskanie). Trzeba jedynie zmienié znak odcietej odpowiadajacej naprezeniu $ciskajace~
mu. W ten sposéb rys. 1da przedstawia przypadek, w ktérym oba naprezenia gléwne sg
ujemne, a rys. 1ldb odpowiada przypadkowi czysiego écinania.

7 rys. 13 i 14 widaé, ze naprezenie w punkeie moze byé roztozone na dwie czgsci: jedna czeéé odpowiada roz-

ciaganiu lub éciskanin, ktérego wielkoéé okreslona jest odcigta srodka kola, a druga — ezystemu $cinaniu, ktérego
wielkoéé odpowiada promieniowi kola. Gdy naklada sig na siebie kilka plaskich stanéw naprezenia, to zaréwno

naprezenia rorzciagajace, jak i éciskajace dodaja sie algebraicznie. Stany czysiego Scinania musszg byé dodawane:

z uwzglednieniem kierunkéw plaszezyzn, na ktore dziataja. Mozna pokazaé, ze przy nakladanin na sichie dwéch
stanow caystego écinania, ktérych plaszezyzny maksymalnych wartodei écinania lworza migdzy soba kat [3, otrzyma
sig w wyniku inny przypadek czystego écinania. Rys. 15 przedstawia np. proces wyznaczenia naprezenia w plasz-
czyznie okreslonej katem &, wywolanego dzialaniem dwdch stanéw czystego écinania o wielkosei 73 1 7y, 2 ktérych
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jeden dziala na plaszezyznach xz 1 yz (rys. 15a), a drugi na plaszezyznach pochylonych wzgledem xz i yz pod
katem f (rys. 15b), Wspolrzedne punktu D na rys. 15a przedstawiaja naprezenia styczne i normalne na plaszczy-
mie CB wywolane pierwszym ukladem, podezas gdy wspohzedne Dy (rys. 15b) daja naprezenia na tej samej
plaszezyinie, ale odpowiadajace drugiemu ukladowi. Dodajac geometrycznie 0D i OD; otrzymujemy OG, ktére
jest naprezeniem wypadkowym na rozpatrywanej plaszezyinie, wywolanym dzialaniem obu ukladéw, a wspol-
rzedne punktu G okreslaja naprezenie normalne i styczne. Nalezy zauwazyd, 26 wiellcoéé OG nie zalezy od kata o,
Na skutek tego, jako wynik superpozycji dwoch stanéw czystego Scinania,

T D, otrzymujemy kolo Molra, kiére takic przedstawia czyste écinanie; jego
b= wielkoéé okreglona jest przez OG, a plaszezyzny maksymalnych warto$el

- ¥ écinania pochylone sa wrgledem plaszezyzn xz i yz pod katem rownym
e polowie kata GOD.

Wykres, przedstawiony na rys. 13, moze byé wykorzy-
stany w celu okreélenia naprezen gléwnych, jesli tylko znane
sa skladowe naprezenia o, 0, T, dla dowolnych dwéch wza-
jemnie prostopadtych plaszczyzn (rys. 12). Zaczynamy w takim

Rys. 16 przypadku od wyznaczenia punktéw D i Dy, ktére przedsta-

wiaja stan naprezenia na dwoch plaszezyznach wspélrzednych

(rys. 16). W ten spos6b otrzymuje si¢ érednice kola DD,. Przy wykreélaniu kola otrzymuje

sic naprezenia glowne o; 1 0y, kiére wyznaczone s z przeciecia okregu z osia odcigtych.
7. wykresu znajdujemy '

2
Gy = 0C+ CD = 4“_0',4;2-0_, -1-V(G‘x; Gy) +'17xy2

ot o (i, \*, _,
Oy = 0C—CD= x—z—l '*V(—i 2}) + T#J‘z

Maksymalna wartoéé naprezenia stycznego okrelona jest promieniem okregu, tzn.

1 Oy — O \F,
Tmax = “é“ (0‘1 == 0'2) = V( 2 y") + T:ryz [17]

W ten sposéb moina otrzymaé wszystkie niezbedne wlasciwoéel stanu na rezenia w punkecie,
P €

[16]

jeéli tylko znane sa trzy skladowe napreienia: o, 0y, T,

10. Stan odksztalcenia w dowolnym punkeie ciala. Gdy znane s skladowe od-
ksztalcenia &, &,, 7,, W punkcie, to mozna rmalesé wydluzenia jednostkowe w dowolnym kie-
runku i wyznaczyé zmiane kata prostego — odksztalcenie postaciowe — o dowolnym kierunku
w tymze punkcie. Podezas odksztatcania liniowy element PQ (rys. 17a) zawarty miedzy
punktami (x, ¥) i (v+dw, y+dy) ulega przemieszezeniu, Tozeiagnigeiu (lub skréceniu),
obrotowi i w konicu przechodzi w element P'()'. Skladowe przemieszezenia punktu P s ozna-

czone przez uw i v, a skladowe przemieszezenia punktu ) sa réwne

du Au dv dv
A — T A e 4 A
wt o dx -+ 9y dy; vt dx oy dy

Jedli obecnie P’ Q' (rys. 17a) przesuniemy w ten sposob, ze P’ pokryje sie na powrdt z P,
to znajdzie si¢ on w pozycji PQ" (rys. 17b), a QR i RQ" przedstawiaja skladowe przemiesz-
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czenia Q) wzgledem P. Tak wigc

du ., du . Qv . v
QR—ﬂdx-Jr@dy, RQ s—azdx—r-?@@y [a]

Skladowe tego przemieszezenia wzglednego @S, SQ' normalne do PQ" i wzdhiz PQ"”, mozna
znalezé w postaci

0S=—QRsinfl+ RQ"cos0; SQ" = (QRcosf+ RQ"sinf [b]

przy zalozeniu, ze pomija si¢ kat QPS jako maly w poréwnaniu z 6. Poniewaz krétki odcinek
0S mozna identyfikowaé z tuldem kola, kiérego érodek znajduje si¢ w punkcie P, to SQ"

P Y
P dy
Q(x+dx, y+dy)
Q.
Rys. 17

okreéla przyrost PQ. Wydluzenie jednostkowe P'Q)’ oznaczone jest przez &, i wyraza sie sto-
sunkiem SQ"'/PQ. Postugujac si¢ réwnaniami [b] i [a], otrzymujery

du dx  du dy dv dx v d
O | Pt Wil BT | il Wit |
g9 = €08 (95\3 ds+9y dS)Jrsmﬂ(ax ds+9y ds)_

du du  dv\ . d
i—éﬂcosz 0 (-9;-% 5;) sin f cos 6+ ggsing 7]
lub

&g = €, 0% 1+ y,,sin 6 cos 6 + &, sin? § [e]
Jest to wydluzenie jednostkowe w dowolnym kierunku 6.

Kat v, o ktéry obrécit sie PQ, réwna si¢ QS/PQ. Tak wiec, na podstawie [b] i [a]

o —siuﬁ(au der du dy)_l_ o (E)v dx v dy)

9% ds 9y ds e A
lub
u v 5 dv  du\ . du .
Yo = 7 cos 0+ (@5}) smﬁcosﬁ—@smzﬁ [d]

Element liniowy PT, prostopadly do PQ, tworzy z osia x kat 0+ (7/2), a jego obrét p,, =
2

okreflony jest zwiazkiem [d], jesli na miejsce 0 postawié 0 + (7/2). Poniewaz cos [0 + (7/2)] =
=—sinf, a sin[f+ (7/2)]=cosl, to otrzymamy

dv  Qul . du
(W*E) sin B cos 0 — Wcoszﬁ [e]

dv .
P oo =l —
2

dx
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Odksztalcenie postaciowe y dla kierunkéw PQ, PT okreslone jest réinica 9, — ¢, x a stad
2

dv du = dv  du . ]
Yo = (5;+ 83') (cos® 0 — sin® 0) -+ (9}7 — _Qx) 2 sin 6 cos f

lub .
Ly =%y, (cos?0 —sin?0) + (e, — &) sin  cos 0 (f)

Poréwnujac réwnania [c] i [f] z [13] zauwazymy, ze mozna je otrzymaé z [13] droga zastapie-
nia: o przez &, T Preez Yo/2, 0, PIZEL &,, O, PIZCZ &y, Ty, PTLEZ ¥/2 10 przez 0. W konsekwencji,
kazdemu wnioskowi wyciagnigtemu z réwnania [13] i dotyczacemu o oraz 7 odpowiada
wniosek z [¢] i [f] dotyczacy g, oraz ye/2. Tak wiec, istnieja dwie wartosci kata 0, ktére réznia
sie 0 90°, a dla ktérych yg jest réwne zeru. Wartosci te dane sa zwiazkiem

K tg2 0

Ex — &y
Odpowiadajace im odksztalcenia &, sa odksztalceniami gléwnymi. Moina wykreéli¢ kolo
Mohra analogicznie do tego, ktére znajduje si¢ na rys. 13 lub rys. 16, a wtedy rzedne przed-
stawiaja /2, a odciete — wartoéei &p. Odksztatcenia gléwne &y, &5 beda to algebraicznie naj-
wicksze i najmniejsze sporéd wartodei ¢, jako funkeji 6. Najwicksza wartosé Vol2 odpowiad-a:
promieniowi okregu. Tak wiec, najwieksza wartosé odksztalcenia postaciowego Vg ., Wynosi

Yomax — &1 — &2

11. Pomiar odkszialceri powierzchniowych. Odksztalcenia lub wydluzenia jed-
nostkowe na powierzchni ciata najwygodniej jest mierzy¢ za pomoca tensomeiréw elektro-
oporowych?). Najprostsza postacia takiego tensometru jest krétki izolowany drucik przy-
klejony do powierzchni ciata. Podezas rozciggania opor drucika wzrasta i w ten spos6b od-
keztalcenie moze byé mierzone elektrycznie. Efekt pomiaru zwigkszany jest zwykle droga
Lkilkakrotnego przewinigcia drucikéw w jedna i w druga strong przez cala dlugosc tensometru,
co daje szeregowe polaczenie kilku pojedynezych drucikéw. Druciki wkleja sie migdzy dwa
paski papieru i dopiero tak polaczone przykleja sie do powierzehni.

Utzycie opisanych tensometréw jest proste, gdy znane sa kierunki gléwne. Na linii kazdego
kierunku gléwnego umieszeza sie jeden tensometr i otrzymuje sig bezpoérednio porniary
£ i &,. Naprezenie gléwne o, i 0, mozna obliczy¢ na podstawie prawa Hooke’a (zwiagzki [SJ),
wiedzae, e 0, =0y, 0, =03 i, =0; ostainia réwno$é wynika z zalozenia, ze powierzchnia,
do ktérej przyczepione sa tensometry, wolna jest od obciazZen. Stad

(1—1)0;=E(e;+ve); (L—r)op= E(gy+vey)

Gdy kierunki gléwne nie sa z géry znane, to trzeba dokonaé trzech pomiaréw. Stan od-
ksztatcenia jest callcowicie okrelony, jesli mozna zmierzy¢ &, &, Yy Dogodnie jest mie]:zy'é
wydtuzenie jednostkowe w trzech kierunkach, bo pomiary tensometryczne podaja miarg
wydluzen, a nie pozwalaja bezposrednio mierzyé odksztatcenia postaciowego. Taka grupzf
pomiaréw nazywa sie ,rozeta odksztalcenia”. Za' pomoca prostej konstrukeji®) opisane;

; i . = - is“, rozdz. 51 9.
1) Szezegdlowy opis tej metody podany jest w ,,Handbook of Experimental Strees Analysis”, roz .
) Glenn Murphy: ,,J. Applied Mechanics® (Trans., A. S. M. E.), t. 12, str. A—209,1945; N. J. Hoff, tamie.

w par. 12 mozna wykredlié kolto Mohra, z ktérego odezytujemy gléwne odksztalcenia, Na
rys. 18a przedstawione sa liniami cigglymi trzy bazy pomiarowe. Linia przerywana przed-
stawia (nieznany) kierunek wiekszego z odksztalcen gtéwnych g, Kierunek pierwszego ten-
sometru obrécony jest wzgledem kierunku & o kat @ zgodnie z kierunkiem obrotu wska-
zowek zegara.

Jeéli kierunki x i ¥ z réwnan [c] i [f] p. 10 przyjete sa jako kierunki gléwne, to &, moze
byé przyjete jako e, &, — jako &, a y,, jest réwne zeru. Réwnania te mozna wige napisaé
nastepujaco:

gy = g cos?0+ gy5in?0;  Lyy=— (g — &) sinBcosl
przy czym 0 oznacza kat mierzony od kierunku &;. Réwnania te moga byé napisane w postaci
eg=3%(e1+e) +5(6p — &) cos20;  Fyp=—% (g —&)sin20

a otrzymane na ich podstawie wielkoéci — przedstawione punktem Pna olrggu kota (rys. 18c).
Jedli 0 przyjmuje wartoéé @, to P odpowiada punktowi A na okregu (rys. 18b), a przemiesz-

a) b) Iy D ¢)

£
o
2 \f\\ o = me
v TR L e
i

™

2 Y, €
Cargrd \Z‘hj/’é 6] °
a'l D
Corpa Cave €3
Rys. 18

czenie katowe osi g, jest wiedy réwne 2@. Odcieta tego punktu pokrywa si¢ ze znana war-
todcia &4 Jedli 0 przyjmuje wartoéé @ + «, to P przemieszcza si¢ w polozenie B, co odpowiada
katowi AFB = 2q, a odcigta ma znang wartosé g, , 4. Jeéli 0 przyjmuje wartodé @ + o+ B, to P,
poprzez kat BFC = 2f3, przemieszeza sig do punktu C, ktérego odcieta jest £, 5, o

Zagadnienie sprowadza sie do wykreélenia okregu, gdy znane sa omoéwione wyzej trzy
odciete 1 dwa laty & oraz f.

12. Konstrukeja kola Mohra dla odkszialcenn na podstawie rozety odksztalcen.
Przyjeta chwilowo pozioma of & wykredlona jest poziomo z dowolnego punktu O
(rys. 18Db), ktéry jest poczatkiem ukladu; na niej odklada sie pomierzone trzy odksztalcenia
€05 Eut@s Eappro D127 Otrzymane punkty prowadzi si¢ proste pionowe. Z punktu D, wybra-
nego dowolnie na prostej pionowej odpowiadajacej wartosci &, ¢, prowadzimy linie D4 oraz DC,
az do przeciecia z pozostalymi dwoma pionowymi, pod katami eif. Okrag poprowadzony przez
punkty D, A i C jest poszukiwanym okregiem. Jego érodek F' wyznaczony jest przez prze-
ciecie symetralnych odeinkdw CD i DA. Punkty A4, B, C okreslaja trzy kierunki pomiarowe.
Kat AFB jest dwukroinie wiekszy od kata ADB opartego na tuku kola 1 ma warto$é 2a,
a kat BIC wynosi 28. Tals wiec, punkty 4, B, C rozmieszezone sa na okregu pod wlasciwymi
katami i majg odpowiednie wartoéei odeigtych. Osia g, jest obecuie OF, a odleglodei od punktu
O do przeciecia z okregiem okreslaja & i &,. Kat 2& jest katem, pod jakim ponizej osi nachy-
lony jest promien KA.




13. Rézniczkowe réwnania réwnowagi. Rozwazymy obecnie réwnowage malego
prostopadloécianu o krawedziach k, & i wysokoéci jednostlowej (rys. 19). Na rysunku sa
oznaczone naprezenia dzialajace na Scianki boczne 1, 2, 3, 4 i ich dodatnie zwroty. W zwiazku
ze zmiennoécia napregen wewnatrz ciala, wartoé np. o, na 4ciance bocznej I rézni sig nieco

od wartoéci na éciance 3. Symbole a,, 6,, 7,, odnoszg
sie do punktu x, y, ktéry jest punktem érodkowym
(@y)s prostokata przedstawionego na rys. 19. Wartoéci
¢ w érodkowych punktach bokéw oznaczone sq przez
¥y rxz)d . . - Dl o s
(0)1 (03 itd. Poniewaz powierzchnie $cianek sa
B bardzo mate, to odpowiadajace im sily otrzymuje si¢
7 przez pomnoZenie wartosci naprezert w punktach
(0, )3 - (Ol &rodkowych 7 ierzchnig éci kid
przez powierzchnig $cian, na kiore
drzialajal).

Sily masowe, dzialajace na prostopadlodcian,
pomijane jako male wyzszego rzedu przy rozpatry-
(oye waniu réwnowagi graniastostupa tréjkatnego (rys.
Rys. 19 12), musza byé obecnie wziete pod uwage, ponie-

wazich wielkoéci sa tego samego rzedu co i skladniki

X

(Z'xy}‘;

2 )

'rtxy)‘z

spowodowane zmiennoécia skladowych naprezen, ktére wladnie sq rozwazane. Jedi X1 Y
oznaczaja sldtadowe sily masowej odniesione do jednostki objetosci, to réwnanie réwnowagi
.

dla sil dzialajacych w kierunku « ma postaé
(Ux) l'l': B (Gx) 3k + (Txy) Zh - (Txy) 4h + -Xh‘k o= O
lub po podzieleniu przez hk
(04)1 — (03)s s (Tw)2 ; (Tw)s deref)

h

Jedli obecnie przyjmiemy, Ze prostopadloécian maleje w sposob ciagly, tzn. e h—=0 i k>0,
to granica stosunku [(0,); — (0,)s]/h bedzie da,/dx, co wynika z definicji pochodnej czastlko-
wej. Podobnie [(7,,) +(7,,)4l[k dazy do 97,,/dy. Réwnanie réwnowagi sit w kierunku y
otrzymujemy w taki sam sposéb. Tak wiec

ox Ay (18]

W zastosowaniach praktycznych zwykle jedyna sila masowa jest cigzar ciala. Wtedy réwnania
[18] przy zalozeniu, Ze 0 ¥ skierowana jest w dol, a ¢ oznacza masg na jednostke objgtosei,

przyjmuja postaé

do; | Ty

ax  dy [19]
do, Ity ,
9_’}" + ax T QCJ )0

1) Przy bardziej Scistych rozwazaniach nalezy wprowadzié sktadniki wyzszego rzedu, ktére znikaja w warunkach
granicznych.

Otrzymane réwnania sa rézniczlcowymi réwnaniami réwnowagi dla zagadnien dwuwymia-
rowych. '

14. Warunki brzegowe. Réwnania [18] lub [19] musza byé spelnione we wszystkich
punktach wewnatrz ciata, Skladowe naprezenia zmieniaja sig od punktu do punktu we wne-
trzu tarczy; osiagajac brzeg musza one pozostawaé w réwnowadze z sitami zewnetrznymi na
brzegu tarczy i dlatego sily zewnetrzne moga by¢ uwazane za przedluZenie rozkiadu napre-
zern wewnetrznych., Wspomniane warunki réwnowagi na brzegu mozna otrzymaé z réwnaii
[12]. Przyjmujac maly tréjkatny graniastostup OBC (rys. 12) w taki sposob, by écianka BC
pokrywata sig z brzegiem tarczy, jak to pokazano na rys. 20, i oznaczajac przez X oraz Y
skladowe sit powierzchniowych odniesionych do jednostki powierzchni w tym punkeie,

mamy

X=lo, + mr,, [20]
Y= ma, + I,

gdzie 1 i m sa cosinusami kierunkowymi normalnej do brzegu V.

W przypadku szczegblnym tarczy prostokatnej, osie wspélrzgdnych przyjmuje si¢ réwno-
legle do jej bokéw i warunki brzegowe [20] moga ulec uproszezeniu. Przyjmijmy np., ze kra-
wed# tarczy jest réwnolegla do osi x. Tarcza ma wtedy normalng
N réwnolegta do osi y oraz [=0, a m=41. Réwnania [20] 2
przyjmuja wigc postaé

X=x1, Y==o, n
N

' an}k dodatni przyjmujemy wtedy, gdy zwrol normalnej & ¥
N jest zgodny ze zwrotem osi y, a ujemny — gdy zwroty sa Rys. 20
przeciwne. Widaé z tego, ze skladowe naprezenia na brzegu staja
sie réwne sldadowym sil powierzchniowych odniesionych do jednostki powierzchni brzegu.

15. Réwnania ciaglosci odksztalcen. Zadaniem teorii sprezysto$ci jest zwykle
okredlenie stanu naprezenia w ciele poddanym dzialaniu okreflonych sit. W przypadku
dwuwymiarowym nalezy rozwigzaé uklad rézniczkowych réwnan réwnowagi [18], przy czym
rozwigzanie musi spelniaé warunki brzegowe [20]. Powyisze réwnania, wyprowadzone na
podstawie réwnan statyki ciala doskonale sztywnego i zawierajace trzy skladowe naprezenia
Oy Oy OT2Z Ty, nie wystarczajg do okredlenia tych skladowych. Zagadnienie jest statycznie
niewyznaczalne i celem otrzymania rozwigzania nalezy dodatkowo rozwazyé odksztalcenie
sprezyste ciala.

Matematyczne sformutowanie warunku zgodnodci rozkladu naprezen z istnieniem cig-
glych funkeji u, v, w, okreslajacych odksztalcenie, otrzymamy z réwnan [2]. W przypadku
zaga.ch-iieﬁ dwuwymiarowych wystarcza rozwazyé jedynie trzy skladowe odksztalcenia, a mia-
nowicie:
du v du v

= Ey:@, ny:—a?‘i—g [a]

Powyisze trzy skladowe odksztalcenia wyrazone sy przez dwie funkeje u i v, a wiee nie moga

Ex

byé przyjmowane dowolnie i istnie¢ musi miedzy nimi pewien zwiazek, ktéry mozna latwo
wyznaczyé postugujac sie réwnaniami [a]. Rézniczkujac dwukrotnie wzgledem y pierwszy



76 zwiazkow [a], drugi — dwukrotnie wzgledem x, a trzeci — jednokrotnie wzgledem x i jed-
nokrotnie wzgledem y, znajdujemy
e, 9 _ 3ty
dy: 1 9a? dxdy

[21]

Powyiszy zwiazek rémiczkowy nazywa si¢ warunkiem ciaglodci odksztalcen i musi byé spel-
niony przez skladowe odksztalcenia, co zapewnia istnienie funkeji © 1 v powiazanych z nimi
pwiazkami [a]. Wykorzystanie prawa Hooke’a (réwnania [3]) pozwala przeksztalcié warunek
[21] w zwiazek miedzy skladowymi naprezenia.

W przypadku plaskiego rozkladu naprezenia (par. 7), réwnania [3] upraszczaja sig do

postaci
i 1
= 5 (o, —voy); &= 7 (oy — v0y) [22]
1 214w
'ny = 'E Txy == T)_ Txy [23]
Po podstawieniu do réwnania [21] znajdujemy
92 J? %z,
(00— 0) + 55 (0 =909 =2(149) 5.2 (b

dy? P dx y
Przez wykorzystanie réwnai réwnowagi réwnanic powyzsze mozna napisa¢ w innej postaci.
W przypadku, gdy ciezar ciala jest jedyna sila masowa, po zrdzniczkowanin pierwszego z row-

nan [19] wzgledem #, a drugiego — wzgledem y i dodaniu ich do siebie, znajdujemy

921, 920, 9,

%y  axt  dy?

Podstawienie do réwnania [b] sprowadza réwnanie cigglosci odksztaleenn wyrazone przez
naprezenia do postaci

% a2\ 7
5, La)=0 24,
(9:\72 ‘* 93’2) (GX G)) [ 1
Postepujac w ten sam sposéb z ogélnymi réwnaniami réwnowagi [18], otrzymujemy
d2 92 X oY
N — (14 i 9
(8x2 0z 93/2) (0:+0y) (1+9) ( ax | 9y ) [25]

W przypadku plaskiego stanu odksztatcenia (par. 8) mamy
o,=v(o,+0)

a z prawa Hooke’a (réwnania [3]) wynika

g, = ;_, [(1 =)o, —v(1+7) )
’ [26]
By -};—, [(1 =220, —»(1+) 0l

Podstawiajac powyzsze zwiazki do réwnania [21] i korzystajac, jak poprzednio z réwnan
réwnowagi [19], dochodzimy do wniosku, Ze réwnanie ciaglosci odksztalceri obowigzuje
takze w praypadku plaskiego stanu odksztalcenia. Dla ogdlnego przypadku sit masowych
na podstawie réwnaii [21] i [18] otrzymujemy réwnanie ciagloéei odksztatcen w nastepujacej

9724_2 o) — 1 dxX 9Y
a2 ' 9y? CERE i 1=y a‘#@; [28]

Réwnania réwnowagi [18] lub [19], facznie z warunkami brzegowymi [20] i jednym z po-

postaci

danych wyzej warunkéw ciagloéel odksztaleent, daja nam uklad réwnarn, ktéry wystarcza zwykle
do calkowitego okredlenia rozkladu naprezen w zagadnieniu dwuwymiarowym?). Przypadki
szczegblne, w ktérych konieczne sa pewne dodatkowe rozwazania, beda omdwione pézniej
(par. 39). Warto podkresli¢, ze w przypadku stalych sit masowych réwnania okreélajace
rozldad naprezef nie zawieraja statych sprezystosei materialu. Wynika stad, ze rozklad na-
prezen jest taki sam dla wszystkich materialéw izotropowych, jeéli tylko uklad réwnan wy-
starcza do calkowilego okredlenia naprezen. Wniosek ten ma duze znaczenie prakiyezne;
zobaczymy pézniej, ze¢ w przypadku materialéw przezroczystych takich, jak szklo lub ce-
luloid, mozna okreélié rozklad naprezen metoda optyczna postugujac si¢ $wiatlem spolaryzo-
wanym (par. 42). Z powyiszego oméwienia wynika, ze wyniki eksperymentalne otrzymane
dla materialéw przezroczystych moina w wiekszoéei przypadkéw zastosowaé bezposrednio
do kazdego innego materialu, takiego jak stal.

Nalezy réwniez zauwazyé, ze przy stalych silach masowych réwnanie ciagloéei odksztal-
cen [24] jest wazne dla obu przypadkéw: plaskiego stanu odksztalcenia i plaskiego stanu na-
prezenia. Zgodnie z Lym, rozklad naprezen w obu tych przypadkach jest taki sam, pod wa-
runkiem, ze sily zewnetrzne i ksztalt brzegu sa takie same?).

16. Funkcja naprezen. Pokazaliémy, Ze rozwiazanie zagadnienia dwuwymiarowego
sprowadza sie do calkowania réwnan rézniczkowych réwnowagi lacznie z warunkiem cig-
glodci odksztalcert i warunkami brzegowymi. Jesli zaczniemy od przypadku, gdy jedyna
sila masowa jest ciezar ciala, to nalezy spelnié¢ nastepujace réwnania (patrz réwnania [19]

i [24]):

Jo, i Ty ~0
dx dy a
[a]
day 0Ty .
@ -+ 5;‘ +og = 0
gt 9t .
i 9J_2 (o +a)=0 [b]

do ktérych trzeba dodaé warunki brzegowe [20]. Réwnania te rozwiazuje sie zwykle przez
wprowadzenic nowej funkeji, zwanej funkcjq naprezen?). Jak latwo sprawdzié, réwnania [a]

) Dla plfts!(lcgo stanu naprezenia warunki ciggloéei odksztalcen sa inne niz [21] i nie sa spelnione na skutek
naszych zalozedn, W par. 84 pokazano jednak, e mimo to metoda niniejszego rozdzialu daje dobre przyblizenia
ar. 8 jszeg j p17y
w p;‘?.ypadku tarcz cienkich.
- ) 7St\'¥'lefdzenie.tu moe ulec modyfikacji w przypadlen, gdy tarcza lub walec maja otwory. Takic zagadnienie
111023(', byé poprawnie rozwigzane jedynie przez laczne rozwazenie naprezen i przemieszezen. Patrz par. 39.
) Funkeje te byly zastosowane do rozwiazywania zagadnier dwuwymiarowyeh przez G. B. Airy: ,,Brit. Assoc.
Advancement Sci. Rept.”, 1862 i nazywane sa niekiedy funkcjami naprezen Airy’ego.

[3%al




spehione sa przez prazyjecie funkeji @ zaleinej od x i y oraz nastepujacych wyrazen na skla-
dowe naprezenia:

9% D o 2D [29]

0= Qyz —08Y; Gy = a2 —e8Y; T 95\.9_}’
W ten sposéb mozemy otrzymaé caly zbiér rémych rozwiazan rownan réwnowagi [a]. Po-
prawnym rozwiazaniem zagadnienia jest to, ktére spelnia réwniez réwnanie ciaglodei od-
ksztatcent [b]. Podstawiajac do réwnania [b] jako skladowe mnaprezenia wyrazenia [29], do-
chodzimy do wniosku, ze funkcja naprezent @ musi spelnia¢ réwnanie
LD e D 0

2

i 30
ot T2 Taray T 9yt (0]

Tak wiec rozwigzanie zagadnienia dwuwymiarowego, gdy ciezar ciala jest jedyna sita masowa,
sprowadza sie do znalezienia takiego rozwigzania réwnania [30], ktére spelnia warunki brze-
gowe zagadnienia [20]. W nastepnym rozdziale powyisza metode zastosujemy do rozwigzania

kilku przykladéw o znaczeniu praktycznym.

Rozwazmy obecnie ogdlnicjszy przypadek sit masowych, o ktérych zalozymy, ze posiadaja potencjal. Wiedy
skladowe X i ¥ w réwnaniach [18] dane sa zwiazkami

__oF
- Jx
- []
Y= ——+—
dy
w ktérych ¥ oznacza funkeje potencjalu, Réwnania [18] przyjmuja postaé analogiczna do [a]
J ., At ¢
ﬁ(ax— )<k By = 0
d ITay
@(Gy— )+ P =0
i moga byé spelnione przez przyjecie
= 2D ke . LX)
Ox — V='33T; gy — = Ty= — %3y [31]

gdzie @ jest funkcja naprezen. Podstawiajac wyrazenia [31] do réwnania ciagloéci odksztaleen [25] dla plaskiego
stanu naprezenia, znajdujemy

HP M Mo LN N
.o LLELES A - e il 8 2
oxt .2 x® y? + ayt (1 —1) ( ox2 +. oy? ) [32]

Analogiczne réwnanie moina otrzymaé dla przypadku plaskiego stanu odksatalcenia.

Gdy sily masowe sa po prostu cigzarem, to potencjal F'= —pgy i prawa strona réwnania [32] sprowadza sig
do zera. Prayjmujac rozwiazanie réwnania [32] lub [30] w postaci @=0 ohzymujemy na podstawie zwigzkow
[31] lub [29] nastepujacy rozklad naprezen:

O,=—08Y; Oy= —08Y; Ty=0 [l

Jest to jeden z mozliwych stanéw naprezenia wywolanych grawitacja i okresla dwuwymiarowy rozklad cidnienia
hydrostatycznego pgy z wartoscia zerowa dla y=0. Stan ten moze istnieé w plycie lub waleu pod warunkiem, ze
na brzegu sa przylozone odpowiednie sily. Z rozwazan elementu brzegowego przedstawionego na rys. 12 wynika
(na podstawie rownat [13]), ze na brzeg musi dzialaé cisnienie normalne ogy, a wartodé naprezenia stycznego

musi byé réwna zeru. Jeéli plyta lub walee podparte sa w inny sposob, to musimy na ten stan nalozyé ujemne
normalne cisnienie brzegowe — ggy i nowe sily podporowe. Oba uklady sil beda w réwnowadze, a okreélenie
ich wplywu jest zagadnieniem jedynie sit brzegowych, bez udzialu sit masowych?).

ZADANIA

1. Pokazaé, ze réwnania [12] pozostaja w mocy, gdy element pokazany na tys. 12 podlega przyépieszeniu.
2. Wyznaczyé graficznic odksztalcenia gléwne i ich kierunki na podstawie rozely pomiaréw
ep=210"% 2, 4=13510"% 5,4 p4 ¢=0951077 emfem, w ktorej o= ff = 45°,
3. Pokazaé, 7e te elementy liniowe w punkcie x, ¥, ktdre podlegaja najwiekszemu i najmniejszemu obrotowi,
poloione sa w dwéeh prostopadiych kierunkach 0 okreflonych réwnaniem

gg— (S0 __3u\ /(3  3u
fgab= dy = ox = dy

4. Naprezenia w obracajace] sig tarczy (o gruboéci jednostkowej) mozna uwaza¢ za wywolane sitami odérodko-
wymi traktowanymi jako sily masowe w nieruchomej tarczy. Wykazat, ze te sily
masowe pochodza od potencjalu ¥ = —1 pw?(x* 4 y%), gdzie p oznacza gestoéé,
a w — predkoéé katowa obrotu (wzgledem poczatku ukladu).

5. Tarcza o osi poziomej posiada naprezenia grawitacyjne opisane zwigzkami [d]
w paragrafie 16. Zrobié szkic, na ktérym uwidocznione beda silty brzegowe wywolane
ciezarem tarczy. Na innym szkicu przedstawié pomocnicze zagadnienie sit brzegowych,
ktére nalezy rozwiazaé, gdy ciezar jest calkowicie przenoszony przez pozioma powierz-
chnie, o ktéra opiera sie tarcza.

6. Walec o osi poziomej poddany jest dzialaniu naprezen grawitacyjnych opisanych
zwiazkami [d] w par. 16. Jego kofice umieszczone sy miedzy gladkimi sztywnymi

plaszezyznami, ktére zapewniaja istnienie plaskiego stanu odksztalcenia. Naszkicowad
sity dzialajace na koficach i na powierzchni bocznej walca.
7. Postugujac sie zwiazkami miedzy odksztalceniami i naprezeniami oraz za-
leinoSciami [a] z par. 15 pokazaé (sa pomoca réwnaf réwnowagi [18]), e przy braku sit masowych prze-
mieszezenia w zagadnieniach plaskiego stanu naprefenia muszq spelniaé réwnanie

Pu  Pu 14+» @ (Ju b
P2 g2 T—w dx\dx ' dy

i drugie, podobne réwmanie.

8. Rysunek przedstawia tréjkatny wystep na tarczy znajdujacej si¢ w plaskim stanie naprezenia (plaszezyzna.
napreefi pokrywa sie z plaszezyzna kartki). Krawedzie wystepu wolne sa od sil. Sprawdzié, ze w wierzchotku
trojkatnego wystepu nie dzialaja zadne naprezenia. (Nie mozna wyciagnaé takiego samego wniosku dla wyeigé
w ciele)

1) To zagadnienie i ogélny przypadek potencjalu, przy ktérym znika prawa strona [32], oméwil M. Biot,
1. Appl. Mech., 1935, str. A—41.




