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METODY NUMERYCZNE: INSTRUKCJA 3
METODY ITERACYJNE
Na tych laboratoriach skupimy sie na rozwigzaniu uktadu:
Ax =10

Naszym celem bedzie wigc napisanie funkcji Solve zastepujacej funkcje Gauss.
Nie bedziemy jednak tego ukladu rozwiazywaé¢ metoda bezposrednia, taks jak
eliminacja Gaussa, ale metoda iteracyjna. Tzn: bedziemy konstruowaé kolejne
przyblizenia (™ dokladnego z, takie ze b — Az(™ bedzie coraz blizsze zeru.

r =b— Az(™ nazywamy residual’em.

Zadanie 1 Policz residual. Nastepnie policz i wysSwietl jego norme: ||r| =
VrTr (napisz funkcje liczqgcq norme wektora norm(double *,int) ). lle wy-
nosi ta norma przed i po rozwigzaniu ukiadu metodg eliminacji Gaussa?

1 Na glupa
Pierwszym pomystem na iteracyjne rozwiazywanie byloby postawienie:
2D = () 4y
Gdzie p jest ,,poprawka’ w iteracji. Latwo sprawdzi¢, ze idealne p byloby réwne:
p=A"lr

Jednak nie mamy A~! (w tym rzecz). Zamiast niej uzyjemy M !, gdzie M
bedzie przyblizeniem A. Macierz M ~! nazywamy preconditioner’em. Na po-
czatek zamiast rozwiazywaé peten uktad, pominiemy wiekszosé jego elementéw:

Aupr +Awp: +Aipr +0 FALp, =711
Aoipr +Agps  +Aospr - HAoup, =12
+¥41’>/7/)n =73

Aszipr +Azops +Aszpr -

Apipr +An2p2 +Apspr 0 +HApaPn =Tn
Co daje nam prosty wzor na p:
1
Di = Tu

Jest to réwnowazne z wzieciem za M diagonalnej czesci A. Ten prosty schemat
iteracji, z powyzsza poprawka nazywamy metoda Jacobiego.

T
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Zadanie 2 Zaczynajec od x = 0 powtarzaj tg prostg iteracje (np. 1000
razy). W kazdej iteracji wyswietlaj norme residualu, a takze wywolaj funkcje
draw_residual (double) by wykonaé wykres zbieznosci.

Tak wykonana iteracja si¢ nie zbiega. Wprowadzmy wspélczynnik, ktéry ,,przy-
ttumi” wykonywane iteracje:

N (OB

Zadanie 3 Sprawd? zbieznosé tego schematu przy réznych «. Sprawdz 0.5, 0.9,
1.1:72.

Zadanie 4 Wydziel z funkcji Solve cze$¢ odpowiedzialng za mnoZe-
nie przez A: Mult(doublex* A, doublexx, doublex r) i preconditioner:
Precond(double** A, double*x, doublex* p)

Sprébujmy poprawi¢ nasz schemat biorac lepszy preconditioner. Zauwazmy,
ze liczac ps mamy juz obliczone p; i mozemy go uzyé. Tak wigc nie musimy
pomija¢ elementéow uktadu ,pod diagonala”:

Aupr +HAwps +HAnpr 4o FALp, =11
Aoip1 +Ageps +HAospr 4 HAsp, =1
Asipr +Aszepy +Aszpr o +FAzp, =73
Anlpl +An2p2 +An3p1 +--- +Annpn =Tn

Co daje nam prosty wzor na p:

i1
1

pi= o (ri— > Aijpy)
17 ]:1

Gdy a =1 schemat taki nazywamy Metoda Gaussa-Seidla.

Zadanie 5 Wyprobuj nowy wzor na p, znéw sprawdzajgc rézne .

Schematy z o > 1 nazywamy metodami Successive Over-Relaxation (SOR).

2 Dobieramy «

Widaé¢ wyraznie, ze zbieznos¢ bardzo zalezy od « i jasnym jest, ze najlepiej
bytoby dobieraé¢ ten wspdtczynnik w kazdej iteracji. Zauwazmy ze residual po
iteracji wynosi:

F=r—adp
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Sprobujmy zminimalizowaé kwadrat normy tego residualu:
17 = (r — adp)? (r — adp) = rTr — 20T Ap + o*(Ap)T Ap
Liczac pochodna po o mamy:
—rT Ap + 2a(Ap)TAp =0
Ostatecznie:
rT Ap

o= —-

(Ap)T Ap
Schemat z takim « nazywamy metodg MINRES.

Zadanie 6 Oblicz wektor Ap. ZauwaZ, ze wyrazenie a’b to iloczyn ska-
larny dwdch wektoréw a™b = a - b. Napisz funkcje liczgcq iloczyn skalarny
skal (double*, doublex, int) i oblicz a z powyzszego wzoru. Sprawdz zbiez-
nosé przy takim «.

3 Wycinamy nadmiary

Przez q oznaczmy poprawke z poprzedniej iteracji. Mozna powiedzieé¢, ze w
nastepnej iteracji nie chcemy ,straci¢” tego co ,zyskaliSmy” w poprzednie;j.
Dlatego za nowa poprawke wezmiemy p — 8q. Teraz wzér na nowy residual
bedzie:

P =r—aA(p—fq)

Zadanie 7 Wypisz wzor na #1+ i zrézniczkuj go po 3. Wylicz B przyjmujgc,

ze rT Aq =0 (to wynika z poprzedniej iteracji).
Zadanie 8 Zmodyfikuj iteracje wg. schematu:
o oblicz residual
e obliczp=M"'r
e jezeli to nie pierwsza iteracja: oblicz B i nowg poprawke: p =p — q
e oblicz a
o wylicz nowe rozwigzanie r = T + ap

e zachowaj poprawke q = p (oplaca sie tez zachowaé Ap)
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4 A jesli A jest symetryczna i dodatnio okre-
Slona ...

W naszym przypadku mozemy wykorzystaé fakt, ze macierz A jest symetryczna
i dodatnio okreélona. Wtedy zamiast minimalizowaé¢ r”r mozemy minimalizo-
waé pewien specjalny funkcjonal:

1
ol Az — b2
2
Pytanie: Jakie fizyczne wyjasnienie maja nastepujace rzeczy w naszym przy-
padku:
e Czym jest powyzszy funkcjonal?
e Dlaczego A jest symetryczna?

e Dlaczego A jest dodatnio okre$lona?

Zadanie 9 Podstaw w powyzszym wzorze x = ™ + ap, zrézniczkuj i wylicz
. Zauwaz, ze %xTAx — T2 = const + %(ap)TA(ap) —rT(ap).

Zadanie 10 Analogicznie jak poprzednio, podstaw x = (™ + a(p — Bq), 2réz-
niczkuj i wylicz B.(tym razem ¢'r =0)

Zadanie 11 Zastosuj dokladnie identyczng iteracje zamieniajgc jedynie o i 3
1 zbadaj zbieinosé.

Schemat taki nazywamy metoda gradientu sprzezonego — Conjugate Gra-
dient Method (CG).

Uwaga: Aktualnie zbiezno$¢ jest bardzo staba. Wynika to z faktu, ze choé¢ A
jest symetryczna to preconditioner z metody Gaussa-Seidla M ~! juz nie jest.

Zadanie 12 Zbadaj zbieino$¢ z preconditionerem diagonalnym, lub wyraze-
niem p = r (brakiem preconditionera).

Uwaga: Metode Conjugate Gradient mozna zaimplementowa¢ w bardziej
yLzwartej” formie. Taki schemat mozna znale$¢ na wikipedii, badz w notatkach
z wyktadu.



