WYKLAD 3
CALKOWANIE NUMERYCZNE




Motywacja

Wiele spotykanych w praktyce calek nie moze by¢ obliczona analitycznie lub ich Sciste
obliczenie jest bardzo pracochtonne. Z drugiej strony, bardzo czesto wystarczy znac
jedynie przyblizong (w rozsadng doktadnoscig) wartos¢ calki. W takich sytuacjach
pomocne jest wykorzystanie metod catkowania numerycznego 1 przerzucenie pracy na
komputer.

W tym wyktadzie zapoznamy si¢ z podstawowymi metodami przyblizonego obliczania
catek oznaczonych funkcji jednej zmiennej, tj. catek postaci

| = jb F (x)dx

Bedziemy zaklada¢, ze funkcja f jest przynajmniej ciggta w domknietym przedziale [a,b]
(oznacza to automatycznie, ze funkcja f jest ograniczona w tym przedziale). Metody
przyblizonego obliczania takich catek nazywac¢ bedziemy ogdlnie kwadraturami.




Metoda punktu Srodkowego

A

y

a c=(a+b)/2 b

Metoda trapezow

h

Y

Jest to bardzo prosty pomyst przestawiony na rysunku
po lewej. Odpowiednia reguta obliczania catki na
postac

=1, =(b-a)f(c) , c=(a+b)/2

Metoda trapezow to kolejna prosta i naturalna metoda
przyblizonego obliczania calki oznaczonej. Wzor tej
metody ma postac

I, =4(b-a)[f (@) + f (b)]

Jest to najprostszy wariant metody interpolacyjnej:
calkowana funkcja jest aproksymowana funkcja
liniowa, ktorg catkujemy analitycznie.




Metoda Simpsona

A

%
<)

a c=(a+b)/2

Wprowadzajagc punkt Srodkowy mozemy

aproksymowac funkcje calkowang
wielomianem interpolacyjnym 2-ego stopnia.
Nastepnie wielomian ten catkujemy

analitycznie, czego efektem jest formuta
Iy =5(b-a)[f(a)+41(c)+ (b)]

gdziec =(a + b)/2.




Kwadratury Newtona-Cotesa

Uogoblniajgc idee metody trapezéw mozna skonstruowa¢ bardziej ztozone kwadratury
Interpolacyjne. W tym celu wprowadzamy wigkszg liczb¢ réwno rozmieszczonych
weztow w przedziale, wyznaczamy wielomian interpolacyjny 1 calkujemy go analitycznie.

Ogolna formuta ma postac

() =] Fdx= [ P,(x)dx =1,(f)

gdzie symbol P, oznacza the wielomian interpolacyjny n-tego stopnia.

Wiemy juz (Wykiad nr 1), ze wielomian ten moze by¢ wyznaczony np. metoda
Lagrange’a. Mamy wowczas

Pn(x>=§f(xk>lk(x)




Wobec tego, ogolna formuta kwadratury Newtona-Cotesa moze by¢ zapisana w postaci

(D=3 [L000x ) 105) = a1, 1(x)

ay

gdzie
= [, ().




Dokladnos¢ metod calkowania numerycznego

Kluczowym pytaniem jest jak doktadny jest wynik catkowania otrzymany za pomoca tej
czy innej metody. Aktualnie zaymiemy si¢ tym wiasnie problemem.

Zacznijmy od metody punktu sSrodkowego. Stosujac twierdzenie Taylora mozemy
napisa¢ wzor

f(X)=f(C)+ F'C)(x—C)+4 F"(R)(x—C)? , Re[a,b]

Catkujac powyzszg rOwnos¢ otrzymamy

J, f00dx=(b-a) F(c) + £/(e) [ (x—22)dx + 4 £ R0O](x ~0) 0=

v bf

=1y +4 F(E)(b-a)’




Do obliczenia trzeciej catki zastosowaliSmy twierdzenie o wartosci sredniej w nastepujacy
sposob

[HR001 (x=0) dx = T & 1 (x—0)dx=1 T"(£)b—a)’
a - f a

nieujemne wla,b] twierdzenie o pewien
wart. sredniej punkt
w([a,b]

Analogiczne rachunki mozna przeprowadzi¢ dla metody trapezow. Wykorzystamy
udowodnione w Wyktadzie 1 twierdzenie o aproksymacji wielomianem interpolacyjnym.
Dla wielomianu liniowego jego teza sprowadza si¢ do formuty

F(x) =P (x)+3 T IX(X)](x-a)(x-b)

Symbol P; oznacza tu funkcje liniowa interpolujgca wartosci funkcji catkowanej na
koncach przedziatu [a,b], a X jest pewnym punktem z [a,b], na ogo6t zaleznym od X.




Catkujemy otrzymang rOwnos¢

[Cfo0dx=1(£)+3 ], FTRO01(x—a)(x—b) dx =

niedodatnie w[a,b]

= 1L (£)+3 (O (x-a)(x-b)dx= I ()~ & F"(£)(b-a)’

Zauwazmy, ze z otrzymanej formuly dla btedu wynika poprawny wniosek, ze metoda
trapezOw zawyza warto$¢ catki dla funkcji wypuktej w [a,b] (" >0) i zaniza warto$¢
catki dla funkcji wklestej (" <0).

Analiza dokladnosci metody Simpsona moze by¢ przeprowadzona analogicznie.
Szczegoly pomijamy, bowiem rachunek jest do$¢ pracochtonny. Odpowiednia formuta ma
postac

2 (dx=15(F) =z £ ()0~ 2)°




Zauwazmy, ze w wyrazeniu na btad catkowania metody punktu srodkowego 1 metody
trapezOw pojawia si¢ wartoS¢ 2-e¢j pochodnej funkcji calkowane] w pewnym punkcie
wewnetrznym. Fakt ten pozostaje w zgodnosci z obserwacja, ze obie te metody dajg Scisty
wynik dla wielomianow stopnia nie wigkszego niz 1 (funkcji statych lub liniowych). Z
drugiej strony wynik catkowania dla wielomianow stopnia drugiego 1 wyzszych obarczony
bedzie pewnym btedem. Mowimy, Ze metoda punktu Srodkowego i metoda trapezow to

metody 1-ego rzedu.

Poniewaz analogiczne oszacowanie dla metody Simpsona zawiera 4-t3 pochodng, wzor
Simpsona jest Scisty dla wielomiandw stopnia nie wigkszego niz 3. Wnioskujemy z tego,

ze metoda Simpsona jest 3-ego rzedu.




Jaka jest ogolna reguta?

Otoz w ogolnosci rzad Kkwadratury typy Newtona-Cotesa
(zamknietej, tj. uzywajacej punkty koncowe przedzialu jako
wezly interpolacyjne) wykorzystujace;j aproksymacje
wielomianem interpolacyjnym stopnia n (czyli opartej na n+l
wezlach) jest rowny:

e N, gdy liczba n jest nieparzysta (np. metoda trapezow)

e N+1, gdy liczba n jest parzysta (np. metoda Simpsona)




Kwadratury zlozone

Znaczaca poprawe dokladnosci catkowania mozna osiggnaé stosujagc kwadratury
zlozone. Pomyst jest banalnie prosty: zamiast stosowa¢ formute danej metody globalnie
do calego przedziatu [a,b], dzielimy ten przedzial na pewna liczb¢ podprzedziatow,
stosujemy metode w podprzedziatach, a otrzymane wyniki czesciowe sumujemy.

Pomyst ma uzasadnieniec w postaci znanej wlasnosci calki oznaczonej. Mianowicie,
wprowadzajac podziat przedziatu [a,b] punktami

a=X; <X <X, <..<X ;<X =D

mozemy napisac
L Xk41
=" f(0dx=Y [ f (x)dx
a k=0" "

W ten oto sposéb mozemy skonstruowaé np. zlozona metode punktu sSrodkowego. Jej
formuta bedzie okreslona nast¢pujaco

n-1
Izll(]/l(f):kz(;f(ck)(xku_xk) G =X +X%.1)/2 , k=0,1.,n-1




Jesli wprowadzone punkty wewnetrzne dziela przedzial [a,b] na podprzedzialy roéwnej
dhugosci to powyzsza formuta sprowadza si¢

n-1

1L(f)=hY f(c) , h=(b-a)/n, ¢, =x +h/2=a+(k+4)h , k=0,1,.,n—1
k=0

Mozna pokazac, ze blad calkowania w te] metodzie opisuje wzor

£l =], T000x -1, =% TO0-ah* , ¢efab]

Jasnym jest, ze zlozona metoda punktu Srodkowego jest Scista nadal jedynie dla
wielomianow stopnia nie wyzszego niz 1. Nie to jest jednak teraz najwazniejsze, lecz fakt,
ze blad calkowania , kurczy si¢” wraz z kwadratem dlugosci odcinkow na ktore
podzieliliSmy przedzial [a,b].




W analogiczny sposéb skonstruowa¢ mozna ztozona metode trapezow (vide obrazek).

A
y
4 Y,
Yo V.
| 1
X, T X, X, X,.. _—

Jej ogolny wzor ma postac

[

n

L~ 17(T) =D s[T (%) + T (X, )] (X1 = X)

k=0

W przypadku rownomiernego podziatu przedziatu catkowania otrzymujemy

10 (f) = %f(xo>+:zjf<xk)+%f<xn) h




Formuta dla btedu catkowania ztozong metodg trapezéw ma postac
b
EN = ja f(x)dx— 1" =—3 f"(&)(b-a)h? , £e[a,b]

Widzimy, ze ztozona metoda trapezéw dawacé bedzie wynik podobnej ,,jakosci” co
ztozona metoda punktu srodkowego. W szczegdlnosci, w obu metodach btad catkowania
jest proporcjonalny do h?.

Warto wspomnie¢, ze zlozona metoda trapezow jest szczegollnie uzyteczna do
obliczania calki z funkcji okresowej w przedziale o dlugosci rownej okresowi tej
funkcji. Wowczas bowiem btad catkowania znika z h w potedze réwniej rzedowi

najwyzszej periodycznej pochodnej jaka posiada funkcja catkowana. W szczegolnosci,

jesli funkcja catkowalna jest gladka (tj. klasy C™) to blad znika z tempie szybszym niz
jakakolwiek potega h — mowimy wowczas, ze zlozona metoda trapezoOw osigga

spektralng zbieznos$¢.




Na koniec zapoznajmy si¢ z 0gdlng formuty ztozonej metody Simpsona

:)
H

12(F)= > F (%) +4T (0 + T (%, )04 = %)

0

;\_
Il

c, =5(X +X%X.,) , k=0,1,.,n-1

W przypadku podziatu rownomiernego, formuta ta moze by¢ zapisana w postaci

12(F)=3h| £ (%) + 235 £ () 143 F () + F () |-

i i b—a
Xj =a-+ Jh : j:O,l,..,Zn : h:T

Oszacowanie bledu catkowania dla ztozone; metody Simpsona 2z podzialem
rOwnomiernym podaje nastepujgcy wzor

:ﬁf(x)dx—'%—ﬁf'V(é)(b—a)h“ . Eefab]




Widzimy, ze blad calkowania maleje tym razem proporcjonalnie az do 4-ej potegi
dhugosci odcinka podzialu! Metoda ta daje bardzo dobrg dokladnos¢ przy rozsadnej

licznie podziatow.

Warto réwniez wspomnie€, ze innym sposobem uzyskania bardzo doktadnych wartosci
calki dla funkcji o wysokim stopniu regularnosci (tj. posiadajacych ciggte pochodne
wysokiego rzedu) jest zastosowanie rekurencyjnego poprawiania wyniku uzyskanego

metoda trapezoéw — procedura ta znana jest pod nazwa algorytmu Romberga.




Calkowanie metoda Gaussa

Omowimy teraz inng, bardzo popularng metode przyblizonego obliczania calek zwang
Metodg Gaussa-Legendre’a (MGL). Zaczniymy od prostego spostrzezenia, ze catka w
przedziale [a,b] moze by¢ transformowana do catki w ,,standardowym” przedziale [-1,1]
droga lintowej zamiany zmiennych.

Istotnie

. x=1a(l-t)+ib(l+t) , dx=1(b—a)dt i

f _ 2 2 2 _1(h_

L f0d= e d | xeboto1 |20 FO
gdzie

F(t)=f[3a(l-t)+3b(1+1)]

Zacznijmy od przyktadu. Zalézmy, ze chcemy skonstruowaé wzor przyblizonego
obliczania catki oznaczonej z przedziale [1,1]. Wzdr ten ma mie¢ forme

J_llF(t)dt ~ W, F (X)) +W,F(X,) , X, % €[-1,1]




Potrzebujemy wyznaczy¢ punkty (wezly) tej kwadratury X; | X, oraz wspotczynniki
wagowe w; and w, w taki sposdb, aby kwadratura miata najwiekszy mozliwy rzad
dokladnosci.

W tym celu ,,przetestujemy” powyzszy wzér na jednomianach stopnia 0, 1, 2 itd., az do
uzyskania warunkéw (rownan) z ktorych da si¢ wyznaczy¢ nieznane parametry
kwadratury. Rachunki przebiegajg nastepujaco:

Ft)=1 = J‘_llldx:2=wl+w2

F)=x = j_llxdx:o = WX, + W, X,

o1
Ft)=x* = | x*dx=§=wX +W,X;
o1

_ y3 3 — 0N — 3 3
Ft)=x> = X dx =0 =wX; +W,X;




Otrzymalismy nast¢pujacy nieliniowy uktad rownan dla niewiadomych X, Xp, Wy 1 Wy:

(&) w, +w, =2 ;o (b) wyx, =—w, X,
2 2 3 3
C) WXy +Wx; =5, (d) WXy =—W,X%;
Rozwigzujemy ....
X;=x; and X #X, = X, =-X,

w,=w, = w,=w,=1

W X2 +W X2 =2x2 =2 = X2 =1 = x, =—X, =% ~0.5773502692

Otrzymana formuta calkowania ma zatem postac
1
J FOdt=F(=§)+F(£) +E(F)

Zauwazmy, ze otrzymana formula jest 3-ego rzedu, tj. jest Scista dla dowolnego
wielomianu stopnia < 3! Mozna réwniez pokazaé, ze btad calkowania wyraza si¢ wzorem

E,(F)=gsF" (&), fe[-11]




Mowigc ogolnie, metoda Gaussa oparta jest — podobnie jak metody Newtona-Cotesa — na
wykorzystaniu aproksymacji  funkcji calkowanej] wielomianem interpolacyjnym.
Podstawowa roznica polega na tym, ze w metodzie Gaussa wykorzystywane sg specjalnie
dobrane wezty. Ich dobér jest optymalny w tym sensie, ze metoda osiaga najwyzszy
mozliwy rzad. Sposob wybory weztow w metodzie Gaussa jest Scisle zwigzany z
koncepcja wielomianow ortogonalnych.

Rozwazmy standardowy przedziat [-1,1] I niech Q = Q(X) bedzie zadang funkcjg dodatnig
| calkowalng w tym przedziale.

Mowimy, ze zbi16r wielomianow
{p. () =3, X +a, X +..+a, ., k=0,12..}

jest Q-ortogonalny w przedziale [-1,1] wtedy 1 tylko, gdy spelnione sa warunki
(ortogonalnosct)

j_llpi(x)pj(X)Q(x)dxzo N

Podajmy dwa wazne przyktady rodzin wielomianow ortogonalnych ...




1. Wielomiany Czebyszewa

Z wielomianami Czebyszewa zetkneliSmy si¢ juz w Wyktadzie 1-szym. Wielomiany te
zadane sg przez nastepujaca formute rekurencyjng

To()=1, T,(x)=x, T, ,(x)=2xXT;(x)-T,, , 1=12,..

J+1

Wielomiany Czebyszewa tworza zbior ortogonalny, maja bowiem miejsce rownoscli

1 (7 ,i=j=0
| TT;0020)dx =147 , i=j>0
0, 1#]

gdzie funkcja wagowa Q dana jest wzorem £2(X) = 1/ J1-x2.

Dowod ortogonalnosci polega na wykorzystaniu zwigzku wielomianéw Czebyszewa z
funkcjami  trygonometrycznymi (T, (COSX) =COS JX) i wykorzystaniu ortogonalnosci

(,,zwyklej” to jest bez funkcji wagowej) tych ostatnich na przedziale [—7, 7].




2. Wielomiany Legendre’a

Wielomiany Legendre’a sg zdefiniowane za pomocg nastepujgcej reguty rekurencyjne;

LO(X):]' , Ll(x):X , Lj+1(x) Zj{Lj?LlXL (X)_ J+1 j—1(X) J j=l,2,..

lub bezposrednio wzorem postaci

[J/2]

Li(x) =% Z( 1)kU[21 Zk}xl 2k 1=0,1,2,...

Wielomiany te sg ortogonalne na przedziale [-1,1] w ,,zwykly” sposob tj. przy
jednostkowej funkcji wagowej Q=1

0, 1#]

j L (X)L (x)dx = { A

21+1 ! IZJ

Uwaga: wszystkie miejsca zerowe wielomianow Czebyszewa i Legendre’a sg
polozone w otwartym przedziale (-1,1).




Objasnimy konstrukcje ogdlnej metody Gaussa tj. przyblizonej metody obliczania catek
oznaczonych z zadang funkcja wagowa €2 na przedziale [-1,1]

o(f) =] F(x)2(x)dx

Wzor przyblizonego catkowania ma postac
n -
Ina)(F) :ZajF(Xj) , Xj E[—l,l] v ) =0,1,...n
j=0

przy czym wspotczynniki «;, ] =0,1,..,n oblicza sie nastepujaco

= [ 1,00209ax - [ X0 X)X Xy (X6

d
-1 (Xj _XO)"'(XJ _Xj_l)(xj _Xj+1)°-.()(j _Xn)Q(X) X

W powyzszych catkach |;(X), J=0,1,..,n to wielomiany interpolacyjny Lagrange’a
(vide Wykltad nr 1) zdefiniowane dla uktadu weztow kwadratury Gaussa.




Jak wyznaczy¢ wezly kwadratury Gaussa?

OdpowiedZ na to nietrywialne pytanie wynika z waznego twierdzenia (dowiedzionego
przez Carla Jacobiego w roku 1826):

Rzad doktadnosci kwadratury interpolacyjnej wykorzystujacej n+1 weztow (4.,
wielomian interpolacyjny n-tego stopnia) jest rowny n+m wtedy i tylko wtedy, gdy
wielomian

Un,a(X) = (X_XO)---(X_Xj—l)(X_Xj+1)“-(X_Xn)

speinia warunki

leXkUn+1(X)‘Q(X)dX :O ] k :()111"1 m _1

Komentarz: Sformutowane w twierdzeniu warunki oznaczaja de facto, ze wielomian
V.., (X) ma by¢ Q-ortogonalny do wszystkich wielomianéw stopnia nie wyzszego niz m-
1.




Dowod:

Zatdézmy, ze funkcja F jest wielomianem stopnia n + m. Mozemy zatem napisa¢ rdéwno$¢
F(X)=0v,,(X)q,_,(X)+r (X), gdzie r,(X) jest reszta dzielenia F przez v, ;.

Poniewaz stopien wielomianu I (X) nie przewyzsza liczby n, zatem zastosowania

kwadratury interpolacyjnej; wykorzystujacej n+1 weztdw do przyblizonego scatkowania
tego wielomianu daje wynik $cisty. Mamy zatem

L 1 1 1
> o (%) = [ H()QX)dx= [ F)2(X)dX~ [ 0,,1(X)ty 1 () 2(x)lx

j=0

Dalej, teza twierdzenia wynika z faktu, ze druga calka znika (patrz Komentarz) i maja
miejsce rownosci F(X;) =r.(x;), ]=0,1,..,n.

Wobec tego mamy rOwnos¢

j_llF(X)Q(X)dX=Zn:ajrn(Xj):Zn:ajF(Xj)

co konczy dowdd.




Z powyzszego twierdzenia mozemy wyciggna¢ dwa kluczowe wnioski:

1. Maksymalny rzad dokladnosci kwadratury interpolacyjnej wykorzystujacej n+1
wezlow wynosi 2n+1.

Whniosek ten wynika z prostej obserwacji, ze sformutowane w powyzszym twierdzeniu
warunki ortogonalnosci nie moga mie¢ miejsca dla m=n+2. Gdyby tak bylo, to

wielomian v,+1 bytby Q-ortogonalny to wszystkich wielomiandéw stopnia n + 1, a wigc w
szczegolnosci do samego siebie! Implikowatoby to rownos¢ postaci

© 02, () LR(x)dx=0

a w konsekwencji fatszywy wniosek, ze v, , =0.




2. Wezlami kwadratury interpolacyjnej dla calek bez wagi (£2 =1) o maksymalnym
rzedzie sq miejsca zerowe wielomianu Legendre’a o stopniu rownym n+1,

Istotnie, dla kwadratury o maksymalnym rzedzie warunki ortogonalnosci sformutowane
w twierdzeniu Jacobiego sa spetlnione dla kK =0,1,..,n. Oznacza to, ze wielomian vp+1 jest

ortogonalny do wszystkich do wszystkich wielomianéw stopnia nie wigkszego niz n (patrz
ponownie Komentarz). Jedynym takim wielomianem jest wtasnie wieclomian Legendre’a
L., Zatem

U () =L, (X) = x;=¢;,1=0,1,..,n

n+1

Otrzymang kwadrature interpolacyjng nazywamy kwadraturg Gaussa-Legendre’a. Ma ona
ostatecznie postac

[} Foodx~ 1, (F) =Y @ F (&)
=0

przy czym wspotezynniki «;, ] =0,1,..,n dane s3 wzorami
2

;= , 1=0,1,.,,
R ()




Znane jest rowniez nast¢pujace oszacowanie bledu tej metody

2203[( 4 1)1
(2n+3)[(2n+2)F

J._llF(X)dX_IGL(F)Z F2(R) , Re(-1,1)

Widzimy, ze rzad dokladno$ci MGL jest réwny 2n+1.

Niestety, wezly tej kwadratury (czyli miejsca zerowe wielomianu Legendre’a) nie mogg
by¢ w 0golnosci znalezione metodami czysto analitycznymi. Do ich wyznaczenia uzywa
si¢ odpowiednich metod przyblizonych (np. metody stycznych, z ktoérg zapoznamy si¢ w
Wyktadzie 4-tym). W wielu podrecznikach mozna znalez¢ stabelaryzowane wartosci
parametrow kwadratury Gaussa (1 szeregu innych jej pokrewnych). Wreszcie, kwadratura
Gaussa-Legendre’a jest dostepna w formie gotowej] w rozmaitych bibliotekach

numerycznych i pakietach programéw matematycznych (np. MATLAB).




Jedna z pokrewnych metod jest kwadratura Gaussa-Czebyszewa stuzaca do
przyblizonego obliczania wartosci calki z waga Czebyszewa 2(X)=(1—Xx*)"Y2. Jej
wlasnosci sg w peini analogiczne do kwadratury Gaussa-Legendre’a. Roznica polega na
tym, ze wezly kwadratury Gaussa-Czebyszewa to miejsca zerowe wielomianu

Czebyszewa, dla ktérych istniejg proste formuty analityczne (patrz Wyklad 1).




