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Réwnania zachowania masy i pedu (plyn niescisliwy)

6Uj

7:0

6xj
ou auu) 1P o au
ot OX; pOX;  OXj|  OX;

gdzie

v- wspotczynnik lepkosci kinematycznej ptynu,

— UEU',- - sktadowe tensora naprezen turbulentnych (Reynoldsa)

Przyjeto oznaczenia U, =ui, P=p



W peini rozwiniety przepilyw turbulentny w kanale

y=2H

- X

y=0

o Periodyczne warunki brzegowe w kierunkach x i z - przeptyw jest
niejednorodny tylko w kierunku y

o Niezerowy gradient cisnienia w kierunku x

- Pochodne predkosci sredniej i pochodne wszystkich sktadowych tensora
naprezen lepkich i turbulentnych w kierunkach x i z wynoszg zero

- Przeptyw jest stacjonarny



Roéwnania zachowania pedu
— w peini rozwinigty przeplyw w kanale

ou, aluy,) 1P o ( ou, J
J J

il
ot OX ; o, aXi OX - an

Rdéwnania upraszczajg sie jak dla przeptywu dwuwymiarowego
- sktadowa U wektora predkosci zalezy tylko od vy,
- V=W=0.

U a(UU) V)-OUW) 16P o ( , j o ou ., a( , j
+ + + =———+ 1% uu |+ | v——=uVv [+ v _DEUW
OX 0z p OX  OX oy\ oy oz
\ o(VU) SBVW)~2(vw) 1P & ( , j 0 —) 0 ( ! )
+ + + ———+ 1% Vu' |+ v —VV [+ v DVw
ot OX 0z p oy OX oy 0z




Turbulentny przepilyw w kanale

1o0P O0( ., ouU
Lo ﬁy( y ] 1)
1 0P S
—8:6v'v') _188P=8(8(V,V,)j20 P comst. (2)
poy oy p Oy ox Oy \ X X
y=2H
y
U
bz
. e X
y=0

o Profil predkosci jest symetryczny wzgledem ptaszczyzny y=H (U(y)=U(2H-y))
- Naprezenia lepkie i turbulentne
v )= eH-y)  uv(y)=—uv(eH-y)
oy oy

- Naprezenia turbulentne na scianie wynoszg zero
uv'(0)=uVv(2H)=0



Predkosé tarcia u, i naprezenia catkowite

Catkujgc Rown. (1)

1% 0P T a( 0 j
— | = —UV —-—VvVv— dy
PoOX = o
_2H® —v(’aU(ZH)+vaU(O):2vaU(O)=2TW—Zuf
O OX oy oy oy P

Wstawiajgc Rown. (3) do (1)
juzdy HJ. (uv— J y
u?y = H(u v (y)—vglyj(y)j+C

Statg C mozna wyznaczy¢ z warunku brzegowego na dolnej scianie (y=0)

ouU
C=Hv—(0
Y0)

otrzymujemy T/, u
oU . ouU 2
@rw»uvwﬂ=v<m—wy iy

(3)

(4)
(5)



Naprezenia catkowite jako funkcja wspéirzednej y

/ (6)

ouU — ouU
-0
oy
: 2 ouU
na podstawie (3) u?=v-—(0)
oy
Réwn. (6) przyjmuje postac:

‘ [ y)-uvy) -1 ¥ @)

Naprezenia catkowite zaleza w sposob liniowy od wspotrzednej vy

Zaleznosc¢ (7) mozna przedstawi¢ w postaci bezwymiarowej. Przyjmujemy

1. UV =uv'/u? 3 U+:l5J (8)
.y, R _u,H
2. Y =7 4. "=

po przeksztatceniach otrzymuje sie

dU+ — - y+ ~ ~ y+
[dy+_uv J_(l Re,J_[l y+(H)j (9




Naprezenia catkowite jako funkcja wspéirzednej y

du Brviad I DT AN T IS y+:yuT RT:HuT
dy”* Re. y*(H) 1% 1%
1.0 3.
————— Total
Y= 2H I B N — Eﬁgous

4
‘ U e 0

Z

- X

—1.{}I"'"'"'I""'""I""""'I"""""JI
0 500 1000 1500 2000

y=0 Ve y=2H
- Naprezenia lepkie istotne tylko w poblizu scian (dolna $ciana dla y* < 30)
- Naprezenia turbulentne osiggajg wartosci maksymalne w pewnej odlegtosci od
Scian (na dolnej Scianie dla 30<y* < 300)
- Dla duzej liczby Reynoldsa (Re_ >> 1) naprezenia catkowite w poblizu Scian mozna

traktowac jako ,state”
[dU+ — "+J ~1

wall

dy”



Naprezenia catkowite i predkos$é U

[v ?;yJ(y)— u’v’(y)} = uf(l— Iillj viscous

dlay >0 [vaU(O)u’v’(O)J: u’

¥ oo

dU+ n,t ~ =
lub [ dy* (0)_ uv (O)] =1 0% 500 1000 1500 2000

Predkosc tarcia U, jest wiec stata w poblizu Scian

- Naprezenia catkowite sg funkcjg y*
Predkosc¢ srednia U* rowniez powinna zalezec tylko od y*

o

(10)




Analliza asymptotyczna dia y—0

e e
dy” Re.

Dla y=> 0 sktadowe fluktuacyjne predkosci u’ i w' usrednione w czasie

u' —o(y)
w' — O(y)

Réwnanie ciggtosci dla sktadowych fluktuacyjnych predkosci na Scianie

— “~(0)=0,""
oy OX 0z OX 0z
Sktadowa prostopadta do sciany (rozwiniecie w szereg Taylora)
- ov' 0%V’ -
viy)=AS O A SOy —oly?)

10



Analliza asymptotyczna dia y—0

Réwn. (11) mozna wiec zapisa¢ w postaci

du” Y
dy” —O(yf)_l— Re

_‘-dU+ = IO(y?i )dy+ + Idy* - I:\>i_|‘y+dy+
Po scatkowaniu g

U =oly! Jry - 0fy?)

Ut =y* (12)

11



Analiza dia y>>0

Przyjmujemy hipoteze Boussinesq
3 oy

Zaktadamy ze wspotczynnik lepkosci turbulentnej jest iloczynem pewnej
charakterystycznej skali dtugosci y i charakterystycznej skali predkosci u.
(14)

Vt :Zyuz'

Naprezenia catkowite mogg by¢ wyznaczone z Rown. (7)

(v Zlyj(y)— U’V’(y)j = lﬁ(l— m

W pewnej odlegtosci od sciany (y>>0, duza liczba Reynoldsa Re_ >> 1)
dominujgcg role odgrywajg naprezenia turbulentne

(v;}{(y»u'v'(y)]:uz(l—)@ (15)

12




Funkcja sciany

Wstawiajgc Rown. (15) do (13) i uwzgledniajgc (14) otrzymuje sie
N, 2 diu

(16)

v (17)

stata von Karmana k=0.41 (patrz wyktad dotyczgcy modelu k-¢).

du= Y-

K'Yy

+

dy= " dy

L _lpdy”
Jaur="] v
U"=1ily)+B lub u* =’1(In(Bzy+) (18)

K

| 4
y= -y
u

T

dU=dU"u,

state B=5.1, B,=exp(Bx)=8.093 (badania eksperymentalne i symulacje DNS).
13



Funkcja $ciany

Dla y+ < 5, 30<y+<300
U=y’ U =1in(y*)+B
K
v=0.41, B=5.1
25

20 Vil
pierwsze oczko na
157 $cianie
= (symulacje dla
10 matej liczby .
Reynoldsa) .-

L\

107 100 10 102 103 10*
A 14

pierwsze oczko na scianie
(symulacje dla duzej liczby Reynoldsa)




Funkcja sciany (subwarstwa lepka i wewnetrzny obszar
warstwy przysciennej)

Pochodng predkosci w poblizu scian mozna wyznaczyC z ponizszej zaleznosci :

u
ou  of dy* u? of uZdu”

T

YU + +
oy oy dy wvoy vy

(19)

Subwarstwa lepka (y*=>0)

Na podstawie Rown. (3)
2

oU u
="
v +
Tak wiec 8f+ = dU+ =1 w Réwn. (19)
oy’ dy

(patrz Réwn. 12)

Wewnetrzny obszar warstwy (y+*=30:300)

Na podstawie Rown.(17)
ou u,y

oy v
Dla pochodnej predkosci danej Réwn. (19)
of v 1 dU”
oyt My kyt dy
(patrz Réwn. 18)

+

15



Bilans skiadnikéw w réwnaniu transportu energii kinetycznej
turbulencyi: produkcya = dyssypaci

J ) N \ /A
Uif9r< :—u;u’jau'— ou; ou; + 0 va —1u§Li;u'j—l;3'u} (20)
" OX; OX; OX; OXj| OX; 2.7

Przeptyw w turbulentnej
warstwie przysciennej

|1 1] | ] |1 1111 ] ] 1 1 1 11]1] ] ] 11 11
10° 10° 10° 10°
y+
Dissipation - :':'hﬁ
Production P
DiffusionP T 20Mp
Diffusion T e — B0Mp

Diffusion V 200Mp
Advection = Spalart, Re=1410 16



Predkosé¢ dyssypacji ¢ dia wewnetrznego podobszaru
turbulentnej warstwy przysciennej (y*=30:300)

Réwn. (20) upraszcza sie do postaci (produkcja = dyssypaciji)

2
O = Vt (Z;J] — & 04 —‘-. S

Przyjmujac v, = I uwzgledniajac d—U—u—T
yimujgc v; =kyu, gle J3 dy  xy

4\ produkcja

otrzymuje sie rownanie dla dyssypaciji ¢ (12/t3)

2 3

UZ' uT

8=KyUT — | ==
L‘y) KY

Na podstawie Rown. (13) i (15) otrzymuije sie:

8U
—u'V' =u?
oy
2 k* U,
u?=C,~ —° 17



k i @ dia wewnetrznego podobszaru turbulentnej warstwy
przysciennej (y*=30:300)

Wstawiajgc € z Rown (21) do powyzszej zaleznosci otrzymujemy wzor na energie
kinetyczng turbulenciji (1%/t?)

2
C, 5 k=

u; = =
“u; Cu

(22)

W przypadku modelu k-o zatozenie lokalnej rownowagi miedzy produkcjg i
dyssypacjg w rown. dla k pozwala oszacowac czestotliwos¢ fluktuacii

turbulentnych o (1/1) jak nizej:

2 2
g:Cﬂka):vt(éuj :k(ufj
o) o\xy

u

T

e, @

) =

18



& dla wewnetrznego podobszaru turbulentnej warstwy
przysciennej (y*=30:300)

Podstawienie Réwn. (22) do Réwn. (21) pozwala wyrugowac¢ predkos¢ tarcia z
wzoru na predkosc dyssypacji €

3 3/4y,3/2
u’ C# k

£= *= (24)

KKy

19



Symulacje przeplywu w warstwie przysciennej dla duzej liczby
Reynoldsa (model k-s) — zagadinienie 2D

|.  Klasyczny model funkcji Sciany

P : 20

/ 0 T T T g T T
107 10° 10 102 108 10*

W praktyce warunki brzegowe definiowane sg dla punktu P (Srodek oczka siatki
obliczeniowej znajduje sie w wewnetrznym podobszarze warstwy)

U _au  _u?du'
8y P - ay wall 4 dy
du® 1 . ulye
dv Tt Yp =

Yy  KYp v

gdzie u. otrzymuje sie na podstawie Réwn. (18)

K
u = U,

: B
In (ZUrij (25) 20

| 24



Symulacje przeplywu w warstwie przysciennej dia duzej liczby
Reynoldsa (model k-5)

|.  Klasyczne sformutowanie c.d.: u_. w Rown. (25) mozna uzyskac stosujgc
jedng z metod rozwigzywania rownan nieliniowych (np. metoda Newtona),
przyjmujac predkosc U, z poprzedniego kroku iteracyjnego lub czasowego

Pozostate warunki brzegowe i modyfikacja cztonu produkcyjnego w rownaniu
dla k

2 3
u u
kp=—= (26) £, =T (27)
Jeu "y
oJU oJ u 28)
&:%(:) Tp =T = AU = (
ay P i ay P KyP

Stosowanie Rown. (25) problematyczne w obszarach oderwania warstwy
przysciennej: gdy u. = 0 Rown. (25) i (27) tracg sens

21



Symulacje przeplywu w warstwie przysciennej dla duzej liczby
Reynoldsa (model k-s)
u. mozna wyrazi¢ w funkgcji k korzystajgc z Roéwn. (22)

u, = x/E Cllul4

Réwn. (18) przyjmuje postac

U U.u
p U _ Fpe zlln(B2 ufypj

2

u. u, u: i 1%
U /EC1/4 1 /Ecl/4
p\ 5 H :7In Bzx M yP (29)
us K 1
Naprezenia t,, wyznacza sie z zaleznosci
T nBLys) P i v (30)
Natomiast rownanie dla «:
C3/4k3/2
P

(31) 22



Symulacje przeplywu w warstwie przysciennej dia duzej i
niskiej (lokalnie) liczby Reynoldsa (model k-5)

Il. Metoda pozwalajgca na uwzglednienie efektéw lepkich w tych obszarach
przeptywu w ktorych zastosowano lokalne zageszczenie siatki obliczeniowe;

(y, --> 0), (two-layer technique)
Yp =
| 4

Jezeli yJIS < y_Ft,crit

Podejscie dla niskigj liczby Reynoldsa

oU U
T —u*(o) ufp
N \F T
oU r, dU* du” _,
oy u dy’ dy”

oU o r,
P.=7, — — =

oy o u

21K

e=— k=0

\ kCi,MYP

y_lg,crit =113
Jezeli ylg > y;,crit

Podejscie dla duzej liczby Reynoldsa

pK\/7C1/4

TW
2YP) Vs
N \F w
ouU z, du* du* _ 1
oy u dy’ dy”  &yp
oU oU u,
oy kY
C3/4k3/2
=" , 8k:0 23
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Symulacje przeplywu w kanale (2D) model k-&
- przykiadowe wyniki (symbole: DNS, Kim et al. 1987)

: 180
%01 0] |
20 ]
m]
2501 :
100
120 5
m.
150 1
m.
1004 .
* 1 *y
504 . 201 e . .
S 1.,
0 : | : : ‘* ; * : ) . GL — : i o4y RS
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 )] 005 0.1 0.15 02 05
k+ ¢
Energia kinetyczna turbulencji k" =k /u? Predkos$¢ dyssypacji ¢* =gv/ui1

24



Symulacje przeplywu w kanale (2D) model k-&
- przykiadowe wyniki (symbole: DNS, Kim et al. 1987)

48 08 07 D6 45 4 93 2 o1 0
w'

Naprezenia styczne Reynoldsa uv' =uv/u_2

25



