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Usrednianie w czasie i filtrowanie w przestrzeni

Pole przeptywu — dowolna wielkos¢ ©

b = D(x,t)

Modelujemy turbulencje — zatézmy przeptyw makroskopowo ustalony.
Fluktuacje wynikajg jedynie z turbulencji

WielkosSC ® zalezy od miejsca | czasu — mozemy usrednic:
- W czasie,
- W przestrzeni.
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Usrednianie w czasie i filtrowanie w przestrzeni

 Usrednianie w czasie
T

Usrednianie w czasie

(®(x)) = f ®(x, t)dt e
0 25
» Nawias (-) oznacza operacje ! A/\U/\AV/\q\
usredniania w czasie .| MN \/W
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Usrednianie w czasie i filtrowanie w przestrzeni

« Filtrowanie (,usrednianie”) w przestrzeni (w 1D)

Filtroweanie w przestrzeni

Ax 5
x+7
1
swo=r | oo
Ax
-3

* Powyzsza catka to zwykta
srednia sygnatu z otoczenia
0 szerokosci Ax

Frzehieg zmienne) w przestrzeni

Fo jednokrotnym filtrowaniu
I I

15 I I I 1 1 | |
1] a5 1 1.5 2 245 3 35 4 4.5 5
X
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Usrednianie w czasie i filtrowanie w przestrzeni

 Filtrujemy jeszcze raz w przestrzeni (1D)

Filtrowanie w przestrzeni

5
S 1 45F
sGo=r | @G0
Ax JL
_Ax
2 35_
. . c 3t
« Przefiltrowanie dwa razy nie
daje tego samego, co 251
jEankrOtne fl|trOWEinle a2k Frzebieg zmiennej w przestrzeni
Fo jednokrotnym filtrowaniu
Po dwukratnym filtroweaniu
1.5 L L :

I I 1 1 1 1
a 0.5 1 1.4 2 25 3 348 4 4.5 5
i
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Usrednianie w czasie i filtrowanie w przestrzeni

- Cwiczenie: Usrednij przestrzennie ponizszy sygnat reprezentowany na

siatce objetosci skonczonych w 1D (zatdéz liniowg zmiennosc sygnatu

miedzy srodkami komorek)

« Dla kazdego z weztéw
(x=1.5,2.5, 3.5)
oblicz nowe, odfiltrowane
filtrem o szerokosci Ax = 1
wartosci zmiennej @

1
(b(x,t)za f D(&,t)dé

_Ax
N

Filtrowanie w przestrzeni

: : : |
: : : |
........ T . TR e
: : 1 : |
5 : | : |
Lo Lo I Lo
: : | : 1
: : | : |
Lo Lo b Lo L
: : | : |
: : | : |
Lo Lo Lo
: : | : | .
: : 1 : | |
........ Z2UNPNN! UUUURRUHERURERY UURUUUITSUUUPRES URURUREIRURRRNY Ui SRR
: : | : | |
: : | : | |
Lo Lo Lo Lo
: I : i 5 I I '
: | : | ; | I
i | i | i | I [
045 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Warsaw University of Technology, Institute of Aeronautics and Applied Mechanics



Usrednianie w czasie i filtrowanie w przestrzeni

» Rozwigzanie — Dla x = 1.5 liczymy catke (pole pod wykresem
interpolowanej funkcji) na odlegtos¢ Ax = 0.5 w lewo oraz w prawo. Na
koniec dzielimy przez szerokosc przedziatu. Przy funkcjach kawatkami
liniowych catki mozemy zastgpic liczeniem pola trapezu. Otrzymamy:

e Dlax=1.5;

LA 1
®(1.5) =T<§'(1.5 +2):0.5 +§- (2 + 3).().5) =
— 2125 T R
« Dlax=2.5:
18 1
®(2.5) = T(E ‘3+4):05+5-(4+3.5): 0.5)
=131625
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Usrednianie w czasie i filtrowanie w przestrzeni

* Oblicz podobnie ®(3.5) oraz dokonaj nastepnie ponownego filtrowania
tak, aby otrzymac ®(2.5)

4 T T
| |
| I
C=] STETTTRE PURPTOY : ................ : .................
i : . |
Fhoi I 1 oo d
| | |
| | | :
Ak | I oo Lo d
i | | |
| : | |
= Lo Lo Lo |
T 2 |. | | i
i I I [
............................... booa b ]
15 q i i .
| | :
Lo Lo Vo b
1 I. i i
! | |
- 1 [ VU SUUUUU SO, SR URR
DS Oryginamy Sygna| | ................ |
— — = Jednokrotnie odfitrowany sygnal : : :
T T T T T 1
3 35 4 4.5 5

0 05 1 15 2 25
b

Wazny wniosek z przyktadow: Usrednienie po przestrzeni sygnatu
dwa razy nie daje tego samego, co usrednienie go raz!
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Usrednianie w czasie i filtrowanie w przestrzeni

Jak wiec ze srednig czasowg?

Usredniony w czasie sygnat z danego
punktu przestrzeni to stata wartosc¢

(niezalezna od czasu) — ponowne 3

usrednienie w czasie statej da
oczywiscie te samag stata!

I\J

Fhi

WNIOSEK:
(dla usredniania czasowego)

05k

Srednia $redniej jest rowna $redniej! ]

2481

Usrednianie w czasie

Frzebieg czasowy
Srednia w czasie

LA A M

WW\/UV‘
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Usrednianie w czasie i filtrowanie w przestrzeni

BARDZO WAZNE:
» Dla usredniania czasowego:

Srednia ze $redniej jest réwna $redniej.

 Dla usredniania przestrzennego (poprawnie: filtrowania):
Srednia ze $redniej nie jest rowna $rednie;j.

Inaczej: Odfiltrowanie sygnatu dwa razy daje inne wartosci niz
odfiltrowanie sygnatu jeden raz.

Warsaw University of Technology, Institute of Aeronautics and Applied Mechanics

10



Usrednianie w czasie i filtrowanie w przestrzeni

Sformalizujmy:

Srednia czasowa (dla wielu wymiarow):
T

1
P =— | &
Srednia czasowa jest dalej funkcjg przestrzeni, ale nie jest funkcja czasu

(poniewaz jest srednig po catym czasie symulacji, jest wartoscig statg w
czasie)

Oryginalny sygnat mozna zapisac jako $rednig oraz fluktuacje w czasie:
P(x, t) = (P(x)) + D'(x,¢t)
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Usrednianie w czasie i filtrowanie w przestrzeni

Krotko piszemy:
b = (D) + P’
® — oryginalny sygnat (zalezy od czasu i miejsca)

(P) - wartos¢ srednia (zalezy tylko od miejsca)
®’ - fluktuacja (zalezy od czasu i miejsca)

Warsaw University of Technology, Institute of Aeronautics and Applied Mechanics
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Usrednianie w czasie i filtrowanie w przestrzeni

Filtr przestrzenny (Srednia przestrzenna):

Ax Ax Ax
X+—— X—— X———

2 e 7e
111
q:(x,r):AxAyAZ £ f f (¢, ¢, t)dédnd]

Ax _Ax _Ax
ST ST 2

Srednia przestrzenna (tak naprawde: odfiltrowane pole) jest dalej funkcja
przestrzeni oraz czasu. Operacja filtrowania ,usrednia” lokalnie pole —
filtruje je, odfiltrowuje szczegoty.

Uwaga: Cho¢ w spotecznosci CFD uzywa sie niekiedy wymienne
okreslenia ,usrednianie w przestrzeni” i ,filtrowanie”, to ta druga nazwa
trafniej oddaje sens i nie wprowadza w btgd. W ciggu wyktadu bedziemy
starali sie uzywac drugiego okreslenia.

Warsaw University of Technology, Institute of Aeronautics and Applied Mechanics 13



Usrednianie w czasie i filtrowanie w przestrzeni

Oryginalne pole mozna zapisac jako wartosci usrednione (odfiltrowane)
oraz wartosci podsiatkowe (te, ktére zostaty utracone w wyniku
zastosowania filtru):

d(x, t) = P(x,t) + P"(x,t)

Krotko piszemy:

b=+ P"
® — oryginalny sygnat (zalezy od miejsca i czasu)

®- wartos¢ srednia (zalezy od miejsca i czasu)
®" — fluktuacje podsiatkowe (zalezg od miejsca i czasu)
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Usrednianie w czasie i filtrowanie w przestrzeni

Oznaczenia

W wyktadach dotyczgcych LES bedziemy konsekwentnie stosowac
nastepujgcg konwencje oznaczen:

() - oznacza $rednig w czasie
- ' - oznacza fluktuacje w czasie

= - oznacza filtrowanie po przestrzeni
-'" - oznacza fluktuacje podsiatkowe

Warsaw University of Technology, Institute of Aeronautics and Applied Mechanics
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Splot funkcji

Sformalizujmy jeszcze bardziej. Nastepujgca catke:
| 1@ g6 - tra

nazywamy splotem funkcjii oznaczamy f * g. Zauwazmy, ze splot jest
dalej funkcjg zmiennej x.

Operacje filtrowania mozna zdefiniowac jako splot:

d(x) = fG(r)(I)(x—r)dr

— 00

Warsaw University of Technology, Institute of Aeronautics and Applied Mechanics
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Splot funkcji

Podobnie

0]

D(x, t) = [ Gr)®(x —r,t)dr
G — jadro usredniania
& — funkcja usredniana
Stosowane czesto jadra (filtry):

121

0ar

0B

02F :

a

02k

O e e ]

3 SRS ERUTE EUTES SYVPRS USVIRS SRS TR (RS SRS OO U ; ;
-1 08 06 04 02 0 02 04 06 08B 1 -1 08 06 04 02 0 02 04 06 0B 1
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Splot funkciji

Jak dziata filtrowanie (usrednianie) z uzyciem splotu?

00)

d(x, t) = fG(r)CD(x—r,t)dr

— 00

Filtroweanie z uzyciem splotu
T

1. Chcemy policzy¢ wartosc splotu
dlax=-0.5

Filtr (wagi sredniej wazonej)

2. Ustawiamy w tym miejscu nasz filtr, 5 4 ee 0 o5 i s
po czym catkujemy iloczyn ,gornej” i |

e A TR B e R A mme it
jak Iiczenie éredniej, gdZie gérna égs ________________________________________________________
funija tO Wagi, a d0|na to Sygna*. 5 015 _______ 1 Dés i 05 _____________ 1 _____________ |
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Splot funkcji

8
6
ol
x 4
=
2
0 o5 0 05 i
X
8
6
=
(O
2
0 o35 c'r) 55 }
40
=30}
O
=20
x
S10f
0. o5 0 05 1
rnx

19



Splot funkcji

u(x-r)
o N . [e)] Q

05 B 0.5
X-I

G(r)
o N N )] o

u(x-r)G(r)
s 8 8 &

o
'

-05 0 0.5

oE B D5
x.r
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Splot funkcyi

u(x-r)
o N . [e)] Q

05

G(r)
o N N )] o

u(x-r)G(r)
s 8 8 &

o
'

| > Al
L

io>

05

05
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Filtry

Czy sg inne filtry?
Wezmy funkcje f i jej szereg Fouriera:

f=f@

fx) = % + Z (ancos <2%nx> + b,, sin (?x))

n=1
Mozemy teraz wybrac tylko pierwszych kilka modow —don < N

Mamy:
A - 21mn . [2mn
filx) = 7+ Z A COS | ——X + b,, sin X
n=—

To filtr spektralny (odfiltrowuje wysokoczestotliwosciowe mody i
przepuszcza tylko te o duzej dtugosci fali)

Warsaw University of Technology, Institute of Aeronautics and Applied Mechanics

22



Filtr spektralny

Przykitad:
Parabola i jej rozwiniecie w szereg Fouriera obciety po 4 modach

4 modes

Warsaw University of Technology, Institute of Aeronautics and Applied Mechanics
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Filtrowanie (filtr prostokatny, spektralny)

Operacje filtrowania zapisujemy jako splot

360 = ||| 6 me-pa

A = 3/AxAyAz, Ax, Ay, Az — zazwyczaj rozmiar oczka siatki obliczeniowej

1

Filtr prostokatny: G () = [AxAyAz

,gdy |t < Ax Alty| < Ay Ayl < Az

0 w przeciwnym wypadku

1
Filtr spektralny: G (k) = { A 9ay K <K
0 w przeciwnym wypadku

ke = 7 - liczba falowa odcigcia

Warsaw University of Technology, Institute of Aeronautics and Applied Mechanics
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Filtrowanie (filtr prostokatny, spektralny)

Pytanie:
Czy podwaijne filtrowanie sygnatu filtrem spektralnym da ten sam wynik
co jednokrotne filtrowanie?

Warsaw University of Technology, Institute of Aeronautics and Applied Mechanics
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Siatka obliczeniowa

Reprezentacja modow, szczegotow przeptywu (np. matych wirow) na
siatce objetosci skonczonych (lub réznic skonczonych)

FHeprezentacja pola przephywu na siatce
T T T T

W szeregu Fouriera mamy czion:

27X
sin(kx) = sin(T

Kk — to liczba falowa

Pytanie: Mody o jakiej najwiekszej
liczbie falowej k. mozemy
reprezentowac na siatce?
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Siatka obliczeniowa

Reprezentacja modow, szczegotow przeptywu (np. matych wiréw) na
siatce objetosci skonczonych (lub réznic skonczonych)

_ - 2mx
Sin (Kx) = Sin (T Reprezentacja pola przeptywu na siatce
L = 4Ax R R
2T T
Ko = =
4Ax 2Ax
Lub: !
L = 2Ax |
2T T g
KC = =
2Ax Ax 5
] 1 2 3 4 5 o] 7 g g 10

Whniosek: Siatka dziata jak filtr spektralny! Filtruje wysokie czestotliwosci!
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Wiasnosci usredniania i filtrowania (formalnie)

Usrednianie w czasie (Srednia sredniej):
T

N

pomnozycC przez —
wage 1/}|/' (P(x)) = fCD(x, t)dt

0
T

T
(B () = f (D())dt = (D) f dt = (d(x))
0

-/

Wolno wyciagngc¢ przed catke, bo funkcja
podcatkowa nie zalezy od zmiennej catkowania

Warsaw University of Technology, Institute of Aeronautics and Applied Mechanics



Wiasnosci usredniania i filtrowania (formalnie)

Usrednianie w czasie (Srednia sredniej):
T

pomnozyc przez
wage 1/T

(P(x)) = fct)(x, t)dt

0

T T
(@) = f (D(x))dt = (D)) f dt = (d(x))
0 0

Ponadto:

Wiec:

O = (D) + P’

P (x)) = ({(P(x)) + P'(x, 1)) = ((D + (D'(x, 1))
(@) = (o)} + &'(x. ) = () + (&' 1)

Usrednianie w czasie to operacja catkowania —
jest liniowa

Warsaw University of Technology, Institute of Aeronautics and Applied Mechanics



Wiasnosci usredniania i filtrowania (formalnie)

Usrednianie w czasie (Srednia sredniej):
T

32@232%6 Pzez L ot 2 f (x, £)dt
\ T J T
(((x))) = f(d)(x))dt = (cb(x))fdt = (d(x))
0 0
Ponadto:
b = (D) + P’
Wiec:

(®(x)) |= ((D(x)) + D'(x,8)) =|((PCO))|+ (D' (x, 1))
Poniewaz zaznaczone cztony sg rowne, stgd wynika, ze (®'(x,t)) =0
Srednia czasowa fluktuaciji jest zerowa!

Warsaw University of Technology, Institute of Aeronautics and Applied Mechanics
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Wiasnosci usredniania i filtrowania (formalnie)

Usrednianie w przestrzeni (filtrowanie):

D(x, t) = fG(r)(D(x—r,t)dr

®(x, t) = fc(r)cb(x—r,t)dr= f(;(r)(cp(x,t — d"'(x,t)) dr
= fG(r)(b(x,t)dr— fG(r)(D”(x,t)dr

Warsaw University of Technology, Institute of Aeronautics and Applied Mechanics

31



Wiasnosci usrednian

ia i filtrowania (formalnie)

Usrednianie w przestrzeni (filtrowanie):

50 = |

— 00
Co

= 00

G(r)P(x—r,t)dr

co

®(x, t)|= fc(r)cb(x—r,t)dr= f(;(r)(cp(x,t — d"'(x,t)) dr

— 00

(.o

= fG(r)(b(x,t)dr—

—C0

co

- fG(r)(D”(x,t)dr

—CO

Poniewaz zaznaczone cziony (jednokrotne i dwukrotne usrednianie
w ogolnosci nie sg sobie rowne), tym samym srednia przestrzenna
(filtr) fluktuacji podsiatkowych nie jest rowna zero!

d" £ 0
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Rownania Naviera-Stokesa dla wielkosci filtrowanych

Wezmy rownania Naviera-Stokesa dla ptynu niescisliwego:
dv; dv;  1dp 0 ov;
E-F vfa_x,- B _;axi * 0x; (V axj)
ov;
ox, -
Ze wzgledu na znikanie dywergencji predkosci, mozna powyzsze zapisac
w nhastepujacy sposob: ( ) - : ;
dv; 0lv;v; p V;
at * axjj B  pox; * 0x; (Va_x])
avi
o, —
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Rownania Naviera-Stokesa dla wielkosci filtrowanych

Przyktadamy operacje filtrowania do catego réwnania. Filtrowanie jest
zdefiniowane catkg — jest wiec addytywne:

v O(ww) _ _10p 0 (V@>

ot T ox; | pox  ox\ ox
dv;
6_xi =0
Operacja filtrowania nie zalezy tez od czasu oraz p = const, mamy wigc:
dv; 0v; 1 dp 10p
ot~ ot U Tpox; pox
Zachodzi tez -
dENG=
ox  ox
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Rownania Naviera-Stokesa dla wielkosci filtrowanych

Zachodzi wtasciwosc¢ ;—x = a_ , poniewaz:
0d 3 [
il f Gr)®(x —r,t)dr = f (G(r)(b(x -, t))dr

— Q00

(wolno wejs¢ z rozniczkg pod catke, bo rézniczkowanie odbywa sie po
zmiennej X, a ca%kowanie PO )

_ f (_a(;( ) (e -1, 1) + () 2E=T t)) dr =

dx dx
Oczywiscie & = 0, wiec otrzymujemy:

B fG 6(D(x—r,t)d 0D

B (") dx " dx

Warsaw University of Technology, Institute of Aeronautics and Applied Mechanics
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Rownania Naviera-Stokesa dla wielkosci filtrowanych

Wykorzystujemy powyzsze zaleznosci oraz fakt, ze v = const:

dt 0x; pox; 0x;\ O0x;
av;
—=0

Bxl- B

aﬁi+a(vivj) _ 10p . o [ 0v;
ot 0X; - pox; 0x; Vax,-
av;

axi B

Warsaw University of Technology, Institute of Aeronautics and Applied Mechanics
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Rownania Naviera-Stokesa dla wielkosci filtrowanych

a(vivj)

0x;j

Przeksztatcimy teraz czton nastepujgco:

\

Lij C,:j Rij

Warsaw University of Technology, Institute of Aeronautics and Applied Mechanics 37



Rownania Naviera-Stokesa dla wielkosci filtrowanych

Interpretacja tensorow:

Li; = ¥;v; — ¥;7; - tensor Leonarda (uwzglednia wptyw duzych,
rozwigzywanych struktur turbulentnych na przeptyw)

Cij = vjv;" + vjv;" - tensor naprezen krzyzowych (cross term)
(uwzglednia interakcje miedzy strukturami rozwigzywanymi a
modelowanymi)

R;; = v{'v;"" - tensor naprgzen Reynoldsa (uwzglednia wptyw struktur

modelowanych na przeptyw)

Warsaw University of Technology, Institute of Aeronautics and Applied Mechanics
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Rownania Naviera-Stokesa dla wielkosci filtrowanych

Ostatecznie:

am+a(17i17j)=_1aﬁ 0 (Vaai)_arij

at 0x; p 0x; " dx; \ 0x; 0x;

+—(v—-
ot ax] P axi ax]

dv;
axi

ov; o(nim) _ 19p 9 ( 0, TU)

=0

Tij = ViVj — ViV
Wartosci z;; trzeba modelowac. Stuzg do tego modele podsiatkowe. O
nich w kolejnym wyktadzie.
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