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Zakres wykiadu

o Wspdiczynnik lepkosci turbulentnej (modelowanej) w kontekscie metod
RANS i LES

- Warunki brzegowe na scianie dla wielkosci turbulentnych (k, € i ®) w
symulacjach przeptywow turbulentnych na gestych siatkach obliczeniowych

- Analiza asymptotyczna sktadowych fluktuacyjnych predkosci i sktadowych
normalnych i stycznych tensora naprezen Reynoldsa dlay - 0

- Nadprodukcja energii kinetycznej w punktach stagnacji — przyczyna i sposob
ograniczenia tej nadprodukcji



Wspéiczynnik lepkosci turbulentnej

o Lokalny wzrost lepkosci turbulentnej w pewnych obszarach przeptywu
mozna interpretowac jako bezposredni skutek usrednienia
fluktuacyjnego pola predkosci.

- Kluczowe z punktu widzenia modelowania jest zatozenie ze dyssypacja ¢
(wtasciwie transport strumienia energii F) jest stata dla dostatecznie duzych
liczb falowych czyli takich dla ktérych mozna zatozy¢ inercyjny transport
strumienia energii (duza liczba Reynoldsa).
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Wspéiczynnik lepkosci turbulentnej

Przyjmujac inercyjny podobszar na widmie energii mozna zatozyc istnienie
pewnej charakterystycznej skali dlugosci nazywanej skalg dtugosci odciecia L,
(ang. cut-off length scale) ktéra pozwoli na podstawie analizy wymiarowe;
znalez¢ relacje pomiedzy ¢ i L. i lepkoscig turbulentng v, jak i modelowang
energig kinetycznag k.

1/3y 4/3 2/3y 2/3
v, e L, Kk, =& L (1)

- Skale L, charakteryzujg najmniejsze skale ktore w danym punkcie przeptywu
sg symulowane (ang. resolved) na podstawie rozwigzania rownan Naviera-
Stokesa (w modelach LES skala L. jest zazwyczaj zwigzana z rozmiarem
oczka siatki obliczeniowej)

- Jednoczesnie skale te sg dobrym ,przyblizeniem” skal ktore w danym
punkcie przeptywu majg by¢ modelowane

- Dlatego tez skale L, w Réwn. (1) stuzg do wyznaczenia modelowane;
lepkosci turbulentnej v, | modelowanej energii kinetycznej k.



Wspéiczynnik lepkosci turbulentnej

Zaktadamy dalej, ze skale L. sg znacznie wieksze od skal Kotmogorowa

3/4
v
L =Y (2)
N4
W przeciwnym razie nalezatoby uwzgledni¢ w Rown. (1) rowniez wptyw
lepkosci v ptynu.

Oznacza to, ze musimy przyjg¢ dostatecznie duzg liczbe Reynoldsa aby wptyw
lepkosci v byt zaniedbywalnie maty.

Powyzsze zatozenia pozwalajg przyja¢ dwie alternatywne zaleznosci na
lepkosc turbulentng v, :

2
v, =Ce”L®lub v, =C, ke (3)
€

Stata C= (3C,/2)n%3=0.1 (De Langhe, 2005). Stata C, bedzie wyznaczona
ponizej (dla LES jak i RANS).



Wspéiczynnik lepkosci turbulentnej

Drugg z zaleznosci (3) mozna uzyskac przyjmujgc spektrum Kotmogorowa:

E(x) = CKSZIBK_S/S (4)
gdzie k oznacza liczbe falowg (k = 11/L). C, jest statg Kotmogorowa (C,=1.4-1.5).

Modelowang energie turbulencji k., mozna otrzymac z zaleznosci

K. = T E(x)dx ()

gdzie (k. = T1/L, ). Po scatkowaniu otrzymuje sie

k. =(:3§<)82/3722/3ch/3 (6)

Na podstawie (6) skala dlugosci L. wynosi wiec:

—3/2 3/2
L. = (SCK j T ke (7)
2 g 6




Wspéiczynnik lepkosci turbulentnej

Wstawiajgc Rown. (7) do pierwszego po lewej Rown. (3) otrzymuje sie:

=3 1,2 2
v :(3@) ke _¢ ke (®)
2 & e
3¢, )" A
gdzie stata C, = (ij =0.1. E pl} F
Wspotczynnik lepkosci (8) odpowiada / ] )= G253
K)=Lk€ K

wiec usrednieniu tylko czesci skal
przestrzennych dla ktorych liczba falowa
odciecia jest wieksza od x..

Widzimy, ze wspotczynnik
lepkosci dany Rown. (8) jest wiec
lepkoscig podsiatkowg dla modelu LES. 0




Wspéiczynnik lepkosci turbulentnej

Usrednienie znacznie wiekszego zakresu skal (prawie wszystkich) tak jak to ma
miejsce w przypadku metod RANS (scislej URANS — Unsteady RANS), pozwala
zapisac lepkosc¢ turbulentng w postaci:

v,=C, (9)

Zaleznos$é (9) mozna uzyskaé 4
wyznaczajgc skale catkowg turbulencji E
L, (lub po prostu skale dtugosci turbulentnej)

na podstawie ponizszej cafki:

Kk = TE(K‘)jK‘ (10)

gdzie widmowa gestosc¢ energii E(K)

dana jest Réwn. (4) a liczba falowa
. = /L, znajduje sie w poblizu

maksimum na widmie energii. 0




Wspéiczynnik lepkosci turbulentnej

Skala L, wynosi

~ (10)

Stata w Réwn. (10) wynosi jeden. Wstawiajgc uzyskang skale turbulencji L, w
miejsce L, w Rown. (3) uzyskuje sie Réwn (9).

Podsumowuijac:

Wspotczynnik lepkosci turbulentnej:

3C, ) K2 % 3C, )~

LES: vt=( 2“) . =Cu Cﬁ(zkj =0.1 (11)
3C, )" 5K k? cloAN

RANS: vt=(2kj nt =G Cﬁ(zkj 201 (1)

Stata ¢, nie zmienia sig. Zmienia si¢ poziom modelowanej energii kinetyczne;
turbulencji: dla LES k, << k. Poziom modelowanej lepkosci v, dostosowuje sie
wiec do poziomu modelowanych fluktuacji w oparciu o modelowang energie 9
kinetyczng turbulencji k. . ¢e=F i pozostaje state w obszarze bezwtadnosciowym.



Wspéiczynnik lepkosci turbulentnej

=3 ,2 2
LES: VLLES:(%kj ke _c ko

2 € Hg

-1 2 2
RANS: Vt:(S’ij el o K

S _c
2 € " g

Stata ¢, =0.1 (dla LES k, << k tak wiec v | g5 << v;). Powyzsze zwigzki na lepkos¢
turbulentng mogg by¢ wiec wykorzystane w konstrukcji modelu hybrydowego

RANS-LES.
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Subwarstwa lepka i analiza asympotyczna dia y->0

Turbulentna warstwa przyscienna (przeptyw 3D).

Predkosc i ciSnienie w poblizu sciany (rozwiniecie w szereg Taylora)

U= aly+azy2+3.3y3+...
V= b2y2 + b3y3 +... (13)
W = C1y+C2y2+C3y3+...

P=Po+P1y+ p2y2 + p3y3 +...

y - oznacza odlegtosc od sciany.

o Wspotczynniki a,,, b, i c, itd. sg funkcjg wspotrzednych x i z (spetniajg rownania
pedu).
o Sktadowe u i w predkosci zalezg w sposob liniowy od y (,$ciana bez poslizgu”
u=0 tak wiec wspotczynniki z indeksem 0 sg zero).
o Ponadto, rownanie ciggtosci implikuje ze ov/ 0y =—ou/oxX—ow/ 0z =0 tak wiec
wyraz proporcjonalny do y znika z rownania dla v.
11



Subwarstwa lepka i analiza asympotyczna dia y->0

Turbulentna warstwa przyscienna (3D).

Sktadowe fluktuacyjne u’ i w’ wektora predkosci podobnie jak predkos¢ chwilowa
zalezg w sposob liniowy od .

- Oly) (14)

Roéwnanie ciggtosci musi by¢ spetnione rowniez dla sktadowych fluktuacyjnych
predkosci

oV’ ou’ ow' ou’ ow'’ oV’
v x> w0050

Sktadowa prostopadta do sciany (rozwiniecie w szereg Taylora)
. oV’ 82V .
v (Y) = blay(o)y+ b, (O)y2 + .. V= O(yz) (15)

oy
—
0 12




Subwarstwa lepka i analiza asympotyczna dia y->0

Turbulentna warstwa przyscienna (3D).

Na podstawie Rown. (14) i (15) mozna przeprowadzi¢ analize asympotyczng dla
sktadowych normalnych i stycznych tensora naprezen Reynoldsa —1;; = U;U;

ajary” +0(y®)

N VvV =b,bly* +0
V' =by* +0(y’) > Y +0) (16)

— ww’ =clcly? + O(y?
W' =cy+O(y’) Yo

'u’

u'=ay+0(y*)

u'v' = albin +0(y*)

13



Skiadowe normalne tensora naprezern Reynoldsa dila y >0
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Profile sktadowych u'u’/k (lewy) i v'v'/k (prawy) dla turbulentnej warstwy

przysciennej (DeGraaff i Eaton, 2000).
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k i ¢ analiiza asympotyczna dia y->0

Pozwala to dokonac analizy asymptotycznych wtasnosci dla ki €

1
k = 2(“1”1 +ULU, + u’3u’3)

oul ou;
axj 8xj

E=V

Na podstawie Roéwn. (16) otrzymujemy

k= ;((aiai +eje;)y? +0(y?)

m (8] ~ (alal +cic!)+ O(y)

v 0X, oy

Dyssypacja nie jest rowna zero na scianie !

=ayy+0(y?)
V' =bLy? +O(y°)
w'=cry+0(y*)

c
I

“

(17)

(18)

15



Dyssypacja w turbulentnej warstwie przysciennej

1.0,
—— Dissipation (g)
----- Production =<
---------- Pressure-diffusion >
- —-—-- Transport
% —— Viscous 05
=
M
1.0 1.5
vl . |
0.5 1.0
uu.,

Bilans sktadnikdw w rownaniu energii dla przeptywu w turbulentnej warstwie
przysciennej (Spalart, 1998)

16



Warunlki brzegowe dlla ki ¢

W przypadku réwnania dla k podobnie jak w przypadku rownan pedu fizycznym
warunkiem brzegowym na scianie jest warunek typu no-slip

k=0 (19)

R&zniczkujgc dwa razy Rown. (17) wzgledem wspoétrzednej y otrzymujemy

o’k — (28] +cic )+ O
8y2 =\, +C,C )+ (Y) (20)
Na podstawie Réwn. (18)
o’k

Na podstawie Rown (21) mozna zaproponowac (na podstawie analizy
wymiarowej) dwa alternatywne warunki brzegowe dla ¢

2

2
8=2v£a\Rj da y—0 8=2Vk da y—0 (22)
oy y 17



Warunki brzegowe dia o

Na podstawie Rown. (22) mozna wyznaczy¢ warunek brzegowy dla
charakterystycznej czgstotliwosci fluktuaciji turbulentnych w=¢/(c k):

g 2V

o= k = >
Cu cuy

da y—0 (23)

Uwaga

Przedstawione powyzej warunki brzegowe (Réwn. 19, 21 lub 22, 23) obowigzuja
w przypadku rozwigzywania rownan RANS i rownan transportu stosujgc tzw.
podejscie dla niskiej liczby Reynoldsa co oznacza, ze rozdzielczosc¢ siatki
obliczeniowej w poblizu sciany jest na tyle duza, ze z pomocg wymienionych
rownan symuluje sie rowniez dynamike przeptywu w subwarstwie lepkiej
turbulentnej warstwy przysciennej.

18



Struga uderzajgca na plyte

pressure inlet

/inlet

| pipe wall

- ——
—
—

-—=4 —jetexit TT-~<

\YF@

impingement plate

12D
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Struga uderzajgca na plyte — przeszacowanie energii
kinetycznej turbulencji w punkcie stagnacii (stand. model k-s)

20



Aproksyrmacja Boussinesqy

Klasyczne dwuroéwnaniowe modele RANS
» Nadprodukcja energii kinetycznej turbulencji w punkcie stagnacji
(P~ S?, w rzeczywistosci P, ~ S);
» Liczba Nusselta — niezgodnos¢ wynikow symulacji z danymi
eksperymentalnymi w punkcie stagnacii.
gdzie P, — produkcja energii kinetycznej turbulencii,
S - modut tensora predkosci odksztatcen usrednionych S=(2S;S;)*?

Aproksymacja Boussinesq

T 7 2 ([
uiuf = 3k8ij — 2V, Sjj (23)

Sij:1 8ui+8uj
2| OX. OX,

J |

Rozwigzanie numeryczne moze prowadzi¢ do svtuacji ze sktadowe normalne
tensora (23) bedg mniejsze od zera (zbyt duzeSii ) — ,ujemna energia”

21



Niezmienniki i zagadnienie na wartos$ci wiasne

Zadamy wiec aby (realizability condition)

u' >0 (24)

Aproksymacja Bossinesq dla jednej ze sktadowych normalnych tensora naprezen
turbulentnych przyjmuje postac:

9 ~
uiu; = 3 K—2v,Si1 (25)

o Jezeli tensor jest symetryczny to posiada dodatnie wartosci wlasne A

o Oznacza to ze mozna w taki sposob obroci¢ uktad wspotrzednych, ze
pozostang tylko niezerowe sktadowe na diagonalnej tensora Si
(podczas gdy pozostate sktadowe sie wyzerujg)

o To najbardziej niebezpieczna sytuacja gdyz wtedy sktadowe normalne
tensora Si przyjmujg najwieksze wartosci i warunek (24) moze nie byc
spetiony (w pewnych obszarach przeptywu)

o W tym celu warto wiec policzy¢ niezmienniki tensora S;

o Rozwigzujemy zagadnienie na wartosci wtasne

-0 22

Sij — ;A




Niezmienniki i zagadnienie na warto$ci wlasne (przepilyw 2D)

W przypadku 2D otrzymujemy

Sii—A Si2
Sa  Sa-—-A

Przyrownujemy wyznacznik do zera:

=0 (26)

(511 - 7»)(511 - 7»)— S12Sa1 =N — (Sn + Szz)X + (SnSzz —Si2 321) =0

Iy |2=dé(§ij)
|, 1 1, to niezmienniki (nie zalezg teraz od przyjetego uktadu wspotrzednych).

Uzyskane rownanie przyjmuje wiec postac

X —IA+1,=0 (27)
gdzie
I, =Si (28)
1, - _
|, = 2(SiiSjj —SijSij)= det(Sij) (29)
Wspodtczynnik 72 w Rown. (29) wynika z przyjetej konwekcji sumacyjne; 23

Einsteina.



Uogédiniona formuia na wspéiczynnik lepkosci turbulentnej

Drugi niezmiennik I, mozna zapisa¢ na dwa sposoby:

lin o & 1
1. |2 = 2(SiiSjj —SijSij)= 2(511511 + S11522 + S22S11 + S22 S22 — S11S11 — S12S12 — S21S21 —822822)

(. o ~
= 2[511522 +S22511 — S12S12 —Sa1S21 | = (311322 —512512)= det(Sij)

-
tensor jest symetryczny

lice cc) lice cc cc c 6 cc c6 a6 aa
|, = 2(SiiSjj —SijSij): 2(811811 + 311522 +S22S11 + 522522 —S11S11 — S12S12 —S21521 —522322)

11 - ~ = o o
= {811 (511 +S22 )+ S22 (311 +S22 )— S11511 — S12S12 —S21521 — S22 322] =
2 =0 =0

= ;(— S11S11 —S12S12 —S21S21 — S22 S22 ) =— ; (SijSiJ' )

Do dalszej analizy przyjmujemy drugi sposob wyznaczania niezmiennika |,
24



Uogédiniona formuia na wspéiczynnik lepkosci turbulentnej

Przeprowadzone operacje pozwalajg zapisa¢ Réwn. (25) wzdtuz kierunkéw
gtéwnych tensora Sij . Warunek (24) mozna wiec zapisa¢ (wykorzystujgc Réwn. 25)
jak ponizej:

2K~ 2v, max(h.) >0 (30)
3

25



Przykiad (przepiyw 2D)

Dla ptynu niescisliwego pierwszy niezmiennik I, wynosi O (div.u =0 ):

S11+S»=0

Réwnanie (27) przyjmuje postac
M+1,=0
Rozwigzanie rownania (37) jest postaci
M:\_Iz }‘2:_\_|2

gdzie |, = —;(SijSij). Zwigzek (30) mozna wiec zapisaé

k k(2 }Y* 2k
< < | = ="

a

(31)

(32)

(33)

(34)

Whiosek: wspotczynnik lepkosci turbulentnej mozna wyznaczy¢ (ograniczy¢ jego

poziom, tak aby spetniony byt warunek 24) na podstawie energii kinetycznej

turbulencji k i modutu tensora predkosci deformacji usrednionych S = /2S;Sj; -

26



Modele w ktérych zastosowano limiter

Powyzej przedstawione ograniczenie na nadprodukcje energii kinetycznej
turbulencji w punktach stagnacji jest stosowane w nastepujgcych modelach
dwuréwnaniowych (uwaga: z ,fizycznego punktu widzenia” wazna jest zaleznos¢
v, 0d K,S lub Q; state sg bardzo rézne w ponizszych modelach — zostaty ustalone
na podstawie optymalizacji numerycznej):

o k-g ,realizable” (nie dotyczy standardowego modelu k-¢) — modyfikacji podlega
wspotczynnik C, (A, 1 A; to pewne state)
k2
Vi =C ) modi o C . modit = ! KS* S" = \/Sijsij +02,02,
A+ A

£
o SST k-o (F, to pewna funkcja przyjmujgca wartos¢ 1 w poblizu sciany i 0
daleko od sciany) — patrz kolejny wyktad
_ ak
~ max(a,,SF,)

Vi

o model k-o (Wilcox, 2006, 2008) — ta wersja nie jest jeszcze zaimplementowana
we Fluencie — patrz kolejny wyktad

k - 7 S 27
v, = @=max o,
@ 8 0.3



Struga osiowosymetryczna uderzajgca na plyte

K contours

(Lewy) bez limitera (prawy) z aktywnym limiterem

28



Struga uderzajgca na plyte - liczba Nusselta (model k-o)

H/D=6, Re=70000

550
C A

=00 N '\ O Baughn & Shimizu
- k-tv 2006
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