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Zakres wykiadu

- Przestawiony zostanie problem modelowana sktadowych tensora naprezen
Reynoldsa

- Wyprowadzona zostanie ogolna postac rownan transportu naprezen
Reynoldsa

- Wyprowadzone zostanie ogolna postac rownania rézniczkowego dla energii
kinetycznej turbulencji (jedno z réwnan stosowanych w modelach

2-rownaniowych)
- Pokazane zostang sposoby modelowania wybranych sktadnikow w réwnaniu
transportu energii kinetycznej turbulencji .



Usrednione w czasie rownania cigglosci i pedu
(plyn niescisliwy)

Rownania ciggtosci i pedu dla niescisliwego ptynu newtonowskiego przyjmujg

postac o
OUi
-0 1
ox. (1)
Oui +8(uiuj) :_1 op N 0 (2vSi,-—u{u'.) (2)
ot 0X p oX; OX, ’

gdzie — U;U; to sktadowe tensora naprezen turbulentnych

~|

/

N

Sij to sktadowe tensora predkosci deformaciji ugrednionych

- 1{oui Ou;
Sij = — +
2 ox;  ox,

Uktad réownan (1) i (2) wymaga domkniecia.



Hiippoteza Boussinesq i prosty model turbulenci

Przyjmujemy model Boussinesq

1, .,/

= 2v,Sij— _ks; (3)

gdzie v, - wspotczynnik lepkosci turbulentne;,
k=1/2(u'u’ + v'v' + w'w') — energia kinetyczna turbulencii.

Dla przeptywu w turbulentnej warstwie przysciennej mozna zastosowa¢ model
,drogi mieszania” (Prandtl,1925)

Prandtl postulowat, ze wiry turbulentne zderzajg sie ze sobg podobnie jak
czgsteczki ptynu.

W pewnej odlegtosci od Sciany prawdziwe jest zatozenie ¢ ., = kY (k=0.41 —
stata von Karmana)



Proby zdefiniowania ,,uniwersalnego” modelu turbulencji

Zero-rownaniowy model Prandtla jest mato uniwersalny.
Definicja ,drogi mieszania” zmienia sie wraz ze zmiang typu przeptywu.
Istnieje koniecznosc¢ zdefiniowania bardziej uniwersalnego modelu turbulencii.

W praktyce taki uniwersalny model nie istnieje. Mozna jednak zdefiniowac
model bardziej uniwersalny od modelu Prandtla opartego na drodze mieszania.

Obecnie istnieje ponad 100 modeli turbulencji RANS.

Przyktady:
- modele jedno-réwnaniowe: Prandtl (k), Spalart-Allmaras (v,)
- modele dwu-réwnaniowe: model k-g, k-o
- modele cztero-rownaniowe: model k-g-v2-f
- model transportu naprezen Reynoldsa (5 rownan — 2D, 7 rownan — 3D)



Réwnania Naviera-Stokesa i rownanie transportu naprezen
turbulentnych

Rownania Naviera-Stokesa mozna zapisa¢ w postaci

ou, ou, o 0°
N(u)=p )t +pu, St Py =
ot OX, OX, OX OX

(4)

Mnozgc Rown. (4) przez sktadowg fluktuacyjng predkosci i dodajgc do tego
sktadnika podobny sktadnik ze zmienionymi indeksami i usredniajgc otrzymuje
sie nastepujgce rownanie:

wN (uj) + N (ui) =0



Roéwnania Naviera-Stokesa i rownanie transportu naprezen
turbulentnych

Po przekszatceniach otrzymuje sie
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Roéwnania Naviera-Stokesa i rownanie transportu naprezen

turbulentnych

Przyjmujgc za Reynoldsem

— !

Ui = Ui T Uy

Wstawiajgc (6) do Réwn. (5) otrzymujemy:

1. Pochodna lokalna
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Roéwnania Naviera-Stokesa i rownanie transportu naprezen
turbulentnych

2. Pochodna konwekcyjna

du; O o(w; + ') oNwu; + u!
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Roéwnania Naviera-Stokesa i rownanie transportu naprezen
turbulentnych

3. Czton z gradientem cisnienia

o0, Op _ 0@+r) ,0E+P)
H —|_ - t 1 u
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Roéwnania Naviera-Stokesa i rownanie transportu naprezen
turbulentnych

4. Sktadnik lepki
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Ogdina postac¢ rownania transportu naprezen turbulentnych

Wstawiajgc Rown. (7-10) do Rown. (5) otrzymuje sie rownanie transportu
naprezen Reynoldsa (turbulentnych)

STU_|_ orij _ 0wy O dul, Ou’; +u_;§p H@p+
ot kd‘{k - Tmﬁ;{:k TJLB,LL atka.LL p O p Ox;
. e, @T?j v vy
U U
oy, | Dz i

Przyjmujgc nastepujgce podstawienia

ul dp’ 1 o r ou
———=——(pu;) —

p dr;  pox; p Ox;
ui; dpf 1 0 P ol
2L (') — =
p Or; p@il p Ox;
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Ogodlina postaé rownania transportu naprezen turbulentnych

Otrzymujemy rownanie rézniczkowe postaci

or; oty ou; oui| ., ouj ouj 1 faul  Ou;
ot OX OX OX OX axk p o OX;  OX
a az-ij A 1 o7 1 A~ |
+8xk {van +uiujuk+pp ui5jk+pp ujéik_. (11)

Znaczenie fizyczne poszczegolnych sktadnikow Rown. (11)

1. Produkcja naprezen turbulentnych. Zwigzana jest przede wszystkim z
najwiekszymi (wielkoskalowymi) strukturami wystepujgcymi w przeptywie
turbulentnym. Generacja sktadowych tensora naprezen Reynoldsa jest
wynikiem wystepowania w przeptywie lokalnych zmian predkosci srednie;j.
Skfadnik ten nie wymaga domkniecia (modelowania).



Ogdina postac¢ rownania transportu naprezen turbulentnych

—+
OX Xy OX | p | OX; OX

+Uu Ty —T, + +

(11)
Znaczenie fizyczne poszczegolnych sktadnikdw Rown. (11) c.d.

2. Dyssypacja naprezen turbulentnych. Sktadnik odpowiadajgcy za
rozproszenie energii najmniejszych struktur wirowych wystepujgcych w
przeptywie skutkujgce podwyzszeniem energii wewnetrznej ptynu. Dyssypacja
musi by¢ modelowana.
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Ogdina postac¢ rownania transportu naprezen turbulentnych

Oty  0F ouj _ oui . ouj ouj |1 fauj ouj
+U =Ty - —Ti 2v — =P + +

—+
OX OXy OXy |p | OX;  OX;

(11)
Znaczenie fizyczne poszczegolnych sktadnikdw Rown. (11) c.d.

3. Fluktuacje cisnienia odpowiedzialne sg za redystrybucje sktadowych tensora
naprezen (ang. pressure-strain term) w taki sposéb aby zwiekszy¢
izotropowos¢ przeptywu. Czton trudny do modelowania ze wzgledu na brak
wiarygodnych danych eksperymentalnych.
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Ogdina postac¢ rownania transportu naprezen turbulentnych

52'” — aTij 86,— aai 6u; aU'j 1 , au; 5U’j
ot OX OX OX X OX  p | OX; OX
or ]
+ 0 {v ”+u;u’ju'k+1p’u;5jk+ p'U’Sy
OX |  OXy Yo,
- (11)

Znaczenie fizyczne poszczegolnych sktadnikdw Rown. (11) c.d.

4. Transport . Poszczegolne sktadniki opisujg procesy: dyfuzji molekularnej,
dyfuzji turbulentnej (transportu poprzez fluktuacje predkosci) oraz transportu
bedgcego wynikiem fluktuacji cisnienia. Dyfuzja turbulentna i sktadniki z
fluktuacjami cisnienia wymagajg modelowania.
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Ogodlina postaé rownania transportu naprezen turbulentnych

6Tij — 87 Ou j Oui aU au 1 ,8U; 8U’j
+ Uk v + +

b=y Tyt P
ot OX OX OX OX 6xk pOX;  OX

oT;; |
+ g {v ! +u;u-uL+p'U§5-k+1p'“'j5ik '
y P _

(11)
- W zagadnieniach 3D nalezy rozwigzac¢ 6 rownan (duzy koszt)
o Trudnosci w modelowaniu niektorych sktadnikéw Rown. (11) — mogace
prowadzi¢ do trudnosci w uzyskaniu zbieznosci procesu iteracyjnego
o Model turbulencji oparty na Réwn. (11) nazywany jest modelem
RSM — Reynolds Stress Model (model drugiego rzedu — nie ma
koniecznosci stosowania aproksymacji Boussinesq)

W wielu zagadnieniach inzynierskich stosowanie modelu RSM jest ciggle zbyt
kosztowne obliczeniowo .

Istnieje koniecznosc uproszczenia tego modelu.
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Ogodlna postaé rownania réozniczkowego dla energii
kinetycznej turbulencyi

Rownanie transportu energii kinetycznej turbulencji uzyskuje sie dokonujgc
kontrakcji Rown. (11). W tym celu przyjmuje sie indeksy i=j=1,2i 3 w Rown. (11)
| sumuje sie otrzymane trzy rownania stronami.

7y T, Q0 U B2 0
ot axk OX OX, OX, OX,
+ 2 {varll+u’u’u'+2p’u;61k}.

OX, | OX, p
+
0% 4y O gy Oz o OU; O, 2y
ot OX, axk OX, OX, OX,
+ V2 uLuLu, + - p'uLd,, |
OX 6Xk p

+
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Ogdina postac¢ rownania rézniczkowego dla energii
kinetycznej turbulencyi

+

0T, U OTay _ 97, U0 OU3 2V8u3 ouz 2 faduy
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a . L L LA
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(12)
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Ogodlna postaé rownania réozniczkowego dla energii
kinetycznej turbulencyi

Zero w Réwn (12) jest wynikiem uwzgledniania rownania ciggtosci dla
sktadowych fluktuacyjnych predkosci

ou!| [0z + Oul/Oxy + Ouly [Ox3 =0

Przyjmujgc definicje energii kinetycznej turbulencji

1
k= = (uyu) + uhuh + ugus) = —;(TH + 722 +733) = (T11 + To2 + 733) = —2k

i

o | =

Otrzymuje sie rownanie rézniczkowe opisujgce proces konwekciji, produkciji,
dyssypacji i dyfuzji (transportu turbulentnego) energii kinetycznej turbulencji

ok ok Ju; Ou;, Ou N d [ ok l—— 1?} (13)
oy Uk — Tik o — ; V- — —uuU;. — —puy
Ey Uk oy Tik . y@i’_{; Bz | Oxp | Oz, 2 it k pP k
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Ogodlna postaé rownania réozniczkowego dla energii
kinetycznej turbulencyi

W Rown. (13) produkcja energii kinetycznej turbulencji (pierwszy sktadnik na
prawej stronie) jest modelowana z wykorzystaniem hipotezy Boussinesq (3):

Pk = 2Vt§ikéai /8Xk = 2Vt§ikgik (14)

Drugi sktadnik po prawej reprezentuje dyssypacje energii kinetycznej turbulencji

Oul; Ou
€ =1 :
Oxy Oy,

W modelach 2-réwnaniowych dyssypacja ¢ jest otrzymywana (posrednio lub
bezposrednio) na podstawie rozwigzania 2 rownania rézniczkowego.
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Ogodlna postaé rownania réozniczkowego dla energii
kinetycznej turbulencyi

Drugi i trzeci czton w nawiasie w Rown. (13) opisujg procesy transportu
turbulentnego i dyfuzji ciSnienia i zazwyczaj sg modelowane przy pomocy
hipotezy gradientowe:

—lu"-u"-u" — l "y = il ok 1
2113,: ,ﬂpk G’_I;ﬁl‘k (5)

gdzie o, jest pewng statg modelu (zazwyczaj wynosi ona 1, patrz jeden z
kolejnych wyktadéw). Na podstawie Rown. (14) i (15) mozna zapisa¢ Rown.
(13) w postaci:

c}‘ff._'__ ok P N d [( yt)é‘k]

— I — . — € e V1T — =

ot k-‘f?;r;; k dx. o/ O (16)

Jak wspomniano € w Réwn. (16) otrzymuje sie na podstawie rozwigzania
kolejnego rownania transportu (nastepny wyktad).
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