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Zakres wykiadow

- Metody RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes) : 6 wyktadow

o Symulacje przeptywow turbulentnych (Direct Numerical Simulation, DNS) i
Metoda Symulacji Wielkich Wirow (Large Eddy Simulation, LES) : 4 wyktady

o Metody hybrydowe RANS/LES : 3 lub 4 wyktady

13 -14 wyktadow (2h)
Na 15 spotkaniu kolokwium z wyktadu (teoria)
Sprawdzanie stanu wiedzy na wybranych wyktadach

7 spotkan laboratoryjnych (2h)
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“Observe the motion of the surface of the water, which
resembles that of hair, which has two motions, of which
one is caused by the weight of the hair, the other by the
direction of the curls; thus the water has eddying
motions, one part of which is due to the principal
current, the other to random and reverse motion.”

Szkice struktur wirowych wykonane
przez Leonardo da Vinci (1452-1519)



Turbulencja i jej cechy
Cebeci i Smith (1974) :

Turbulencja charakteryzuje sie wystepowaniem zjawisk o bardzo szerokim
zakresie skal przestrzennych

- W przeptywach wewnetrznych skale duze sg poréwnywalne z rozmiarem
obiektu L: 10-20% L

- Skale najmniejsze (skale Kotmogorowa) mogg stanowi¢ 1/10000 grubosci
warstwy przysciennej o

Hinze (1975):

Turbulentny ruch przeptywu charakteryzuje sie wystepowaniem zaréwno wolno-
jak i szybkozmiennych (losowych) fluktuacji pewnych wielkosci fizycznych

,Losowos¢” wynika z definicji warunkdéw poczatkowych i/lub brzegowych.



Przeplyw za pociskiem i charakterystyczne skale turbulencji

Skale najwieksze majg rozmiary
porownywalne z gruboscia
warstwy scinajacej 6

Flow is from left to right.
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Réwnania zachowania masy, pedu i energii

P4V (pu)=0 w
8(;!) +V.(puu)+Vp=pf +V.r, @)
a(gtE) +V(pEu)+ V(pu)=pfu+Vr,u)-v.q+Q
gdzie:
p - gQStOéé,
p — cisSnienie,

E — energia catkowita (e + 1/2u.u)

Q — energia pochodzgca od reakcji chemicznych i in. procesow

u — wektor predkosci

g — wektor strumienia ciepta

f — wektor sit zewnetrznych dziatajgcych na uktad (np. sita grawitacji)
T, - tensor naprezen scinajgcych ptynu (lepkich)



Réwnania energii
Rownanie energii mozna zapisac rowniez w postaci :

a(gtE) +V(pHu)=pf.u+Vr, u)-v.q+Q

gdzie:

E — energia catkowita (e + 1/2u.u)

H — entalpia catkowita (H=h+1/2u.u) lub (H=E+p/p), h entalpia (h=e+p/p)
Q — energia pochodzgca od reakcji chemicznych i in. procesow

g — wektor strumienia ciepta

f — wektor sit zewnetrznych dziatajgcych na uktad (np. sita grawitacji)

T, - tensor naprezen scinajgcych ptynu (lepkich)

(3)



Réwnania konstytutywne

o Linowa zaleznos¢ miedzy sktadowymi tensora naprezen stycznych a
sktadowymi tensora predkosci deformacji (ptyn newtonowski)

Odejmujemy sktadnik 1/3S,,%;
T, = 2y w celu wyeliminowania (4)
wptywu sktadowych

_c_ 1 normalnych tensora
Y=3S A{S}I predkosci deformacji na
tensor naprezen stycznych.

gdzie

sktadowe tensora predkosci deformaciji S;=1/2(ou;/0x;+ou;/0x;),
{ } oznacza sume sktadnikdw na diagonalnej tensora S,
| - macierz jednostkowa.

- Wektor gestosci strumienia ciepta g wyznaczany jest w oparciu o gradient
temperatury T i wspoétczynnik przewodzenia ciepta k (prawo Fouriera)

q=-kVT

Strumien g mozna tez wyrazi¢ w postaci

_ K
q=- PI’Vh (5)
gdzie Pr to liczba Prandtla (Pr=nc, /k, dh=c,dT)



Réwnania zachowania masy i pedu (plyn niescisliwy)

Dla niescisliwego ptynu newtonowskiego (p=const) Rown. (1 i 2) przyjmuja
postac

i _g )
OX;

ou, oluy)_1ep | o (1 j

ot OX, pox; ox;\p "

lub przyjmujgc (4)

=~ Py (25,) (7)

gdzie
v - wspotczynnik lepkosci kinematycznej,
Sij:1/2(aui/axj+8uj/8xi)



Usrednianie w czasie

Chwilowg sktadowg predkosci U; (X, t) wyraza sie jako sume predkosci
Sredniej i sktadowej fluktuacyjnej

u,(x,t)=ui(x)+u!(x,1) 8)

gdzie predkos¢ srednia jest zdefiniowana w nastepujgcy sposob:

t+T

ui(x)= lim = u, (x, t)dt (9)

T—>00T f

T oznacza czas (okno) usredniania. Czas T musi by¢C wystarczajgco dtugi w
porownaniu ze skalg czasowg modelowanych fluktuacji pola predkosci.
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Usrednianie w czasie

Uy im )
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u; (%, t) = ui(x)+uj(x, t)
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Przykiady sygnaiéw czasowych dla ktérych mozna
zastosowaé usrednianie w czasie

Skale czasowe zwigzane z fluktuacjami turbulentnymi T, (modelowane) muszg
by¢ mniejsze od skali czasowej usredniania T i skali czasowej T, zwigzanej z

przeptywem gtéwnym

P‘\A P\M A/‘A\ VALYV AL

T

)

ﬁ
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t+T

ui(x)= Ilmi_ u, (x, t)dt

T

Losowe fluktuacje
turbulentne (T,,T>x)

Periodyczne zaburzenia
+ fluktuacje turbulentne
(T<T)

Przeptyw intermitentny
(czesciowo turbulentny
i czgsciwo laminarny) (T, T->x)



Usrednianie w czasie

Wiasnosci operacji usredniania w czasie:

o usrednienie wczesniej usrednionej predkosci daje predkosc¢ srednig

t+T

u (x )_Ilm_lr ui (x)at = ui (x)

Tow
t

o usrednienie w czasie sktadowej fluktuacyjnej predkosci daje zero

t+T

u’; (x )_Ilm j[u(xt) ui (x)]dt = ui (x) —ui(x)=0

(10)

(11)

13



Usrednianie w czasie

Pozostate istotne wlasnosci operacji usredniania

o Filtr czasowy jest liniowy ig+\|/ )= é+\|_f (przyktadowo filtr oparty na
medianie nie jest liniowy)

- Operacja usredniania komutuje (jest przemienna) z operacjg
rozniczkowania wzgledem wspotrzednych przestrzennych.

0s _oc 0z o¢
ot ot

natomiast zaktada sie ze
OX. OX. ¢

o ,Nieczutos¢” na kolejne usrednianie (Rown. 10) dotyczy réwniez iloczynu
dwoch wielkosci usrednionych (ta wlasnosc¢ nie dotyczy usredniania w
przestrzeni) Ev =&y

sy =gy’
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Usrednianie w czasie

Pozostate istotne wlasnosci operacji usredniania

- Srednia iloczynu wielko$ci $redniej i skladowej fluktuacyjnej jest zero
poniewaz Srednia sktadowej fluktuacyjnej wynosi zero (Rown. 11)

gy’ =0
syg' =0
- Wielkosci &' i v’ sg skorelowane. Oznacza to, ze srednia iloczynu tych
wielkosci nie jest rowna zero

Sy'#0 (12)

15



Usrednianie w czasie

W pierwszej kolejnosci, analizie poddamy iloczyn uu; w réwnaniu pedu (7).

Przyjmujemy za Reynoldsem
u, (%, t)=ui(x)+u(x,t)

Po usrednieniu otrzymujemy

\ J J

(— I\Ii / . ' / / I,/
u;u; = (Ui +uj fuj+uj)= iu,—+yﬂj+tyﬂj+uiuj

—>

dodatkowy sktadnik wynika z

nieliniowosci cztondw konwekcyjnych w réwnaniach pedu
16



Usrednione w czasie rownania ciggiosci i pedu (plyn
niescisliwy)

Dziatajgc operatorem usredniania na Rown (6) i (7) otrzymuje sie

OU;

=0 (13)
B - OX;
OUi N o(uiuj) :_1 ap 4 0 (szij _u:u;) (14)
ot OX p OX;  OX;

]
gdzie — u;u’j oznaczajg sk’fadovye tensora naprezen turbulentnych

iU THTARE T

ol T Y A ol T
=] —UyU; —uu;, —U,U;

! / [ / / /
__U3U1 —UsU, _U3U3_

Tensor 1 jest tensorem symetrycznym t;= 1;;. gij oznaczajg sktadowe tensora
predkosci deformacji usrednionych

-~ 1({oui oOu;
Sij = — +
2( ox;  ox,

Rownanie (14) wymaga domkniecia




Usrednione w czasie dla rownania cigglosci zapisanego
dla plynu scisliwego

Stosujgc usrednianie Reynoldsa do Rown. (1) (ptyn scisliwy) otrzymujemy

a/O_I_aloui :O
ot OX

op , dlp+p'Nui+up) _,
ot OX,
op 0, .,
+ ui+o'u )=0
pojawia sie dodatkowy sktadnik
wymagajgcy domkniecia

(15)

(16)
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Usrednianie wy. techniki zaproponowanej przez Favre

Dla ptynu scisliwego wygodniej jest przyjgc usrednianie pedu zamiast
usredniania samej predkosci
t+T

: i j (% t)u, (%, t)t &

u,(x) - A (17)
p P

gdzie p oznacza usrednione w czasie pole gestosci.

Zastosowanie Roéwn. (17) do pola predkosci u; w Rown. (1) pozwala otrzymac

op 0

+ (PUi ) =0
ot é9xiT
posta¢ rownania jak dla przeptywu
laminarnego

Na podstawie Roéwn. (16) i (18) otrzymujemy zwigzek

(18)

pU; + plU’ = o, (19);6



Usrednianie Reynoldsa dila skiadowej fluktuacyjnej u”

Predkosc¢ u; mozna wyrazic¢ jako sume predkosci sredniej (wg. Favre) i
sktadowej fluktuacyjne;
U =T; +uj (20)

Usredniajgc Rown. (20) stosujgc metode Reynoldsa

ui=u; =0 (21)
Sktadnik T, mozna wyeliminowa¢ z pomocg Réwn. (19). Otrzymujemy

sktadowa fluktuacyjna predkosci u” usredniona
W czasie nie jest rowna zeru

20



Usrednianie Reynoldsa dla skiadnika pu”

Mnozgc Roéwn. (20) przez gestosc

| usredniajac:

Mnozgc Réwn. (17) przez gestosc¢
i usredniajgc

U, (x)= P

pu; = ol + puyf
Al = pU; + puy
ou’=0

,Fluktuacja pedu” (iloczyn gestosci i sktadowej fluktuacyjnej predkosci u” ) jest rowna
zeru. (Podobnie jak dla klasycznego usredniania Reynoldsa Srednia ze sktadowej

fluktuacyjnej u’ wynosi zero.)

21



Usrednianie wy. techniki zaproponowanej przez Favie -
sktadnik péy

Zastosowanie usredniania Favre do dowolnego iloczynu funkciji & i v i gestosci p

0 0
I - 2" __2
pey =ple+&" ki +v")=ple¥ )+ py’e + pehy + pEy" (22)
Wiedzac, ze
g-Ps =PV
p p

Sktadnik plEW) w Roéwn. (22) mozna zapisaC w postaci

) e oo
pE p PV _ 2PV _%

plEy)=p> 7>~ =p =pS
PP

Ostatecznie otrzymujemy
PEY =pEY +pEly’ (23)



Usrednianie wy. techniki zaproponowanej przez Favre —
réownanie pedu

Przyjecie rownania konstytutywnego danego zwigzkiem (4) pozwala zapisac
rownanie pedu (2) w postaci

opu, dlpuu;) oo,
-+ =
o ox.  ox (24)

J J

gdzie sktadnik po prawej stronie Réwn. (24) zwigzany jest z sitami
powierzchniowymi wywieranymi przez element ptynu

G, =—Pd; +1,; =—pd; +2u(S; —1/35,S)

Zastosowanie usredniania Favre (Réwn, 17 i 23) dla predkosci (cisnienie i
gestosc¢ usredniane sg stosujgc usrednianie Reynoldsa) pozwala uzyskac
rownanie zachowania pedu w postaci
opU. N a(puiuj) _ op N OTpi B OpU;U; (25)
ot OX; oX;  OX; OX;
gdzie —pu’ju”j jest nieznanym tensorem naprezen turbulentnych (wymaga
modelowania)

23



Hiipoteza Boussiinesq i usrednione rownania pedu

Tensor naprezen turbulentnych T w modelach opartych na lepkosci turbulentnej
modeluje sie wykorzystuigc hipoteze Boussineq

- "o —c 2- : - -

PTi; = —pUil;j = 21, Sij —— PkSij Odejmujemy sktadnik 2/3pk?;

—c = 1= 3 poniewaz musi bv¢ spetniona | (26)
Sij = Sij — gskkgij wlasnosé por; =—20K

gdzie y, - wspotczynnik lepkosci turbulentnej,

1 7 ) ) ) )

k=1/2(u”u” + v'v” + w"W”) — energia kinetyczna turbulenciji.

Réwn. (25) mozna wiec zapisa¢ w postaci

(27)

ot OX . OX.

j i j
Pola energii kinetycznej turbulencji k i wspotczynnika lepkosci turbulentnej ,
sg obliczane (posrednio lub bezposrednio) na podstawie rozwigzania kolejnych
rownan rozniczkowych (kolejny wyktad).

opu, + 5(E’Giuj)__ op + 0 (%“’” H_)T”)

24



Usrednianie wy. techniki zaproponowanej przez Favie -
réwnanie energii

Pomijajgc sity zewnetrzne i zewnetrzne zrodta energii rownanie (3) mozna
zapisacC w postaci

opE N opu;H _ out,;  Oq;
ot OX OX OX .

J J J

lub w postaci
1 1
o p| e+ - Uu.u. d pu;| h+>-uu
{P( 2 Iﬂ {P J( 2 Iﬂ out,; 0,
+ = == (28)
ot OX; ox;  OX,
Dla gazu idealnego Rown. (28) jest uzupetnione rownaniem stanu
p=pRT (29)

gdzie R — uniwersalna stata gazowa.

25



Usrednianie wy. techniki zaproponowanej przez Favie -
réwnanie energii

Dla gestosci, cisnienia i strumienia ciepta stosuje sie klasyczne usrednianie w
czasie

p=p+p’
p=p+p’
q;=0;+0;

Pozostate wielkosci usrednia sie stosujgc metode Favre

(30)

uj:Uj+u}’

h=h+h" (31)
e=€+¢e’

T=T+T"

26



Usrednianie wy. techniki zaproponowanej przez Favie -
réwnanie energii

Sktadnik 1/2pujuiui (pochodna konwekcyjna) mozna zapisa¢ w postaci

1 ( Y m\( "
0 0

1 /r’r 1 S VRTKTK 1 f "o 1W
:2pUjUiUi—|—pU u. -|-2pU ‘|‘2p i iUi+puJu|UI+2puj i

(bl bl

:;pﬂ U, +0+p0, ;u” '+0+T;puiu "+;pu;’:’j’
— —pt;
K ]
1 . 1_

ZpUUU +pU Kk —T;pt;, +2p u;u;

17 o 1W
= Uj(zpﬁiUi +pUjkj—Uipr + = 5 pU;
. iy , ;

1*

(32)
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Usrednianie wy. techniki zaproponowanej przez Favie -
réwnanie energii

Réwn. (28) przyjmuje postac (uwzgledniajgc Réwn. 17, 20, 30-32)

>

o| pU, (lurj, +kj+n‘j'ﬁ
i+kﬂ 2

o 5 1
— u”h” U - u” ” ”
" ox, o ) ox, | P T PR T o

2*

Po uproszczeniach

a(pE) , olpt;A) _

ot OX;

= a(Ui(Tu,ij +pTu))—§(_<qj +PW)+;{%_;W} (33}
J

6xj i X .




Usrednianie wy. techniki zaproponowanej przez Favie -
réwnanie energii

Niedomkniete sktadniki w Réwn. (33) modeluje sie jak nizej

R i, oh
TP =T e ax
uJ bij ZPUJ “+ GX

gdzie Pr, to turbulentna liczba Prandtla (Pr.=0.8-0.9),
o, to pewna stata (wspotczynnik dyfuzji ~1)

Strumien ciepta (molekularny) dany jest Rown. (5)
u oh

4 ==0 ~
Pr oX;

29



Usrednianie wy. techniki zaproponowanej przez Favie -
réwnanie energii

Rownanie energii przyjmuje postac

oE), At _ 0 {u< ore{ e8] ) @kj

ot OX . OX. Pr Pr, )oX, Gy ) OX;

J J

(34)

Dla gazu idealnego rownanie to uzupetnione jest usrednionym réwnaniem stanu

N . o~

p=pRT (35)
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Peine rownania RANS - dVa gazu idealnego

Réwnania zachowania masy (18), pedu (27) i energii (34) uzupetnione réwnaniem
stanu (35) stanowig wiec petne rownania RANS

— op 0 [

Usredm’anle Favre po'zw’ala ’ P 4 (,OU- ) -0 (36)
uzyskac prostg postac rownan ot OX. '

— zmienne u, p i E mogg byé '

policzone z réwn. (36-38) stosujgc - . _

standardowe procedury opU. @( u;u ) op 0 (-

modelowania. (poréwnaj rown. 36 i -+ Y= T Twij + PTj (37)
16) ot OX; OX; OX;

P~

5(pE)+ 8(pUjH): ai [Ui(’tp,ij "‘pTij)"'( K 4+ My j oh +(H+ My j ok ) -

i i Pr Pr, )oXx, G\ ) OX;

p=pRT

Tensor naprezen turbulentnych T moze by¢ modelowany przy pomocy modelu
Boussinesq (26). Ciggle brakuje jednak modelu pozwalajgcego na wyznaczenie

nieznanych pol skalarnych ki p, (o tym na kolejnym wyktadzie) -



Réwnania cigglosci i pedu (RANS) dia plynu niescisliwego

Dla ptynu niescisliwego rownania RANS (klasyczne usrednianie w czasie)
mozna zapisac¢ w postaci (rown. 13 i 14)

Ou; ~0

OX.
@ui+§(Uin):_l @p+ 0 11; T
ot ox;  pox ax\p "

Tensor naprezen turbulentnych t musi by¢ modelowany.

Dla ptynu niescisliwego rownanie energii nie jest wymagane celem rozwigzania
rownan Naviera-Stokesa. Mozna jednak dodac rownanie dla temperatury
(rbwnanie konwekcji -dyfuzji) celem modelowania procesu wymiany ciepfa.

oT , (Tuy) _ & ((u . ut]aTj

ot OX . ox; |\ Pr Pr, Jox,

J
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