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Model k-m

o W przypadku dwuréwnaniowych modeli turbulencji, rownanie ktore

stosowane jest do okreslenia skali turbulencji nie musi by¢ koniecznie
rownaniem dla ¢

o Przyktadem moze by¢ model k- w ktérym drugg wielkoscig jest w~¢/k
nazywana charakterystyczng czestotliwoscig fluktuac;ji turbulentnych

o Pierwszy model dwuréwnaniowy (byt to model k-w) zostat zaproponowany
przez Kotmogorowa (1942)

- Jednak istotny rozwdj i popularyzacje tego modelu zawdzieczmy gtéwnie
pracom Wilcoxa (1988, 1993, 2006)

- Powszechnie znang zaletg tego modelu, w odniesieniu do modelu k-¢, jest
jego wieksza doktadnosc¢ w opisie przeptywow przysciennych



Standardowy model k-o

Model k-w (Wilcox, 1988) dany jest nastepujacymi rownaniami:

Dk 0 ok
—— =P —Bko+ —[lv+o'v, | — 1
ot =P Pk et 2] (1)
Do Q) , O oW
——=a P —Bo "+ [(v+ —
pt ke PO axj[(V CWt)axj (2)
wspotczynnik lepkosci turbulentnej
.k
= 3)
produkcja P;:
P =vS° S* = 25;S;;

state
a=%, B=%, B =009, 6=05 o =05



Najnowsza wersja modelu k-o

Najnowsza wersja modelu k-m (2008 r.) przyjmuje postac:

Dk:Pk—[3"‘(ok+a (V-I—G*kjak (4)
Dt OX; ® ) OX;

Do , O koo | o4 ok ow
——=o-— P, —pPo"+—||v+o— + (5)

Dt K OX; ®)0X; | © OX; OX;

wspotczynnik lepkosci turbulentnej T

" czton cross-dyfuzji
VvV, = —

YR (6)

produkcja P, i dyssypacja

Pk = VtSZ 0= max[oo, C|im\/$j (7)



Najnowsza wersja modelu k-o

State i pozostate zaleznosSci

p*=009 C,,=7/18 «=13/25 =05 o0*=06 o, =0.125

W
. OX.
— J J
0d =) ok ow ®)
Gy >0
k OX; OX;

1+85y stata 3 zalezna od y
L =0T =0.0708 f, = @ ®
olp Fo #1+100y, - poprawa wlasnosci modelu
w przeptywach swobodnych

- oU, - oU,
Qijzl ou;, duU, Su=1 ;Y
2( oXx; 0X 2( oXx;  OX
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Wiasnosci modelu k- - przeplyw w warstwie przysciennej
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Wiasnosci modelu k-o - przeplyw przyscienny

DNS w sposob poprawny wskazuje niezerowy poziom dyssypacji € na
Scianie.

Model k-m: dyssypacja wynosi 0 na scianie i wystepuje duzy pik na profilu
g=C ko (przeskalowany 50 razy) dla y*=10. Ten nadmierny poziom
dyssypacji dla y*=10 prowadzi do silnego obnizenia poziomu energii
Kinetycznej turbulencji w poblizu sciany.

Zbyt niski poziom energii kinetycznej turbulencji w poblizu sciany nie skutkuje
jednak btedem przy oszacowaniu naprezen turbulentnych. W przeciwnym
razie nie uzyskano by dobrej zgodnosci profili Srednich predkosci .

Jest to pozgdana wtasnosc¢ poniewaz wspotczynnik lepkosci turbulentnej jest
uzywany w rownaniach RANS.

Modele klasy k-o nie wymagajg wiec 20 1
stosowania funkcji ttumigcych w
rownaniach (3) lub (6) ani nie wymagajg
stosowania innych modeli w poblizu
$cian. Pod tym wzgledem stosowanie 27\
modelu k-o jest znacznie prostsze 1 B
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Wtasnosci modelu k-

- Standardowy model k-o wykazuje znaczne lepsze wlasnosci w porownaniu z
modelem k-e¢ w symulacji przeptywow turbulentnych w warstwie przyscienne,;.

- Model k-» (nie dotyczy to jednak najnowszej wersji modelu z 2008 r.) ma
jednak dosyc istotng wade. Otdz rozwigzanie uzyskane z pomocg tego
modelu silnie zalezy od wartosci zmiennych K i o, zdefiniowanych na
brzegach obszaru obliczeniowego znajdujgcych sie daleko od scian.

- Model k-¢ nie wykazuje tak silnej wrazliwosci na wartosci zmiennych na
brzegu obszaru obliczeniowego.



Wiasnosci modelu k-o i k-&
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Profil lepkosci turbulentnej uzyskany z zastosowaniem standardowego modelu k-

(lewy) i z pomocg modelu k-¢ (transformowanego do modelu k-w), (prawy).
Menter (1994).
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Wiasnosci modelu k-o i k-&

2.0

MAALS MAAAARSALS aadss ) T TrrrrrTY

k=@ orq. (high w¢) |
=== k-@ org. (low @)

st

¥/ 80305

2.0

0.5+

LAl il

TITTTTTYYTY TrvrrrTT

0.0

—— k-w 8SL (high wy)
=== k-w 8SL (low wyg)

...............

S
v,} u, 62100

o W obydwu przypadkach, przyjecie duzych wartosci zmiennej o nie wptywa
na jakosc¢ rozwigzania.

o Jednak w przypadku przyjecia zbyt matych (niefizycznych) wartosci
zmiennej o (lewy) w istotny sposdb zmieniony zostaje profil m nie tylko na
zewnatrz warstwy przysciennej ale rowniez w srodku warstwy.

o Model k-¢ jest praktycznie nieczuty na zmiany tej wielkosSci.

11



Wtasnosci modelu k-

o Jak pokazat Menter (1994) i Kok (2000) istotne znaczenie w ograniczeniu
nadmiernej wrazliwosci modelu k- ma czton cross-dyfuzji ktory pojawia sie
np. na etapie transformacji rownan modelu k-¢ do modelu k-

(w druga strone réwniez ze zmienionym znakiem).

o Odpowiedni dobdr wspotczynnikdw dyfuzji jak i wspotczynnika przy cztonie
cross-dyfuzji (Réwn. 5) pozwala ograniczy¢ wspomniang wrazliwos¢ modelu k-.

o Pragmatycznym rozwigzaniem tego problemu byto opracowanie przez
Mentera (1994) modelu hybrydowego ktéry w poblizu Scian uzywa oryginalny
model k-, natomiast daleko od scian model k-¢.

o Zastosowanie tego podejscia wymagato transformacji rownan modelu k-¢
do modelu k-o. State modelu zostaty odpowiednio zmodyfikowane z uzyciem
odpowiednich funkgji.

12



Transformacja modelu k-s do modelu k-

Przyjmujemy standardowy model k-¢

CH = 009, Gk :1.0, G¢ =1.3, C81 :1.44, C82 =1.92

©)

(10)

(11)

(12)
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Transformacja modelu k-& do modelu k- - cziony Zrodiowe

Wiemy, ze ¢=f’ko. Pochodna substancjalna wynosi:

De D
Dt Dt
Otrzymujemy:

Do 1 Da_gDik
Dt B’k Dt Kk Dt

De/Dt i Dk/Dt w Rown. (14) mozna przyjac na podstawie Rown. (10) i (9).
W pierwszej kolejnosci modyfikacji podlegajg cztony zrodtowe:

Dw 1 € g2 0
=|C, P —-C,—|-—(P.—¢)+
Dt Bk( Slk k 82 kj k(k 8)

Otrzymujemy:

ID(D:(Csl _:I')(,0 ( 82 _1)(02
%/_J

Dt k
129 Bz

(B ) [300— B* Da)

L piff. - ©piff,
K K

flef
k

(13)

(14)

(15)

(16)
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Transformacja modelu k- do modelu k- - czlony dyfuzyjne

Na podstawie Réwn. (9) i (10) czton dyfuzyjny w transformowanym rownaniu dla
® (16) przyjmuje postac

1 . O . 11| 0 v, | O¢ ®| O v, | ok

- Diff - ODiff, = , VU i et I VA i |
Bk K B k| ox, o, ) OX, K| 0X; Oy ) OX;
Lo ([, ve)|oBke))|_o| o ([, vi)ok]|_
B k| ox, G, ) OX, K| 0X, G, ) OX.

1) 2 V+vtBk@w > 1 Oy Ve o K |20 O f[yy Y | K
B k| ox, c, OX ; OX G, OX; K| 0X; Gy ) OX;

1 ok 8(0 Vi O 1803 v, |0k ® 0 v, | ok
== v+ R v+ o+ v+t +

k 0X; ax xj c X, kax c, )OX; K OX, o, ) OX;
CI G

Kk 6x
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Transformacja modelu k-& do modelu k- - cziony dyfuzyjne
cd.

1 . O ~. 2 ok ow Vv, 0 0w

R ——DIff =—— | v+ + v+f — |+

Bk K K OX; 0X; c, ) OX, s ) OX;
Lo 0|vi,oK| o 0 [v, 0K
k@x o, 0X; | kox;| o, o, |

~0 dla oK =0

Ostatecznie otrzymujemy réwnanie dla ¢ transformowane do rownania dla w:

00 _ (e, )P, -p(c. _1)m2+((v+]5‘”J Zﬁka“(w"tJ

J €

Oy Bz

(A7)
Pojawia sie dodatkowy skfadnik tzw. czton cross-dyfuzji.

Brak tego cztonu w standardowym modelu k-o odpowiada za jego nadmierng
wrazliwosc¢ na przyjete wartosci wielkosci turbulentnych na brzegu obszaru
potozonym daleko od sciany.
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Skitadnik cross-dyfuzji w rownaniu dla

Wprowadzenie cztonu cross-dyfuzji istotne jest tylko daleko od scian (wptyw
lepkosci v znikomy).

Rown. (17) mozna wiec zapisaC w nastepujgcej postaci (pomijajgc lepkos¢ v w
cztonie cross-dyfuzji i przyjmujac ze v,=k/m)

Dm_azwpk_Bzszr@[(wvtj 6(DJ+ 2 Kk oo (18)

Dt *k OX, c, JOX; ] o, 0X; OX;

W poblizu scian czton 8k/8xj 6@/6xj < 0 — oznacza to, ze » uzyskana na
podstawie Rown. (18) (model k-¢) bedzie mniejsza (wieksza turbulencja) od tej
ktorg uzyskuje sie na podstawie rozwigzania Rown. (2). Ttumaczy to
podwyzszony poziom dyssypaciji € ktora wystepuje w poblizu scian stosujgc
standardowy model k-o (Rown. 1 i 2, patrz rys. na str. 7).

Daleko od scian ok/ox; dwl/ox; > 0 — 0znacza to o uzyskana na podstawie Rown.
(18) (model k-¢) bedzie wieksza od tej uzyskanej z Rown. (2) (silniejsze ttumienie
efektow turbulentnych w przypadku modelu k-g).

17



Model k-o» SST

Pragmatycznym rozwigzaniem problemu nadmiernej wrazliwosci standardowego
modelu k- od K, | ®, byto opracowanie przez Mentera (1994) modelu
hybrydowego ktory w poblizu scian uzywa oryginalny model k-», natomiast
daleko od scian model k-«.

Dk 0 v, oK
“Pop ket Z Viy o
pt kP m+8x[(v+cl<)axj:|
x(1-F)
D(D:ochk—Bco2+ (v )8c0 N 2 ok Om 1
Dt K OX; c, OX;| ©,00X; 0X,

Dk 0 v, . oK
“P b _Bkeo+ Y MANGA
pt <P max[(wq)axj
D 0 |: 80)} ><F1

——=o-P + O v Ty
ot =% PP ox, |Vt o, ox
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Model k- SST

Dk 0 v, OK

“Rop kot L (v i) XK

ot P Maxj{(wa‘n)ax} (19)
Do _o ~ 2 ok oo © vV, , 0®
——=a. P - +(1-F + + )
pt ~ %y emhe ( 1)csmcoaxj OX 6)(1{(\/ 6m)axj} (20)

Wszystkie wspotczynniki sg uzaleznione od wartosci funkcji F;.

a=oa,_,xF+a_,01-F) (21)

F, =tanh (arg,’) (22) |
Jk 5oouj 4p6w2k}

009(Dy ’ pyZ(D ’ CDSSTy2

arg; = min {max{

1 ok ow 0.0l
CD =max| 2pc,.» ——————,1.0e -10
SST ( PO02 ok ox, j



Model k- SST

Dk \Y

P Bko+ O t 23

pp e Pket o [(V - )ax} (23)
Do 0 on | 20, 0K 0w
——=aP, + Yl v Ty 02
o ~ %P o {(V Dox } o X, X, (24)

gdzie
P =vS° P =P/v,

przy czym $°=0.09, o, = 0.85*F, + 1.0*(1-F,), a = 0.553*F, + 0.44*(1-F,),
B =0.075*F, + 0.0828*(1-F,), o, = 0.5*F, + 0.856*(1-F,), o, = 0.856.

Wspotczynnik lepkosci turbulentnej posiada limiter naprezen Reynoldsa
(dyskutowany na jednym z poprzednich wyktaddéw)

a,K
max(a,m,SF,)

Vi = (25)

gdzie a,=0.31, funkcja F, jest zdefiniowana podobnie jak funkcja F;.

Jk SOOHJ 2

0.090y  py?wm

F, = tanh(argzz) arg, = max(Z



Model k-o» SST

Zwigzek Bradshawa: —uv = v, =3k (26)
Otrzymujemy wiec v = a,k
=

Zmieniony warunek na

’ . 2~ A%
wspotczynnik lepkosci t maX(SF a Q))
turbulentnej e
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Model k- SST

Dla przeptywu w warstwie przysciennej

LU U R
oy oy v,

Naprezenia turbulentne mozna interpretowac jak ponizej

oU P k* P
Y :Vt\/g - v, =\/CMSPK -k,

oy
Dla P,=¢ otrzymujemy relacje Bradshawa (26)

Py

Ty =V

W przeptywie z ujemnym gradientem cisnienia model turbulencji
wykazuje P, >> ¢ (w rzeczywistosci jest na odwrot)

Zwigzek Bradshawa ttumi wiec nadmierng nadprodukcije turbulenc;i
zaktadajgc P, = ¢

22



Model k-o SST
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Model Spalarta-Allmarasa

Przyjmuje sie ze modele dwuréwnaniowe pozwalajg na wiarygodne
modelowanie przeptywow zewnetrznych jak i wewnetrznych poniewaz
dostarczajg informacji o charakterystycznych skalach predkosciowych jak i
skalach dtugosciowych w przeptywie.

W modelowaniu turbulencji stosowane sg rowniez modele jednoréwnaniowe
jak i zeroréwnaniowe (model Prandtla bazujgcy na hipotezie drogi mieszania).

Istnieje jednoréwnaniowy model turbulencji dla wspodtczynnika v = ku y
zdefiniowanego w funkcji odlegtosci od sciany y i predkosci tarcia u_ (Spalart
Allmaras, 1992).

Réwnanie rézniczkowe dla v (,efektywna lepkosé turbulentna”) przyjmuje postac
rownania transportu z cztonem konwekcyjnym, produkcyjnym, destrukcyjnym i

dyfuzyjnym )
DV:PV—DV+ 1o (V+V)8V +Cp, o
Dt Gy | OX; OX; OX; (27)
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Model Spalarta-Allmarasa

Czton produkcyjny P, modelowany jest na bazie analizy wymiarowej jak ponizej
P, =c,, (v (28)

gdzie stata c,; = 0.1355 (skalibrowana dla przeptywow swobodnych). Q oznacza
modut tensora wirowosci (zdefiniowany ponizej).

Czton destrukcyjny (analogie z € na Scianie- patrz jeden z poprzednich
wyktaddéw) jest funkcjg odlegtosci od Sciany y2

~\2
%
DV = CW fw o, 29
: (y] (=9)
wspotczynnik c,, zostat oszacowany zgdajgc aby w poblizu Scian spetnione byty
warunki (przyjmujemy, ze f, =1): dU
vV=xuy dy  xy

Pomijajgc wptyw cztondw konwekcyjnych w Rown. (27) otrzymujemy:

2 2
B - v 1| 0 OV ov (31)
0=c,QvV- Cw{yj + 5. {ay((v +V) ayj + Cbz(ﬁyj } -




Model Spalarta-Allmarasa

Wstawiajgc Rown. (30) do (31) otrzymujemy

S T O 1 B KT C T
KY y Gy | Oy oy oy

Po przeksztatceniach otrzymujemy zwigzek

Cw1 = Cbﬂ(_2 - (1+ Cbz)/ Gy (32)

Spetnienie rown. (32) gwarantuje wiec spetnienie warunkow (30). Jednym z
podstawowych zatozen w opracowaniu modelu transportu dlaVv jest uzyskanie
quasi-linowej zmiennosci wspotczynnika v w funkcji odlegtosci od Sciany.
Czton destrukcyjny w réwn. (27) moze powodowacé nadmierng ,dyssypacje”
daleko od $cian (boD, =c,,(V/y)’ - lepkosé turbulentna rosnie szybciej od v) .
Spalart i Allmaras dezaktywujg wiec czton destrukcyjny daleko od $cian z
wykorzystaniem funkciji f,, (f,=1 na scianie i f,~ 0 dla y=>x). f, dane jest jak

ponizej: 65 T°
fo = g{ : }
g° +64
gdzie g=r+0.3(r° —r), r=v/{Q(xy)). 26

(33)



Model Spalarta-Allmarasa

Zmodyfikowany modut tensora wirowosci przyjmuje postac
Vo v

K’y? VK2y2(1+(V/V)fV1)
f,, jest funkcjg ttumigcyg ktora kontroluje stopien wzrostu lepkosci turbulentnej
w poblizu $ciany. Q = 20,0, 0, =1/2(8U,/ 6x;—8U,/ ox; ).

/vy

Q=0+ (34)

f.= 35
v (V/v)3 +CV13 (55)
W poblizu scian (dla y=>0 i f,,=>0) trzeci czton na prawej stronie Rown. (34)
eliminuje Q. Otrzymujemy wiec
~ 2
Q=0+ , - (36)
, Ky v
Wiedzac, ze Y~ otrzymujemy
A%
~ v u._ou
Q= = *= (37)
Ky ky oy
Zwigzek (37) oznacza ze w poblizu sciany modut tensora predkosci deformacji
dazy w sposob asymptotyczny do funkcji u /(xy) tzw. funkcja sciany (patrz 97

kolejny wyktad).



Model Spalarta-Allmarasa

Wspotczynnik lepkosci turbulentnej (RANS) jest wyznaczany z zaleznosci

~

vt = val
gdzie f,; dane jest Rown. (35).

Pozostate state wynoszg

c,, =0.622 ©,=2/3 ¢, =71 «=04187

(38)
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Modlel Spalarta-Allmarasa

—

SA model
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Experiment

Modelowanie procesu wymiany ciepta przez stopien turbiny (liczba
Stantona=h/(pc,V)). Wyniki numeryczne laccarino I Kalitzin.



