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Zakres wykiadu

Ogodlna postac¢ rownania dla predkosci dyssypacji wyprowadzona z rownan
Naviera-Stokesa usrednionych w czasie

Réwnanie dla € uzyskane na podstawie analizy wymiarowej
Réwnanie dla € wg. podejscia opracowanego przez Schiestela (1987)

Kalibracja modelu k- €. State modelu uzyskane na podstawie analizy
prostych przeptywéw turbulentnych.



Ogédina postac¢ rownania transportu dla &

Podobnie jak w przypadku réwnania transportu dla energii kinetycznej
turbulencji k mozna réwniez wyprowadzi¢ ogolng postac rownania dla predkosci
dyssypacji . W tym celu korzysta sie z rownania:

ou: O
b N(Ui) =0 (1)
OX; OX;

2V

gdzie N(u;) symbolizuje operator Naviera-Stokesa:

ou. ou

2
u 1op | o

R \Y =0
oX; pOX;  OXOX

Symbol ﬁ oznacza usrednianie w czasie.

N(ui):



Ogédina posta¢ rownania transportu dla

Na podstawie Rown. (1) otrzymujemy:

oc  oOe Ou; - 0%U
Ty u,-:—2v(u{,ku’j,k +u[<,iu{<,j)' —2vupu; |
ot OX; OX; X, OX;
9, o€ \Y
[} ! ! [} [} [} [} [} [} ]
X;| OX, P (2)

gdzie Ui, =ou;/ox, P, =0p" 10X,

- Rownanie to sktada sie z wielu niedomknietych cztonow (7/10 cztondw wymaga
modelowania)

- Powyzsze rownanie opisuje raczej proces dyssypaciji lepkiej ptynu podczas gdy
w przypadku modelu turbulencji dyssypacja € stuzy raczej do opisu procesu
inercyjnego transportu energii kinetycznej turbulencji ze skal duzych do
mniejszych

- Rownanie (2) mozna uprosci¢ zaktadajac izotropowos¢ procesu
dyssypacji lepkiej ptynu. Jego domkniecie ma jednak potempiryczny charakter.
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Réwnanie dla & - analiza wymiarowa

Roéwnanie dla energii kinetycznej turbulenciji k (12/t?)

ok - 0(k) 0 v, | ok
——+Uj =P, —e+ || v+
ot OX . OX . o 8Xj

J J

Dk
Dt:Pk_Ek+Dk (3)

Zaktadamy, ze rownanie dla dyssypac;ji ¢ (I°/t3) mozna zapisa¢ w podobnej
postaci D
€

— =P —-E_+D, (4)
Dt

Pomijajgc cztony konwekcyjne i dyfuzyjne w Rown. (3) i (4) (modelowany jest
tylko wptyw efektow lokalnych) otrzymujemy

0=P,—E, (5)
0=P —E,



Roéwnanie dla s - analiza wymiarowa
Zwigzek miedzy K i «:

Charakterystyczna czestotliwos$¢ fluktuaciji turbulentnych 1/t (1/t1)

1 €
= C8 -
T K
C.- pewna stata.

Mnozac (P,-D,) przez 1/t (Réwn. 5) uzyskuje sie :

Ozl(Pk _Ek):Ca E(Pk _Ek): P.—E
T

€

(6)

(7)

Whniosek. Transformacja miedzy rownaniem dla k i ¢ (cziony zrodtowe) wynika w

zasadzie z obserwacji, ze skala czasowa turbulencji t moze byc¢ traktowana jako

parametr.

Dyfuzja w réwnaniu dla ¢ jest modelowana w podobny sposob jak rownaniu dla k.

Dodajgc czton dyfuzyjny w Rown. (7) otrzymujemy

€

P _E +D, =c, E(Pk _E,)+D



Roéwnanie dla s - analiza wymiarowa

Na podstawie Réwn. (4) otrzymuje sie ogding postaé réwnania rézniczkowego dla
predkosci dyssypaciji «:

D¢ g
thcsk(Pk_Ek)+D8 (9)
Ostatecznie
2
% 0, % e Bp o, B Oy V| (10)
ot OX K kK 0X, c, ) OX,

- Powyzsza transformacja (Rown. 9) implikuje warunki rownowagi w
rownaniu dla ¢ (P.-D,) (takie same jak w rownaniu dla k: P,-D,).
W rzeczywistosci warunki rownowagi w rownaniu dla € roznig sie od warunkow
rownowagi w rownaniu dla k (nalezy wiec zatozyc rézne state c_, i c., w Rown.
10).

- State w Rown. (10) wyznacza sie na podstawie analizy prostych
przeptywow turbulentnych (patrz druga czesc¢ wyktadu)



Inercyjny transport energii kinetycznej turbulencyi
(analiza zjawisk turbulentnych w przesitrzeni Fouriera)

A P E
E - — A
E(x) = CKg2/3K—5/3 kp >l kP kr
F i
T .
\\ kr s 1
- - Tu rozpoczynajg sie transfer energii /
. . \; A K | do skal dyssypatywnych i jej rozproszenie J |\
0 h] hg W energie cieplng ptynu. €
€= F;
Widmowa gestosc¢ energii turbulencji E Analogia z przeptywem wody przez

uktad rur i zbiornikobw (Schiestel)

C, =1.4 —stata Kotmogorowa, «,=n/L,, k,=n/L, - liczby falowe,

Fr i F+ — widmowy transfer energii kinetycznej turbulencji odpowiednio w

podobszarach zdominowanych przez produkcje (P) i bezwtadnosciowy transfer
energii (T).



Produkcja, dyssypacya i inercyjny transport energii
kinetycznej turbulencyi

A

E Pl} pr

-

4 F

K, \

I"\\I A
\ X
0 K K vl

1 2 c = FT
Dla duzej liczby Reynoldsa proces produkciji, transportu, dyssypacji i dyfuzji energii
kinetycznej turbulencji mozna zapisac jak nizej:

Dk

Dk
DtT - Fp — FT + D(kT) (12)

€= FT (153)



Analiza skal turbulentnych w oparciu o widmo enerygii

Podobszar 1 (0-k,)
- Dominujgcy role odgrywa produkcja P=v,S?

-vi=C,L Ky, Kk, =[E(ch (14) A .
= P P
3/2 E @
- L, = klé - oznacza skale dtugosci - J:)
i turbulentnej  (15) /
Podobszar 2 (k. «,) J., Fr
- F =F, (16) \
Podobszar 3 I\
odobszar 3 (g) ; X, . \} \ K
2 £z F,
- Dominujgcg role odgrywa proces dyssypacji lepkosciowej ¢:
K3/2 k?2>/2 %
- Na podstawie Réwn. (13): L, = 2 = k, = [E(i)ic (17)
€ F M 10



Analiza skal turbulentnych w oparciu o widmo enerygii

- Na podstawie Rown. (16, 15 i 17) e |7l J_)Fp
k3/2 k3/2 RN
1 - meg (18)
Lt La # FT

- Zwigzek (17) pozwala przyjac
nastepujgcy model dla ¢ " y
(réwn. (18) jest stosowane w o '
modelach RANS opartych na lepkosci turbulentnej)

k3/2
Lt

K=m/lL,  w,=m/l, e = F;

£=G,

(19)

gdzie C_ jest pewng statg.



Réwnanie transportu dla ¢ (Schiestel, 1987)

Wyznaczajgc pochodng substancjalng dla € danego Rown. (19)

De _, 3 /k Dk k*? DL,

Dt 2L, Dt > L2 Dt

(20)
Wstawiajgc

k3/2 3
Lt - € I th - Qi k2
€ €
do Réwn. (20) otrzymujemy
2
De_3e ij_g 1 DL, (21)
Dt 2k\ Dt k{C, /k Dt
Oznaczajgc przez T=k/e charakterystyczng skale czasowg turbulencji otrzymujemy
Na podstawie Rown. (19)

Lt
.k = = (22)
12



Roéwnanie transportu dla ¢ (Schiestel, 1987)

Przyjmujac Réwn. (22) i (3) (pomijajgc czton dyfuzyjny) otrzymujemy nastepujgca
postac Rown. (21)

2
De_3e, (3 TDLtjs 03

——=_——P | -+
Dt 2k “ (2 L, Dt |k
H'-J 4

Ce1
C82

(. v

€

- Znamy od razu wartosc statej c_,=1.5|

- Stata c_, zalezy od spektrum energii (liczby Reynoldsa).
Analiza zjawiska rozpadu struktur wirowych dla jednorodnej turbulencji wykazuije,
ze charakterystyczna skala turbulencji L, rosnie. Ten wzrost jest bilansowany
przez obnizenie poziomu dyssypaciji lepkiej € dla duzych liczb falowych.
(Oznacza to, ze stata c,, > c_, bo L, rosnie z czasem.)

- Do Rown. (23) nalezy dodac¢ czton dyfuzyjny (podobnie jak zostato zrobione w
Rown. 10).

13



Standardowy model k-

Jednym z powszechniej obecnie stosowanych obecnie modeli turbulencji RANS
jest model k-¢ ktory zostat zaproponowany przez Jonesa and Laundera (1972):

ak+ujak=P—s+8 v+t &K (24)
ot OX; OX; Gy ) OX;
oe - oe C,P-C.e 0 v, | O¢
—t+Uj = + V+— | — (25)
ot OX; T OX; G, ) OX;
k2
vi=C,— (26)

gdzie T=k/e. State modelu wynoszg
¢,=0.09, ox=10 o,=13 cCy=144, c, =192 (27)

Stata c.,=1.44 w rownaniu dla ¢ rozni sie od analogicznej statej otrzymanej przez
Schiestela (1987), (c.,=1.5). 14



Statac,

Wartosc statej c, mozna wyznaczy¢ na podstawie obserwacji przeptywu w cienkich
warstwach scinajgcych. W takim przeptywie produkcja energii kinetycznej
turbulencji P w pewnej odlegtosci od Sciany (obszar silnie turbulentny) jest w
przyblizeniu rwnowazona przez jej dyssypacje ¢
Vv, ) ok
_|_7 -
G, ) OX,

J

10°
—— Dissipation
= Production
Diffusion P 15
———— Diffusion T
= Diffusion V
Advection



Statac,

Rown. (26) mozna zapisa¢ w postaci (przyjmujgc P=v,S? = v,(6U/dy)? =¢ ):

ou
€ Vt(@y)z —U'—V' 2
W=V g TV =( " ) (28)

—-u'v'

Badania eksperymentalne wskazujg, ze ( "

przysciennej. Stata ¢, wynosi wigc 0.09.

) ~0.3dla turbulentnej warstwy

16



Statfa c_,

Stata c_, jest wyznaczana analizujgc rozpad struktur wirowych w przypadku
istnienia pewnych wyidealizowanych warunkéw znanych jako jednorodna (taka
sama w kazdym punkcie) i izotropowa (nie ma uprzywilejowanego kierunku)
turbulencja.

Symulacje DNS izotropowej i homogenicznej turbulencji w kostce szesciennej

z periodycznymi warunkami brzegowymi (Dubief i Delcayre, 2000) L



Stata c,

18

|zotropowa turbulencja zobrazowana przez wirowosc
(Jimenez, 1999)



Statfa c_,
Jednorodna i izotropowa turbulencja.

- Usrednione w czasie wielkosci znajdujgce sie w nawiasie na prawej stronie
ponizszego rownania sg state (brak dyfuzji turbulentnej i lepkiej)
] (29)

ak - 8k au, 8u 8u 0 ak 1 .,,, 1,
- T, uuiu;—=—p'u

o 6x b ox 6x X, axj P
- Pochodne predkosci sredniej tez sg rowne zero (brak produkcji energii
kinetycznej turbulenciji) :

7
j

8X 2III

Pk — TIJ % = O
OX;
. . . ou; ou;
Réwn. (29) (lub rown. 24) upraszcza(ja)
) OX; OX;
D
— = _¢ (30)
Dt

19



Statfa c_,
Analogicznie Rown. (25) przyjmuje postac (T=k/¢):
= _ng p— (31)

Powyzsze réwnania sg spetnione dla obserwatora poruszajgcego sie wraz z
elementami ptynu. Zaktadamy, ze energia kinetyczna turbulencji jest dana
nastepujgcym réwnaniem :

k=t™", (32)
wspotczynnik n nalezy wyznaczyc.
Na podstawie Réwn. (30) otrzymujemy

——=—nt""=—¢ g=nt"Y (33)

20



Statfa c_,

Na podstawie Rown. (32) i1 (33) skala czasowa turbulencji, T=k/e, wynosi

k t t
T e Ty (34)
Wyznaczamy pochodng substancjalng dla € danego Rown. (33)
De (n+
O —n(n+1)t "2 (35)

Na podstawie Roéwn. (31) otrzymujemy

De g nt " .n

—(n+2) _ _ _ 24—(n+2)
=—n(n+t "2 =, +=Ca =—c_,n’t

Tak wiec n(n+ 1)t = ¢ n2t 2

(n+1)=c_,n

1
n



Statfa c_,

Badania eksperymentalne Comte-Bellot i Corrsin (1966) wskazujg, ze wartosci
wspotczynnika n = 1.2 - 1.3. Wartosc¢ statej c,,=1 + 1/n=1.83 - 1.77. W modelu
Jonesa and Laundera (Rown. 24-27) wartosc statej c., = 1.92. Roznice wynikajg z
optymalizacji numerycznej statych dla szerszej klasy przeptywow.

22



Przeplyw ze Scinaniem, stafa c_,

> Scheistel pokazat (Réwn. 23), ze stata c,; moze by¢ wyznaczona na podstawie
odpowiednio przyjetego modelu dla skal dyssypatywnych (Rown. 19)

- Stata c,; moze byC rowniez wyznaczona na podstawie analizy
przeptywu ze scinaniem (rys powyzej) gdzie oU/oy=const. Cechg
takiego przeptywu jest to, ze zmiany k i € prowadzg do ustalenia sie w
przeptywie pewnej charakterystycznej skali czasowej turbulencji T=k/e.

23



Statfa ¢,

O

o

U, = L
X —__*_:“'jﬁ--:":'_-:'_:“-’_-"'““ "'I'_':_-_-_-_-_—_j___-\\. I

—_— e /
- — _ =
U, > R

Wspodtczynnik lepkosci turbulentnej jest w przyblizeniu staty v, =const
Wptyw efektoéw lepkich daleko od scian jest pomijalnie maty: Mozna pomingc¢
czton dyfuzyjny w Rown 24 i 25.

a) wspotczynnik lepkosci turbulentnei mozna zapisa¢ w postaci
zaproponowanej przez Prandtla v, =12

mix, shearlayer

=~ const

b) zmiany dtugosci | ., zalezg od tempa przyrostu grubosci warstwy Scinajgcej
0. W zwigzku z tym ze oU/oy=const to mozna przyjgcC ze zmiany wspotczynnika
lepkosci turbulentnej sg niewielkie -> dyfuzja jest wiec pomijalnie mata.

Obserwacja: Im wieksza réznica statych c_, i c.; w rown. (25) tym wieksza

grubos¢ warstwy scinajgce;j 9. #



Uproszczone rownania dla k i ¢ - stala c_,
Dla jednorodnego przeptywu ze scinaniem Réwn. (24) i (25) upraszczajg sie wiec
do postaci.

— =P —¢
Dt K

De Ce1Pk —Ceo€
Dt k/eg

Przyjmujgc, DT/Dt=D(k/e)/Dt=0 (dla tego przeptywu skala czasowa turbulencji T
dgzy do pewnej statej wartosci) otrzymujemy:

D(k/e) Dk1 k De

Dt Dt ¢ ¢2 Dt

P K
& 82( K K ) (36)

Cc1Pre 08282

25



Statfa ¢,

Na podstawie Réwn. (33) otrzymuje sie

Ceo -1
Pk/S

Ce1 = +1 (37)

Dla wczesniej wyznaczonej wartosci statej =1.83, oraz przyjmujgc za Tavoularisem
| Corrsinem (1981), ze P, /e~1.8 otrzymuje sie wartos¢ statej ¢, =1.46.

Jones and Launder przyjmujg nieco mniejszg wartosc statej na podstawie
optymalizacji numerycznej modelu ¢ =1.44.
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Przeplyw w warstwie przysciennej, stafe o, i o,

Stata 0,=1.0 w modelu Jonesa and Laundera poniewaz stata ta opisuje proces
dyfuzji turbulentnej energii kinetycznej turbulencji samej w sobie.

Statg o, otrzymuje sie przyjmujgc stacjonarny przeptyw w turbulentnej warstwie
przysciennej z zerowym gradientem cisnienia w kierunku gtéwnym przeptywu.
(Patrz wyktad dotyczacy funkciji sSciany.). Pomija sie wptyw konwekcji — przeptyw
blisko sciany.

Dla przeptywu w turbulentnej warstwie przysciennej rownanie pedu dla sktadowej
x-predkosci (analiza ta zostanie pokazana na jednym z kolejnych wyktadow) i

rown. (24) i (25) upraszczajg sie do postaci (blisko Sciany konwekcja jest mata bo

predkosc ->0 ): 5 U U )

O:@(Vt @) :vtazconstant:prw = U (38)

Ozvt(a—u)2 —e+ g (Vt oK

oy oy oy oy

) (39)

€ ou e 0 v, og
O:CSIEVt(_)Z_CSZ +—(—1+2) (40)

oy k oy ooy 27




Stafa o,

W wewnetrznym obszarze turbulentnej warstwy przysciennej energia
Kinetyczna turbulenciji jest praktycznie stata. Mozna wiec przyja¢ warunek

ok _
oy

gdzie y oznacza wspotrzedng prostopadtg do sciany. Pozwala to pomingc¢ czton
dyfuzyjny w Roéwn. (39).

0 (41)

Dla przeptywu w warstwie przysciennej (kolejny wyktad) otrzymuje sie
nastepujgcg zaleznosc¢ pozwalajgcg wyznaczy¢ gradient predkosci sredniej jako
funkcje predkosci tarcia u_ (Wilcox, 2006)

du _ug

dy  «xy (42)

Na podstawie Rown. (38) i (42) otrzymujemy

Vt = Kury (43)28



Stafa o,

W warstwie przysciennej produkcja=dyssypacji: P,=¢. Rown (39) (pomijajgc
dyfuzje, patrz Rown. 41 i uwzgledniajgc zaleznos¢ 43) upraszcza sie do postaci

—0u ou
Pk —g=-U'V ——Vt(@)z
_ . Ouy Ugy2
:>8—vt(ay) _Kuty(Ky)
u3
KY

Przyjmujgc definicje lepkosci turbulentnej danej Rown. (26) i wstawiajgc jg do
Roéwn. (38) otrzymuje sie

2 — ou k2 u.
Tw =PUy =—pU V' =y @—PC T
2
k? u k> u, Cuk
:uf:cu——T: WYt ==
€ Ky u; KY ug

2

=k= U

o (45)
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Stafa o,

Wstawiajgc Rown. (42), (44), (45) i (26) do Rown. (40) otrzymuje sie:

Ry uz T (ky)? T (ky)? U Oy

e U ot

=Cg

)2 (o)’ @y Gy (46)
(Csl CSZ) \/C7 + L 12 Ug
(ky)* Ocy
Ostatecznie otrzymujemy:
o, = KZ
’ (CSZ_Cel)\/a (47)

30



Stafa o,

Spetnienie zaleznosci (47) jest bardzo wazne ze wzgledu na koniecznos¢
uzyskania poprawnego profilu predkosci sredniej w warstwie przysciennej. W
przypadku standardowego modelu k-¢ wartosc tej statej wynosi ¢.=1.3.

Przyjmujgc wartosci pozostatych statych w Rown. (47) tak jak w (27) otrzymuje
sie wartosc¢ statej von Karmana « = 0.43. Wartosc tej statej jest nieco wyzsza
niz standardowa wartosc¢ « = 0.40-0.41. Jak wczesniej wspomniano roznica

wynika z optymalizacji numerycznej przeprowadzonej przez Jonesa i Laundera.
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Ograniczenie modelu k-s

Jednym z istotnych ograniczen jakie napotyka sie w przypadku stosowania

standardowego modelu k-g sg trudnosci w prawidtowym opisie przeptywow
przysciennych.

Model k-¢ przeszacowuje v, w krytycznym dla prawidlowego modelowania
procesu wymiany pedu i ciepta obszarze warstwy przysciennej (y*=0-80).

60 -

______

40

+

- ".'
204 .
- e

O'l

A
Rozktad wspotczynnika lepkosci turbulentnej w warstwie przysciennej dla modelu k-¢ |

porownanie z wynikami DNS dla przeptywu w kanale Re =590. Durbin i Pettersson Reif,
(2003).
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Ograniiczenie modelu k-&

O

O

W praktyce modele klasy k-¢ posiadajg wiec roznego rodzaju funkcje
ttumigce ktore stosuje sie w Rown. (26) celem obnizenia

wspotczynnika lepkosci turbulentnej do poziomu obserwowanego w DNS
I/lub w badaniach eksperymentalnych.

Innym podejsciem moze by¢ stosowanie modelu hybrydowego. W
przypadku tego podejscia w poblizu scian stosuje sie inny zastepczy model
turbulencji (model jednoréwnaniowy) i standardowy model k-¢ w pewnej
odlegtosci od sciany (We Fluencie podejscie to przyjmuje nazwe Enhanced-
Wall-Treatment e-Equation, Two-Layer Model).

Prowadzi to jednak do pewnych komplikacji i zaburza ogolnos¢
sformutowania samego modelu k-¢.
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