WYKLAD 11

METODY NUMERYCZNE W
AERODYNAMICE

CZESC 2




Symulacje numeryczne przeplywow turbulentnych
Rozwazmy przyktad mieszania turbulentnego, rozwigzujac ten sam przeplyw trzema roznymi
metodami otrzymujemy dos¢ istotnie rézne rozwigzania.

Bezposrednie rozwigzanie rownan Naviera- Stokesa,
ang. Deirect Numerical Simulations (DNS)

Metody Large and Detached Eddy Simulation
(LES/DEYS)

Metoda Reynolds-averaged Navier-Stokes
equations (RANS-CFD)

Rysunki z ANSYS Fluent




BezpoS$rednie rozwiazanie rownan Naviera- Stokesa (DNS)
Bezposrednie rozwigzanie rOwnan Naviera- Stokesa wiaze si¢ z koniecznoscig stosowania bardzo
gestych siatek obliczeniowych oraz malego kroku catkowania w czasie. Rozwazmy oplywu
profilu z liczba Reynoldsa 2x10°. W takim przypadku, typowy rozmiar siatki obliczeniowej, N =
1x108, natomiast krok catkowania At = 1x107. Czas obliczen jednego przypadku na kilku
tysigcach procesorow si¢ga kilku tygodni. Ponizej przedstawiono przyktad siatki obliczeniowej.
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Metody Large and Detached Eddy Simulation (LES/DES)
W podejsciach Large and Detached Eddy Simulation (LES/DES) duze wiry, ktorych struktura
jest nieregularna (anizotropowa) i1 wynika bezposrednio z niestacjonarnego charakteru
przepltywu, sg rozwigzywane/symulowane bezposrednio. Natomiast mate wiry, ktorych struktura
moze by traktowana jako izentropowa sg modelowane. W podejsciu LES stosuje si¢ filtry
przestrzenne w celu oddzielenia matych i duzych wiréw. Mate wiry oraz ich interakcja z duzymi
(rozwigzywanymi) wirami sg modelowane przy uzyciu tzw. sub-grid-scale (SGS) stresses
(naprezen), np. Smagorinsky-Lilly subgrid-scale model with dynamic stress. Takie podejscie
zapewnia uwzglednienie w symulacjach przeptywowych wszystkich skal turbulencji.

Rysunki z AIAA 2013 Conference,Validation of a Direct Noise Calculation and a Hybrid Computational Aeroacoustics Approach in the Acoustic Far Field of a
Rod-Airfoil Configuration, A. Schell




Metoda Reynolds-averaged Navier-Stokes equations (RANS-CFD)
W przypadku przepltywu niescisliwego, lepkiego bez wymiany ciepta, rownania ruchu mozemy
zapisaC w nast¢pujacej formie.
Rownanie cigglosci:

V-u=0  (11.1)

Réwnania pedu (pamietajac, ze u = [u, v, w]’):

ou 1dp u
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av 1dp u
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ow 1dp u
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Powyzsze rownanie mozemy rowniez zapisa¢ rozdzielajac przeptyw usredniony w czasie od
fluktuacji.

u(x,t) =ulx)+u'(x,t) (11.3)




p(x,t) = p(x) +p'(x,t) (11.4)

Graficznie rozdzielenie przeptywu sredniego 1 fluktuacji mozemy przedstawi¢ nastepujgco:
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Gdzie oczywiscie parametry przeptywowe usrednione w czasie sg zdefiniowane nastepujgco:

_ 17 _ 1T
u(x) = 711_)11()10?’[0 u(x, t)dt; p(x) = 711_{210?}0 p(x,t)dt (11.5)




Poniewaz u' =0, V-u =V -u. W zwiazku z tym rownanie (11.1) po usrednieniu w czasie
moze by¢ zapisane jako.

7-u=0  (11.6)

Podobnie mozemy zapisa¢ rownania pedu. Wiedzac, ze:

ou 0u _ —
E—a, 7-(uu) = V- (uu) + V-(uu)
1dp 10p @ u _
o= 7w ==V-(V
pdx pdx’ p (7u) p (7a)

| dzialajac podobnie jak w przypadku rownania ciagtosci rownanie pedu w kierunku osi x
zapisujemy nastepujaco:

31 — 1 14p
Civ.am+v-@w)l=--2+E8v. o 170
ot pox p

Analogicznie otrzymujemy pozostate rGwnania pedu.
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v+ w)=--L+Ev.ws)  aL7p)

Jat pady p

ow _ 1dp

—+ V-(wu) +|V-(wu)= it + E\7 - (Vw) (11.7¢)
ot poz p

W usrednionych w czasie rownaniach pedu (11.7) widzimy dodatkowe cztony (zaznaczone na
czerwono). Cztony te wyrazaja naprezenia turbulentne powstate wskutek fluktuacji predkosci. W
zwigzku z tym zasadne jest przeniesienie tych cztondw na prawg strong 1 zapisanie rownan (11.7)

w nast¢pujacej formie:
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av 10p u
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Cztony wyrazajace napre¢zenia turbulentne zostaly rozpisane w powyzszych rownaniach w celu
lepszego zobrazowania. W sumie mamy sze$¢ dodatkowych czlondéw naprezeni turbulentnych,
tj. trzy w kierunku normalnym i trzy w kierunku stycznym (naprezenia Scinajace).

Txx = _pulz; Lyy = _pUIZ; lzz = _pWIZ (11.9a)




Ty = Tyx = —PUV Ty = Ty = —pU'W'; Ty, =T,y = —pv'w’  (11.9D)
Zapisane powyze] naprezenia turbulentne (11.9) sg rOwniez nazywane jako napr¢zenia
Reynoldsa.

Lepkos¢ turbulentna (ang. eddy viscosity)

Boussinesq zaproponowat (w 1877r) nast¢pujaca zaleznosci wigzaca naprezenia Reynoldsa z
szybkoscig odksztatcenia usrednionego w czasie przeptywu.

U, aﬁlIl-l-a’lI] - ko (11.20)
Gdzie u; — lepkos¢ turbulentna (kinematyczna lepkosci turbulentna jest zdefiniowana jako vy =
J— a—
ue/p), Sij = %(Zz]‘ a: ) — szybko$¢ odksztalcenia przeptywu, k = %(u'z +v'2 +w'2) -

turbulentna energia kinetyczna, 6;; = 1 dla i = j,8;; = 0 dla i # j — delta Kroneckera.




Typowe modele turbulencji

Istnieje wiele modeli turbulencji, ktore sg stosowane w podejsciu Reynolds-averaged Navier-
Stokes equations (RANS-CFD). Najbardziej powszechne to:

Modele analityczne, np. mixing lengh model,

Modele jednoréwnaniowe, np. Spalart-Allmaras model,
Modele dwu- 1 wigcej- rownaniowe, np. modele k- 1 k-o,
Reynolds Stress Models.

Model turbulencji k-¢

Jednym z najbardziej popularnych i1 najlepiej zweryfikowanych modeli turbulencji jest model
turbulencji k-e. Model ten jest modelem dwu-rownaniowym, jedno rownanie dla zmiennej k -
energia kinetyczna turbulencji oraz jedno rownanie dla zmiennej € - dyssypacja Kinetycznej
energii turbulencji. Skale predkosci ¥ oraz rozmiaru wirdw [ sg zdefiniowane w odniesieniu do
zmiennych k I € nastepujaco:

3/2

9 = k1/2; l=— (11.21)




Lepkos¢ turbulentna w modelu k-¢ jest natomiast zdefiniowana jak ponizej.
k2
us = pC, - (11.22)
Gdzie C,, jest bezwymiarowa stalg.

Model k-¢ jest zbudowany standardowo w oparciu o dwa réwnania transportu dla zmiennych k |
€. Czlony w ponizszych rownaniach sg rozumiane w odniesieniu do obu zmiennych nast¢pujaco:
I czton — zmiana w czasie, II czton — transport wskutek konwekcji, III czton — transport wskutek
dyfuzji, IV czton — przyrost zmiennych i V czlon — wygaszanie zmiennych.

d(pk)
ot

+ V-(pku) =V - (? Vk) + 20 (Si; - Sij) — pe (11.23)
k

d(pe) _ % € £
TV (peu) =V - (a_t \78) + ClSEZ,Ut(Sij i) — Coep 7 (11.24)
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Model k-g& zawiera pie¢ statych. Typowe wartoSci tych statych zostaly opracowane bazujac na
duzej 1losci danych dostepnych dla szerokiej klasy przeptywow turbulentnych. Wartosci
wykorzystywane w standardowych ustawaniach modelu sg podane ponize;j.

C, = 0.09; g = 1.00; 0, = 1.30; Cy, = 1.44; Cpe = 192 (11.25)

W celu wyznaczenia tensora naprezen Reynoldsa wykorzystywana jest zalezno$¢ Boussinesq’a
(11.20).

2

Tij = —PpW Uy = 21 S;j — 3

Modele warstwy przysciennej

Modelowanie przeplywu w warstwie przysciennej w podejsciu RANS-CFD najczescie) jest
realizowane przy uzyciu tzw. ,,prawa Sciany".

ut = ”ff )t (127)

Parametry bezwymiarowe u™ i y* definiuja analityczny model warstwy przysciennej. u(y) —
rozktad predkosci stycznej w warstwie przysciennej, u, = u, = /T,,/p — predkosci $cinania.




Bezwymiarowy parametr

PULYp
+ p—
Y u

(11.28)

Gdzie y, jest wysokoscig pierwszej warstwy elementow mierzgc w kierunku normalnym do
sciany, p, u — gestos¢ 1 lepkosci dynamiczna ptynu.
W rozwazanym przez nas modelu turbulentnej warstwy przysciennej mozemy wyrdznic
nastepujace podwarstwy:
e Liniowa lub lepka podwarstwa
Jest to bardzo cienka warstwa y* < 5, w ktdrej naprezenia $cinajace sa wynikiem naprezen
od lepkosci przy zatozeniu ich statej wartosci, tj. T(y) = u(du(y)/dy) = t,,. W zwiazku z
tym otrzymujemy nastepujaca zaleznosc

ut =yt  (11.29)

e Logarytmiczna podwarstwa
Przyjmuje sie, ze model logarytmicznej warstwy obowiazuje w zakresie 30 < y* < 500
(0.02 < y/6 < 0.2). W warstwie tej dominuja naprezenia Reynoldsa.

1 1
ut = Eln(yJ’) + B = ;ln(EyJ’) (11.30)




Gdzie k =~ 0.4 — stala von Karman’a oraz stala B =~ 5.5 lub E = 9.8.

e Podwarstwa wynikajgca z deficytu predkosci
W zakresie wartosci % > (.2 stosujemy model deficytu predkosci (ang. velocity-defect law).

W tej warstwie bezposredni wplyw lepkosci jest zaniedbywany.

= ) f(g) (11.31)

Uz

Ponizej przedstawiono zgodnosci powyzszego modelu analitycznego warstwy przysciennej z
danymi eksperymentalnymi

Rysunki z Boundary Layer Theory by H. Schlichting




Powyzszy model analityczny moze by¢ jedynie stosowany w przypadku turbulentnej warstwy
przysciennej. W podejsciu RANS-CFD z modelem turbulencji k-¢ 1 warto$ciami parametru 30 <
y* < 500 mamy nastepujacy model, tzw. model ,,wall functions”.

1
ut = ;ln(EyJ“) (11.32)

k=— (11.33)

= — 11.34
c=tl (1134)

Gdzie k =~ 0.4 — stala von Karman’a oraz stala E =~ 9.8.




Typowe schematy numeryczne
Najbardziej powszechne schematy w obliczeniowej mechanice ptynéw to:

e Metoda roznic skonczonych (ang. Finite Difference Method (FDM))
v Prosta w implementacji
v' Mozliwe wysokie rzedy aproksymacji
v Jawny schemat w czasie
x  Problem z implementacja w przypadku ztozonych geometrii
e Metoda elementow skonczonych (ang. Finite Element Method (FEM))
v' Mozliwe wysokie rzedy aproksymacji
v' Mozliwos$¢ stosowania do ztozonych geometrii
% Niejawny schemat w czasie
e Metoda objetosci skonczonych (ang. Finite Volume Method (FVM))
v Solidny i szybki schemat
v' Mozliwos¢ stosowania do ztozonych geometrii
v"Jawny schemat w czasie
x  Praktycznie Dbrak mozliwosci stosowania wyzszych rzedow aproksymacji
przestrzennej
x  Konieczno$¢ stosowania siatek obliczeniowych o wysokiej jakos¢




Metoda réznic skonczonych (ang. Finite Difference Method (FDM))

Jako przyklad rozwazmy nastepujace jednowymiarowe roéwnanie rézniczkowe czastkowe z
niewidoma u(x, t).

ou , 9f _ 11.35
ot Tax -9 (135)

Powyzsze rOwnanie jest rozwigzywane w domenie (2, ktora jest ograniczona brzegiem d{) z
odpowiednio zadanymi warunkami brzegowymi. f(u) jest rozumiane jako flux, natomiast
g(x, t) jest jakas funkcja wymuszajaca.

Stosujagc metode roznic skonczonych dyskretyzujemy naszg jednowymiarowg przestrzen

nastepujgco:

1 1 1 >
I ] 1 »

X
Xi—1 Xi Xi+1

W takim przypadku rownanie (11.35) moze byc¢ zdyskretyzowane stosujac metode roznic
skonczonych.




du(x;, t) 4 f(xiz1,t) — f(xi—q, t)
ot hith;_

= g(x;,t) (11.36)

Gdzie u | f sa rozumiane jako warto$ci przyblizone na jednym wezle siatki o lokalnym rozmiarze
h; = x;.1 — x;. Aproksymacja przestrzenna jest realizowana na tzw. stencil’ach, tj. zgrupowane
wezly siatki z weztem, ktory jest aktualnie rozwazany (w naszym przypadku weziem aktualnie
rozwazanym jest x;) W metodzie réznic Skonczonych aproksymacja przestrzenna realizowana
jest najczescie] przy uzyciu wielomianow rdéznego stopnia. Stopien wielomianu okresla rzad
aproksymacji. W rozwazanym przez nas przyktadzie maksymalny rzad aproksymacji na stencil’u
sktadajacym si¢ z trzech punktow jest rowny 2. W zwigzku z tym rozwigzanie 1 flux’y sg
aproksymowane w przestrzeni nast¢pujaco:

2

u(x, t) = Z ar(t) (x — x;)" (11.37)

k=0

2
flx,t) = ) bp(t) (x —x) (11.38)
;) .

Przy zalozeniu, ze mamy N weziow w siatce obliczeniowej mamy do rozwigzania N rownan
(11.36) z N niewiadomymi u(x;, t).




Metoda elementéw skonczonych (ang. Finite Element Method (FEM))

W przypadku metody elementu skonczonego naszg domene obliczeniowg (2 dzielimy na N
elementow skonczonych, w zwigzku z tym w przypadku jednowymiarowym mamy N+1 weztow
obliczeniowych. Rozwigzanie na kazdym elemencie skonczonym aproksymowane jest poprzez
linowa kombinacje funkcji ksztattu.

N

u(x) = Eulbl(x) (11.39)

[=1

Kontynuujgc rozwazania dotyczgce jednowymiarowego przyktadu, w metodzie elementu
skonczonego zaktadamy, ze rownanie (11.35) jest spelnione globalnie.

f (?3? T g]; - 9) bj(x)dx =0 (11.40)
0

Prowadzi to do nastepujacego globalnego uktadu réwnan
u

M
dt

+Sf=Mg (11.41)




Gdzie:
dx

Mij — f bi(x)bj(x)dx; Sl] = f bi(.X') dx (114‘2)

9 9

sg globalnie zdefinlowanymi macierzami mas 1 sztywnosci. W rozwazanym przez nas przypadku
mamy wektor z N+1 niewiadomymi u, wektor z N+1 warto$ciami flux’ow f 1 wektor z N+1
wartosciami funkcji wymuszajacej g.

Metoda objetosci skonczonych (ang. Finite Volume Method (FVM))

W przypadku metody objetosci skonczonych domena obliczeniowa (2 podzielona jest na
objetosci kontrolne. W najprostszym jej wariancie w kazdym elemencie/objetosci kontrolne;j
wszystkie wartosci sg usredniane w jego srodku.

Kontynuujgc rozwazania dotyczace jednowymiarowego przyktadu, element/objetos¢ kontrolna

; ) . . ., 1
jest rozumiana jako D; = [x;_1/2, X;+1/2], gdzie oczywiscie x;4 1/, = ~ (O + xig0).

W metodzie objetosci skonczonych rownanie (11.35) jest dyskretyzowane na kazdym elemencie
nastepujgco:

ou; ~
hia—tl + fiv1/2 — fi-12 = higi  (11.43)




Rozwigzanie miedzy elementami jest uzgadnianie przy uzyciu flux’ow. Wykorzystujgc
twierdzenie Gaussa mozna zredukowac¢ flux’y jedynie do tych na brzegach.
Jednym z prostszych jest zwykle usrednianie na facet’tach (interfejsach miedzy elementami).
Na przyktad:
U T Ujyq
Uir1/2 = 5

fi+1/2 = f(ui+1/2)

Lub

_ f@) + f (@)
fiv12 = >

Nie jest to jednak dobre (wystarczajaco doktadne) podejscie, szczegdlnie w przypadku zagadnien
nielintowych. W zwigzku z tym, aby zapewni¢ wyzszg doktadnos¢, flux’y na interfejsach miedzy
clementami s3 wyliczane aproksymujgc rozwigzanie przy uzyciu wielomianéw. W takim
podejsciu aproksymacja liniowa, 1j. u(x) = a + bx miedzy dwoma elementami, tj. x €
[xi—1/2: Xi+3 /2]’ wyglada nastgpujaco:

Xi+1/2 Xi+3/2

j w(x)dx = ki, f W)X = hypiBins

Xi-1/2 Xit+1/2




Znajac rozwigzania lokalne u na wszystkich interfejsach z tatwosciag mozemy wyznaczy¢ flux’y,
. f = Q. |
Aproksymacja przestrzenna mi¢dzy elementami moze by¢ oczywiscie realizowana przy uzyciu
wielomiandw wyzszych stopni.

N

u(x) = ) (- x)'

[=0

Wiaze si¢ to jednak z koniecznoscig powigkszania stencil’1, to z kolei prowadzi do konicznosci
stosowania siatek obliczeniowych o wysokiej jakosci, a w przypadku wyzszych rzedow
aproksymacji siatek w pehi strukturalnych. Stosowanie wyzszych niz drugi rzad aproksymacji
jest niepraktyczne w typowych zagadnieniach inzynierskich w ktorych zazwyczaj wystepuja
ztozone geometrie.




Przyklady rozwiazan RANS-CFD metoda objetosci skonczonych
Ponizej przedstawiono typowg siatke obliczeniowa dla metody objetosci skonczonych 1 podejscia
RANS-CFD. W tym przypadku sitaka obliczeniowa sktada sie z okoto 20x10° sze$cioéciennych
(hexahedral) elementow. Z warstwa przyscienna zapewniajaca bezwymiarowy parametr y* na
poziomie okoto 60. Wszystkie taczenia blokow w siatce sg konformalne.




Przyklady rozwiazan RANS-CFD metoda objetosci skonczonych
Obliczenia RANS-CFD typowego zagadnienia aerodynamicznego, w ktérym siatka
obliczeniowa ma rozmiar rzedu 10-20x10° elementéw zajmuja od kilku do kilkunastu godzin
(sredniej klasy klaster obliczeniowy). Ponizej przedstawiono przyktadowa wizualizacje¢ przy
uzyciu linii pradu.




Przyklady rozwiazan RANS-CFD metoda objetosci skonczonych
Podejscie RANS-CFD umozliwia uzyskanie dokladnosci w przypadku ztozonych zagadnien
aerodynamicznych na poziomie 3-5%. Ponizej przedstawiono poréwnanie rozktadu predkosci w
strumieniu  wylotowym z zainstalowanego pod skrzydtem systemu wylotowego silnika
turbowentylatorowego o wysokim wspétczynniku dwuprzepltywowosci. Rysunek powyzej oraz

linie przerywane — dane eksperymentalne, rysunek ponizej oraz linie ciggle — rozwigzanie RANS-
CFD.
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