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INSTRUKCJA 2
Syntetyczna turbulencja

Wprowadzenie

W symulacjach przepltywéw turbulentnych z uzyciem metod typu RANS wielkosci turbulentne sa
modelowane np. przez dolaczenie do réwnan przepltywu dwéch dodatkowych réwnan na energie
kinetyczna turbulencji oraz jej tempo dyssypacji. W rezultacie, przy zadawaniu warunkéw brzego-
wych na wlocie do obszaru, trzeba jedynie zadaé profil predkosci oraz postawi¢ warunek brzegowy
dla tych dodatkowych wielkosci. Np. specyfikujemy intensywnos¢ turbulencji i stosunek lepkosci
turbulentnej do lepkosci molekularnej. Natomiast w mteodach typu LES (Large Eddy Simulation)
oraz metodach hybrydowych opartych na technice LES jest to niewystarczajace ze wzgledu na fakt,
ze czes¢ skal turbulentnych jest jawnie rozwiazywana, tzn., ze musza istnie¢ w rozwiazywanym polu
predkosci. Musza zatem by¢ te zaburzenia turbulentne obecne w profilu wlotowym.

Powszechnie stosuje sie trzy metody zapewnienia tego, by w symulowanym polu predkosci prze-
plywu pojawity si¢ fluktuacje turbulentne. Niejednokrotnie, gdy metody typu LES lub DNS (direct
numerical simulation) stuza do symulacji przeptywu turbulentnego w kanale, stosuje si¢ periodyczne
warunki brzegowe na wlocie i wylocie, dzigki czemu symulowany jest tak naprawde przeplyw przez
nieskonczenie dtugi kanal. W czasie takiej symulacji albo wprowadza sie w sposob sztuczny delikatne
zaburzenie lub polega na btedach zaokraglen i numerycznych, ktére dla przepltywu z odpowiednio
duza liczba Reynoldsa stanowig wystarczajace zaburzenie do zdestabilizowania przeplywu i wy-
generowania turbulencji. Jest to jednak metoda malo praktyczna, gdy chcemy mieé¢ odpowiednie,
zaburzone pole predkosci na wlocie do obszaru od samego poczatku symulacji. Zdestabilizowanie
bowiem przeplywu powyzsza metoda bywa wcale nie takie proste. Druga metoda jest wprowadzenie
na wlocie fluktuacji uzyskanych wczesniej z poprzedzajacej symulacji DNS np. przeplywu w kanale.
W tym celu trzeba jednak dysponowaé takimi danymi i poswiecié czas (réwniez czas komputera)
na wykonanie takiej symulacji dajacej przeplyw z odpowiednimi parametrami wielkoéci turbulent-
nych. Trzecia metoda, ktéra my sie zajmiemy, to metoda wygenerowania syntetycznej (sztucznej)
turbulencji na wlocie. Wymaga ona jedynie podania kilku parametréw okreslajacych turbulencje
i generuje losowe pole zaburzen predkosci, ktore spelnia podstawowe zalozenia zaréwno réwnan
przeplywowych, jak tez fizyke zjawiska turbulencji.

1 Sformutowanie teoretyczne

Idea metody generacji syntetycznych fluktuacji turbulentnych jest bardzo prosta. Zasadza sie na
nastepujacych zatozeniach:

1. Kazda funkcje lub pole (np. pole predkosci) da sie przedstawié¢ za pomoca szeregu Fouriera.
Mozna wiec fluktuacje turbulentne zadaé szeregiem Fouriera skladajacym sie z odpowiednio
wielu wyrazow o wielu réznych dlugosciach fali. Te dtugosci fali w sensie przestrzennym beda
odpowiadaé¢ réznym wymiarom liniowym tworéw turbulentnych.

2. W sformutowaniu kazdego z wyrazéw szeregu Fouriera wystepuje wektor falowy, kat przesu-
niecia fazowego oraz wersor okreslajacy kierunek wektora predkosci tego zaburzenia. WielkoSci
te beda generowane w sposéb losowy.
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3. Przy powyzszym losowaniu (zakladamy, ze turbulencja ma charakter niedeterministyczny)
nalezy tylko zadbaé o to, by wytworzy¢ turbulencje o takiej intensywnosci, jaka zadajemy na
wlocie do obszaru, aby zaburzenia o poszczegélnych dlugosciach fali odzwierciedlalty fizyczny
rozklad gestosci energii w funkcji liczby falowej (widmo Karmana, hipoteza K41) oraz dodat-
kowo spelnialy réwnania przeplywu (réwnanie ciaglosci, a zatem warunek bezdywergentnosci
pola predkodci, a zatem pola wygenerowanych zaburzen).

4. W ten sposéb generujemy odpowiednio wiele niezaleznych losowych pdl zaburzen (tyle, ile
bedzie krokéw czasowych w naszej symulacji). Oczywiscie w fizycznej turbulencji pole pred-
kosci w nowej chwili jest zalezne od tego, co dzialo sie przed chwila, totez na koniec miedzy
niezaleznymi polami wprowadzamy odpowiednia korelacje w czasie, ktora zapewni plynnosé
zmian w czasie.

Przesledzmy teraz powoli na wzorach sposéb, w jaki generuje si¢ syntetyczng turbulencje. Okreslamy
ogo6lna postaé syntetycznego pola predkosci jako

N
V(F) =2 wcos(R" - T +9")5"
n=1

gdzie 4™, K™, ¥™, ¢™ oznaczaja odpowiednio amplitude, wektor falowy i przesuniecie fazowe oraz
wersor kierunku n-tego modu Fouriera. Nastepnie trzeba okresli¢ najwiekszg i najmniejsza liczbe
falowa (czyli najmniejsza i najwieksza dlugosé fali), jakie beda obecne w generowanym spektrum.
Z rozdzielczodei siatki obliczeniowej (spostrzezenia, ze nie da sie jednego sinusa reprezentowaé na
mniej niz dwéch oczkach siatki) wynika, ze maksymalna sensowna dla nas liczba falowa wynosi

2
Rmaz = S x
2A

gdzie A oznacza wielko$¢ oczka siatki. Najmniejszg liczbe falowa za$ definiujemy jako

HZ
K1 = —
b
gdzie k. to liczba falowa zwigzana z najbardziej energetycznymi falami ze spektrum von Karmana,
a to wspdlezynnik powinien byé¢ wiekszy od jednosci, aby w spektrum byly obecne mody o dltugosci
fali wiekszej od dlugosci fali najbardziej energetycznych modéw. Dobrg wartoscia jest p = 2. Dlugosé
fali odpowiadajacej modom niosacym najwieksza energie mozna okresli¢ ze wzoru

o a9m
¢ 55L;

gdzie o = 1.453, a turbulentna skala dlugosci moze byé¢ okreslona tak samo jak w symulacjach
RANS jako jedna dziesigta grubosci warstwy przyéciennej. Kolejnym krokiem na drodze do genera-
cji syntetycznej turbulencji jest podzielenie calego zakresu liczb falowych na N modéw rozlozonych
rownomiernie, kazdy o wielko$ci Ak. Ze wzoru na spektrum von Karmana mozemy okresli¢ ampli-

tude kazdego z modoéw jako
i = (E(r)Ar)'/?

gdzie
u? (k/ke)?
Ek) = rms e (—2(r/kn)]
(k) =cp P [1+(/€/He)2]17/66
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k= (Kiki)'/?

1/4,,—3/4

Rp = € 14

Wspbdlcezynnik cg otrzymujemy przez scatkowanie widma energii turbulencji po wszystkich liczbach
falowych
k= / E(k)dr
0
co daje
4 T(17/6)
= ———'" 2 2>~1453
FTVRTAB)

gdzie
o0
I'(z) = / e e
0
Wréémy do algorytmu. Wylosowanie katow ¢, ¢ oraz « z przedzialu od 0 do 27 oraz 6 z przedziatu
od 0 do 7 (patrz rysunek ponizej oraz wzory ponizej) pozwala okresli¢ zar6wno sktadowe wektora

falowego, przesuniecie fazowe oraz kierunek, jakim skierowane jest w przestrzeni dane zaburzenie
predkosci. Ostateczny wzor na wektor fluktuacji w danym punkcie przestrzeni ma postaé

N
v =2 Z " cos (™) oy
n=1

S

I

[\
[]=

" cos(B")o

3
Il
—

2

M=

v4 " cos(8™)o3

n=1

gdzie
B" = kw1 + kize + ki xs

W powyzszym niezmiernie istotne jest, aby wektor ¢ dla danego modu byl prostopadly do wek-
tora falowego tego modu. Ten warunek gwarantuje, ze tak otrzymane pole predkoséci bedzie na
pewno polem bezdywergentnym, a wiec spelniajacym réwnanie ciagtosci. I powtérzmy jednoczednie
— otrzymanie samej amplitudy z widma von Karmana gwarantuje nam tez, ze nasza syntetycz-
nie generowana turbulencja ma fizyczny, zgodny z prawdziwa, rozklad energii w poszczegdlnych
dhugosciach fali.

To juz niemal wszystko. W ten sposob jesteSmy w stanie wygenerowa¢ dowolnie duzo niezalez-
nych od siebie pdl fluktuacji turbulentnych, ktore spelniaja stawiane wymagania. Niemniej, aby te
pola stanowily uzyteczny warunek brzegowy dla symulacji, musimy wprowadzi¢ jeszcze korelacje w
czasie miedzy nimi w my$l tego, ze oczywiscie to, co dzieje si¢ na wlocie do obszaru chwile p6zniej
w bardzo duzej mierze zalezy od tego, co dzialo si¢ przed chwila. Tak wiec gotowe fluktuacje na
wlocie beda generowane jako $rednia wazona pola zaburzen z poprzedniego kroku czasowego (z
odpowiednio duza waga) oraz nowego pola zaburzen z inng waga (najczeéciej znacznie mniejsza ze
wzgledu na mala separacje czasowa). Ostatecznie pole zaburzen (V’)m dla m-tej chwili czasowej
generuje sie ze wzoru

(V)™ = a(V{)™ =" + b(v))™
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Rysunek 1: Okreglenie polozen wektoréw w oparciu o wylosowane katy (rys. z Lars Davidson,
"Fluid mechanics, turbulent flow and turbulence modeling”)

v)™
(Vs)™
gdzie wspdtczynniki okredla si¢ ze wzoru a = exp(—At/T), b = (1 — a?)°5. oznacza tutaj skale
czasowa turbulencji i tym samym korelacja w czasie (méwiaca o tym, jak mocno obecny stan jest
skorelowany ze stanem sprzed czasu T wstecz) jest réwna exp(—7/T). Na sam koniec do samych

zaburzen turbulentnych nalezy dodaé¢ deterministyczny profil predkosci z wlotu tak, aby otrzymadé
gotowy warunek brzegowy. Przedstawiaja to ponizsze wzory.

a(V3)" ™+ b(vy)™
a(V)™ ™" + b(vy)™

v1(0, 22, w3, t) = Vi (@2, 23) + V{ (x2, x3,1)

vQ(O,z% IBat) = VQ(IQa IB) =+ V2/(x27x3ﬂt)
v3(0, 22, w3, t) = Vs(@a, x3) + V3 (22, x3,t)

2 Zadania

Otwérz w programie Microsoft Visual Studio dostarczony projekt z kodem zrédlowym programu
do generowania syntetycznej turbulencji na wlocie do obszaru obliczeniowego. Przesledzmy teraz
wspélnie uwaznie caly kod, zwracajac uwage na czeste w kodzie komentarze. Zwréoc¢ szczegdlng
uwage na linie od 298 do 350. Znajduja sie tam wykomentowane linie rozpoczynajace sie od stowa
//Uzupetnij:. Twoim zadaniem bedzie wypelnié te linie poprawnym kodem zrédlowym i wykonac
ponizsze ¢wiczenia.
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Cwiczenie 1

e Korzystajac z funkcji Wykres, wyswietl na ekranie spektrum energii turbulencji von Karmana.
Osie odcietych i rzednych niech beda wyskalowane liniowo.

e Wykomentuj kod tworzacy powyzszy wykres i obejrzyj to samo widmo w skali podwdjnie
logarytmiczne;j.

Cwiczenie 2
e Wykomentuj caloé¢ kodu zwigzanego z Cwiczeniem 1.

o Wyswietl na ekranie wykres przedstawiajacy jedna realizacje losowego pola fluktuacji turbu-
lentnych. Zwréé uwage na linie 266 w kodzie zrédlowym, ktéra pozwala ci na tatwe zapisanie
do tablic u, v, w jednej z realizacji.

e Zmien kilka razy liczbe modéw nmodes od bardzo malych (rzedu 3-5) do kilkuset. Czy za-
uwazasz jakie$ réznice w charakterze generowanych zaburzen?

e Tym razem zmien warto$¢ parametru gm (zaréwno w dét, jak i w gére). Uruchom kilkukrot-
nie program, ogladajac przy tym wykres generowanych zaburzen. Czy na skali osi rzednych
zauwazasz jakie§ zmiany?

e Na koniec zmien zdefiniowana w parametrach grubosé warstwy przysciennej delta. Sprawdz
kilka réznych wartosci, wyswietl wykresy i przyjrzyj sie charakterowi generowanych fluktuacji.

Cwiczenie 3

e Uzupelnij w kodzie programu linijki, ktore pozwolg skorelowaé¢ w czasie niezalezne od siebie
realizacje pol zaburzen w cala historie fluktuacji turbulentnych, jakie mozna jako gotowy
warunek dodaé¢ do deterministycznego profilu predkosci na wlocie.

e Otworz programem Excel dwa pliki z wygenerowanymi fluktuacjami (plik z korelacja w czasie
i bez korelacji w czasie). Dla kilku réznych okreséw separacji w czasie wykresl, korzystajac z
Excela przebieg autokorelacji danej sktadowej predkoéci w wybranym punkcie w przestrzeni.
O definicje autokorelacji zapytaj prowadzacego.

e W Excelu dla jednej chwili czasowej wygeneruj ostateczne pole predkosci, ktére mozna w
symulacji zada¢ jako warunek brzegowy na wlocie, czyli taki, ktéry zawiera zaréwno determi-
nistyczny profil predkoéci, jak tez losowe pole zaburzen dla danej chwili czasu.

3 Rozwigzanie

// CWICZENIA
LI11117777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777
// Ad. 1. Obejrzyj spektrum von Karmana

double *spektrum, *logomega;

spektrum = new double[nmodes] ;

logomega = new double[nmodes];
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for(int i = 0; i<nmodes; ++i)
{
spektrum[i] = amp/wnrex*pow(wnr[i]/wnre,4.0)/(pow(1+pow(wnr[i]/wnre,2.0),17./6.))
*xexp (-2xpow (wnr [i] /wnreta,2.0));
}
Wykres (wnr, spektrum, nmodes, "Omega", "Spektrum");
for(int i = 0; i<nmodes; i++)
{
logomegali]l = log(wnr[il);
spektrum[i] = log(amp/wnre*pow(wnr[i]/wnre,4.0)/(pow(1+pow(wnr[i]/wnre,2.0),17./6.))
*xexp (-2xpow (wnr [i] /wnreta,2.0)));
}
Wykres(logomega, spektrum, nmodes, "ln Omega", "ln Spektrum");
delete [] spektrum;
delete [] logomega;
LI111777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777/
// Ad. 2. Przyjrzyj sie jednej realizacji dla réznych parametréw
// Qbejrzyjmy realizacje zapisana w tablicach u, v, w
Wykres(z, u, nz-1, "z", "u_prim");
II117777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

// Ad. 3. Stworz korelacje w czasie

double a, b;

double dt = 0.01;

double T = 1;

for(int m = 1; m<nstep; ++m)
{

a = exp(-dt/T);
b = sqrt(l-axa);
for(int k = 0; k<nz-1; ++k)

{
ut [k] [m] = a*ut[k] [m-1] + b*ut[k] [m];
vt[k] [m] = a*vt[k] [m-1] + b*vt[k] [m];
wt[k] [m] = a*wt[k] [m-1] + b*wt[k] [m];
}

¥
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