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Dlaczego planowanie eksperymentu?

= Liczba punktéw pomiarowych jest zawsze ograniczona.

= Intuicja zawodzi w przypadku ztozonych probleméw.

= Ograniczenie btedu pomiarowego.

» Uzyskanie jak najwiekszej ilosci informacji.



Kryterium dla optymalnej instrumentacji |

Rozwazmy problem pomiaru wagi obiektéw A, B, C, ..., ktérych

doktadna waga jest okreslona jako ma, mg, me, . ..

Przyjmijmy nastepujace zatozenie:

1. Kazdy pomiar jest obarczony losowym btedem.
2. Srednia btedéw jest réwna zero.

3. Odchylenie standardowe rozktadu prawdopodobienstwa btedu

jest takie samo dla kazdego pomiaru i jest réwne o

4. Btedy pomiedzy pomiarami s3 niezalezne



Kryterium dla optymalnej instrumentacji Il

Dokonujemy pomiaru oddzielnie dla obiektu A oraz B

Oznaczmy wyniki pomiaréw jako yj i y» oraz przyjmijmy, ze
oc=01:
yi=ma=Lo N ma=y o
y»=mgto mp=y;to

Wariancja btedu oszacowania ma i mg jest réwna o?



Kryterium dla optymalnej instrumentacji 111

Pomiar mozemy zapisa¢ w formie macierzowej:

y=Xg+e

gdzie:




Kryterium dla optymalnej instrumentacji IV

Rozwazmy przypadek pomiaru dokonanego w nieznacznie inny

sposob:

Yo 1 Mp

ma+mpto=y N ma=3(y1£0)— 3(y2 £ 0)
ma—mg+ o=y mg=3(y1E£o)+i(Lo)
var(mp) = var(mg) = 102%— 102 = —g2

47 T4 2
o
mA:}/1—}/2iﬁ:)/1—}/2i0-70 mg=y1+ y» £ 0.070



Kryterium dla optymalnej instrumentacji V

Ponownie, zapisujac pomiar w formie macierzowej y = X3 + ¢
1 1
1 -1

Okazuje sie, ze obnizenie wariancji estymowanych parametréw jest

otrzymujemy

X =

éciéle zwigzane z macierza X' X:

Macierz nazywa sie



Dlaczego macierz M jest taka wazna @ z

Jesli obserwacje pochodzace z eksperymentu s3 modelowane jako:
Y=X-a+¢
Ele]=0 cov(e) = Elee"] = oI

to estymator parametréw modelu (w sensie najmniejszych
kwadratéw) bedzie miat postaé:

a=(XTX)"IxTy

Estymator a jest takze zmienng losowa, dla ktérego:

cov(a) = o?(XTX) !

ktéra okresla rozproszenie a wokét poszukiwanej wielkosci a



Elipsoida niepewnosci




Kryteria statystyczne

M=X".X

= D-optimum: najmniejsza objetos¢ elipsoidy niepewnosci.
V(M) = log(det(M™1))
= E-optimum: minimalizacja wiekszej osi elipsoidy niepewnosci.

V(M) = Apax(M™1)



Kryterium statystyczne a punkty pomiarowe |

= Model liniowy opisujacy przyktadowe zjawisko mozna zapisaé:
Y=X-a+¢
Y - dane pomiarowe, a - wspotczynniki modelu, X - state

zwigzane z modelem, € - btad losowy.
= Najprostszy model y = a9 + a1 - x:

1 X0
a
1 XN,
gdzie xp, . . ., x)y odpowiadaja lokalizacji punktéw

pomiarowych.

= Co najmniej 2 réwnania s3 potrzebne aby wyznaczyé¢ a. Wybér
odpowiednich wierszy z macierzy X pozwala kontrolowa¢
doktadnos¢ oszacowania a. 10



Kryterium statystyczne a punkty pomiarowe || @ %
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Kryterium statystyczne a punkty pomiarowe IV @ %

A - optimum:

X 4+x3+2
Y P S Rk +2
(x1 — )
Najmniejszej warto$ci W odpowiada para x3 = —1ixx =1

Sprawdzenie

Wariancja estymatora parametru a; dla dwéch pomiaréw (N = 2)
mozna obliczy¢ jako:

. 1 2

Var(dy) = E[Vaf(ﬂ) + Var(y1)] = N

Najmniejszej wartosci wariancji estymatora a; odpowiadaja
pozycje x; = —1 and x» = 1.
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Zarys metody

1. Wykonaj N obliczen numerycznych pokrywajacych
dopuszczalng przestrzen parametréw (np.: rézne katy natarcia,
predkosci wlotowe).

2. Utwodrz model zredukowany bazujac na wykonanych
obliczeniach.

3. Skorzystaj z modelu w celu obliczenia kryterium
statystycznego.

4. Wybierz punkty pomiarowe, tak aby warto$¢ kryterium
statystycznego byta najmniejsza.

5. Wykonaj eksperyment i zbierze dane ze wskazanych punktéw
pomiarowych.

6. Zrekonstruuj pole przeptywu wykorzystujac model
zredukowany i dane eksperymentalne.
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Analiza Gtéwnych Sktadowych (POD, PCA) | @ >

Symulacja CFD — —optymalizacja —eksperyment
+ —rekonstrukcja.
Wymagania modelu liniowego:

= Jak najbardziej ogdlny.
= Stabilny numerycznie.

Model zredukowany w oparciu o metode Proper Orthogonal
Decomposition:

V=[Vy,...,Va] = {iMi'Bu,-n,zm:Mi'Bni}
i=0 i=0

M; - wektory bazowe uzyskane za pomocg POD.
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Analiza Gtéwnych Sktadowych (POD, PCA) II
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Algorytm

Symulacja Wektory bazowe

Optymalizacja

Metoda

Pomiar TeLTEE Rekonstrukcja

szych
kwadratow
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Krok optymalizacji

1. Wybierz p punktéw z P dostepnych, roztozonych mozliwie
najbardziej rbwnomiernie.

2. Wybierz jeden punkt z p i oblicz A-kryterium dla wszystkich
dostepnych potozen zdefiniowanych przez P.

3. Wskaz nowa pozycje dla rozwazanego punktu tak aby
odpowiadajaca mu warto$¢ A-kryterium byta najmniejsza.

4. Przejdz do nastepnego punktu ze zbioru p i powtdérz obliczenia
z punktéw 2 i 3 do momentu az minimalna wartos¢
A-kryterium zostanie osiggnieta.
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Zastosowanie metody dla przyktadowego,
jednowymiarowego problemu



Zastosowanie do problemu jednowymiarowego |

y=a-xX+sin(b-x)+c

a,b,c=1{1,2,3}

Realizacje Wektory bazowe
- — 5 3
\g 1
@
=

4
0 1 2 3
Wsp. przestrzenna 18

Wsp. przestrzenna



Zastosowanie do problemu jednowymiarowego |1 @ %

a=12 b=1.8 c=15

Interpolacja liniowa Rekonstrukcja

Wartosci

o 1 2 3 0 1 2 3
Wsp. przestrzenna

Punkty pomiarowe 0 ——Roz. doktadne
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Odchylenie standardowe
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Walidacja metody w oparciu o dane
pochodzgce ze sztucznego eksperymentu



Sztuczny eksperyment

= Obliczenia numeryczne na siatce gestej - imitacja danych

eksperymentalnych poprzez dodanie losowego btedu.

= Obliczenia na siatce rzadkiej - dane do optymalizacji
instrumentacji.

= Rekonstrukcja pola przeptywu w oparciu o dane zebrane z
obliczen na siatce gestej w wyznaczonych punktach.
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Profil naca0012

Optymalizacja VS Wirtualny eksperyment

= Katy natarcia: 1.2° — 3.2°
s Zakres liczb Macha: 0.2 - 0.7
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Rozktad punktéw pomiarowych dla profilu naca0012 @ %

— profil
@ optymalne potozenia
x réwnomierny, poczatkowy rozktad
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Rekonstrukcja profilu o =2.2, M,,; = 0.7
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Rekonstrukcja profilu o =2.2, M,,; = 0.7
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Standard deviation of Misep
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Wptyw liczby wektoréw bazowych
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Wptyw liczby punktéw pomiarowych
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Kaskada fopatek turbiny

Optymalizacja VS Wirtualny eksperyment

» Zakres katéw natarcia: 0° — 25°

= Zakres liczb Macha: 0.38 - 0.9
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Rozkfad wybranych punktéw pomiarowych na fopatc@ %

— profil
@ optymalne potfozenia

x réwnomierny, poczatkowy rozktad %



Rekonstrukcja profilu o = 26°, M, = 0.7
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Rekonstrukcja profilu o = 26°, M, = 0.7
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Odchylenie standardowe o = 26°, M,,, = 0.7
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Rekonstrukcja pola przeptywu

Velocity Magnitude
0.4 0.8 1.2
D

|
132

Zatozone pole przeptywu Pole pochodzace z rekonstrukcji
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Walidacja metody w oparciu o dane
eksperymentalne



Eksperyment




Optymalizacja

= Wybér 11 optymalnych punktéw pomiarowych z dostepnych
69

= Model zredukowany POD (5 wektoréw bazowych - 5
parametréw) w oparciu o dane obliczeniowe pochodzace z 200
konfiguracji

= Dane przygotowane dla zmiennego kata natarcia i liczby
macha na wlocie
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Przypadek poddzwiekowy



Rozkfad punktéw pomiarowych

—— profil
e dostepne potozenia
® optymalne potozenia
X réwnomierny, poczatkowy rozktad
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Rekonstrukcja rozktadu liczby Macha na topatce

Wylotowa liczba Macha 0.7257
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Rekonstrukcja pola przeptywu

mach_iso
1.00

=0.75

Liczba Macha na wylocie 0.737

= Wypetnienie - rekonstrukcja
= Kontury - najblizsze rozwigzanie numeryczne z punktu

widzenia warunkéw eksperymentu
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Przypadek pod- i naddzwiekowy na raz



Rozkfad punktéw pomiarowych

— profil
e dostepne potozenia
® optymalne potozenia
X réwnomierny, poczatkowy rozktad
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Rekonstrukcja rozktadu liczby Macha na topatce

Wylotowa liczba Macha 0.8398

Izentropowa liczba Macha
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Izentropowa liczba Macha
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Podsumowanie

= Zaproponowana metoda pozawala na wybér punktéw
pomiarowych, tak aby wariancja btedu byta zminimalizowana.

= Dzieki zastosowaniu modelu opartego na POD metoda jest
ogdlna i moze by¢ szeroko stosowana do wielu innych
problemoéw.

= Przeprowadzone testy potwierdzaja poprawne dziatanie
metody.

= Model zredukowany POD pozawala dodatkowo odtworzy¢ cate
pole przeptywu.
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