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Ogolne sformulowanie zagadnienia przeplywu potencjalnego
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Klasyczny problem aerodynamiki (zewng¢trznej)
polega na wyznaczeniu stacjonarnego optywu /‘,/ X

ciala (w 2D — konturu) lub uktadu ciat ptynem (T

nielepkim o stalej gestosci (nieSciSliwym). (— %
Zaklada sie, ze przeplyw daleko od ciala jest | — 2

strumieniem jednorodnym o zadanej predkosci. L.

e ——————————————————————————————————————————

Rozwigzanie w/w zadania polega na wyznaczeniu w obszarze na zewnatrz ciala (uktadu ciat)
L2 potencjatu skalarnego @ takiego, ze:

e Vip=0 w Q
e Spehiony jest warunek brzegowy na brzegu materialnym 02 (nieprzenikalno$é brzegu)

L%sz=wwwnz§9=0
on

e Spelniony jest warunek ,,dalekiego pola”

limo=V_ = I|lim Vo=V_

], —== ], ===

W dalszej czesci wyktadu skoncentrujemy sie na przypadku dwuwymiarowym.




Zaczniemy od przygotowania matematycznego. Rozwazmy nast¢pujacg catke krzywoliniowa
obliczang wzdtuz okregu o $rodku w poczatku uktadu wspotrzednych i promieniu R

J,=¢Lds

Koo

Problem: Zat6zmy, ze R —> 0. Dla jakich warto$ci wyktadnika & granica catki J istnieje i
jest r6zna od zera?

21
Mamy oczywista rOwnosé CJS % ds = Ri_l .‘-o f(6)do
K o0

o0

Rozwigzanie problemu jest proste — muszg jednoczes$nie zachodzi¢ dwa warunki

27
a=1 | jo f(6)d6 0.




Istotnie, w przeciwnym razie, albo « >1 czyli lim Ri_l =0 i w granicy calka J  znika,

R,—® T
albo o <1 iwowcezas lIm R01‘—1 =00 . W tym ostatnim przypadku, granica catki J  istnieje

R,—®© M

27
jedynie wowczas, gdy j f (0)d& =0 co oznacza, ze catka J ., Jest tozsamosciowo rowna
0

zeru dla dowolnie wielkiej warto$ci promienia R_.

I Skonstruujemy potencjal predkosci optywu
profilu metoda superpozycji, a mianowicie niech

A R
p(X,y)=U_x+V_y+ Eﬁ(x, y)+o(X,Y)

Zakladamy, ze pole predkosci odpowiadajgce sktadnikowi (ﬁ(X, Y) znika z odlegtoscia
szybciej niz I (i z tego powodu nie daje wkladu do catkowitej cyrkulacji w przeptywie)

p=Vp~O(L) , a>1




Oczywiscie, sktadnik (5 jest funkcja harmoniczng w obszarze przeptywu (2 | tj.
259 4 s
Vip=0,9+0,p=0
Ponadto przyjmujemy warunek brzegowy i1 warunek asymptotyczny

Un|a[2 =%(p|ag =0 , ImVep=U e +V_ g,

F—o0

Dodatkowym stopniem swobody jest cyrkulacja /° wiry zwiazanego z profilem. Jak
dobrac te wielkos¢?

Typowy profil lotniczy ma ostre zakonczenie. W punkcie tym krzywizna konturu jest (w teorii)
nieskonczona, a kierunek (wersor) normalny nie jest okreslony. Ogolnie, mozna rozroznic
przypadek ostrza o kacie wigkszym lub rownym zeru (ang. cusp).

Jesli cyrkulacja wiru zwigzanego z profilem dobrana jest dowolnie, to predkos¢ przeptywu w
ostrzu jest nieskonczona, co jest — oczywiscie — fizycznym nonsensem. Sensowne fizykalnie
rozwiazanie optywu potencjalnego uzyskamy przyjmujac tzw. warunek Kutty-Zukowskiego.




Warunek Kutty-Zukowskiego

Cyrkulacja wiru zwigzanego z profilem powinna by¢ dobrana tak, aby:
e Jezeli kat ostrza jest wiekszy od zera — punkt ostrza jest punktem spigtrzenia (stagnacji) tj.
predkos¢ przeptywu w tym punkcie rowna jest zeru.
e Jezell kat ostrza jest rOwny zeru — graniczne wartosci predkosci stycznej obliczone w
punkcie ostrza dla dolnej 1 goérnej cz¢sci konturu profilu powinny by¢ sobie rowne.

Komentarz:

Zerowanie predkosci w punkcie ostrza o kacie wiekszym od zera wynika z wymogu
jednoznacznos$ci wektora predkosci w tym punkcie (niejednoznacznosé¢ wektora stycznego).
W przypadku ostrza o kacie zerowym oba kierunki styczne pokrywajg si¢, zatem wystarczy
zalozy¢ rownos¢ predkosci stycznych.

o=0 'y
< In pN//
N T .
S~ OLZO V,
_N . .
o _ Efekt pogwalcenia warunku K-Z




Wprowadzmy na profilu naturalng krzywoliniowa wspoétrzedng S (dlugosc¢ tuku) w taki
sposob, ze S=0 1 s=L odpowiadajg punktowi ostrza.

Matematyczna posta¢ warunku Kutty-Zukowskiego to:
e W przypadku ostrza o kacie niezerowym

Vo| =0

s=0
e W przypadku ostrza typu cusp (z - wersor styczny do profilu)

imVe-zr=limVe-r

s—0" s—L~




Wyznaczenie oplywu potencjalanego z warunkiem Kutty-Zukowskiego

Zapiszmy potencjat ¢ jako nastepujaca sume

o(X,Y) =1 (X, y)+0,(X,Y)

Pole skalarne (51 jest rozwigzaniem nastepujacego zagadnienia brzegowego

e oA .
Vip,=0 In Q2
<
0 —

gdzie v, = U.e, + ve, to predkos¢ indukowana przez wir zwigzany z profilem o jednostkowe;

cyrkulacji (/" =1). Oczywiscie, $rodek tego wiru znajduje sic wewnatrz profilu.

Zauwazmy, ze pole (bl jest zalezne wylacznie od ksztaltu profilu 1 potozenia srodka wiru
zwigzanego z profilem.




Pole skalarne gﬁz jest rozwigzaniem nastepujacego zagadnienia brzegowego

V2p, =0 in Q2
< A
&0, =V n.,,=—U.n, +Voony)‘m

Pole @, zalezy od geometrii profilu oraz — de facto — od orientacji strumienia jednorodnego
wzgledem profilu (od kata natarcie). Wartos¢ predkosct w strumieniu jednorodnym peini w
istocie role skalarnego czynnika skalujacego pole (52.

Catkowite pole predkosci dane jest wzorem

v=V_+I(v,+V@)+Ve,

Naktadamy warunek K-Z (zatézmy, ze kat ostrza jest wiekszy od zera). Poniewaz na mocy
konstrukcji pola predkosci
limo-n=1limo-n

s—0" s—L
to warunek ten jest rownowazny

im(V, +V@,)-7+ I lim (v, +V@,)-7=0
s—0" s—0"




Otrzymujemy wzor na cyrkulacje wiru zwiazanego

F:_(\/oo_l_vin).T
(0, +V@) 7

s=0

Komentarz:

Rozwigzanie sformulowanych wyzej pomocniczych problemow brzegowych otrzymuje si¢
zwykle na drodze obliczen numerycznych. Zagadnienia te sg istocie przypadkami szczegolnymi
problemu ogolniejszego, polegajacego na wyznaczeniu funkcji harmoniczne; w zewngetrzu
zadanego konturu (profilu), na podstawie znanego rozktadu brzegowego pochodnej normalne;j
tej funkcji (problem Neumanna). Problem tez mozna rozwigzaé stosujac metody typowe dla
zagadnien zewnetrznych w teorii potencjatu, np. metoda brzegowego rownania calkowego.




Sila aerodvnamiczna

___f\g._ K Postugujac si¢ metodg catkowego bilansu pedu
o g wyprowadzimy teraz formule dla sity
aerodynamicznej w przeptywie potencjalnym.
n
Roo Bez utraty ogolnoscit zalozymy, ze przep%yw w
e, A ‘.. nieskonczonosci jest rownolegty do osi 0x, tj.
: e, .
' -, V,=Uge , V =0
Wprowadzmy obszar kontrolny potozony pomiedzy
‘ konturem profilu i okregiem K_ o $rodku w
) poczatku uktady wspotrzednych 1 wielkim promieniu
R P ‘ R,

Zgodnie ze znang z kursu Mechanika Ptynow I formula, sita dzialajaca na profil wyraza si¢

wzorem

F=Fe+Fe =—[ powds— [ (p—p.)nds=-J, —J,
Ke

Koo




Zauwazmy, ze — zgodnie z zatozonym kierunkiem przeplywu w nieskonczonosci — sktadowa

F, nazwiemy oporem aerodynamicznym, a sktadowa Fy — sifg nosna.

Obliczymy teraz kolejno catki J,, i J,. Zgodnie z opisana wyzej procedura, pole predkoscei
wyraza sie wzorem (cyrkulacja 7~ dobrana jest zgodnie z warunkiem K-Z)

o=V, +I'v,+Vo=U_+1U)e, +Tve, +0(@

Ostatni symbol oznacza sktadniki znikajgce szybciej niz 1/ R_ .

W powyzszej formule pojawity sie sktadowe kartezjanskie predkosci indukowanej przez wir
zwigzany o jednostkowej cyrkulacji.

Na okregu K _ sg one rowne

u| =-
1|KO° 2R -~ 27R




Wobec tego, catkowita predkos$é¢ na okregu K wyraza sie¢ wzorem

o0 Q0

o =|U, - ’_sino e, + L cosfe, +O0()
Ko 2R 27R

Zewnetrzny wersor normalny na K _ to: n|, =cosde +sinde,

K

o0

Obliczamy predko$¢ normalng do konturu K_

D

n

cosdsind +O( M)

=v-n| =U, cos0- singcos 6 +
- - 2R 2R

=U_cosf+0O(=L

K

R1+a )

Potrzebujemy rowniez ...

“© C0S° Oe, + O(RM)

277R 277R

o0

:{Uicose— Y., sin@cosé’}eX LS

o0




Catkujemy ...
21
J, =pj unvds={pRooj(chose—£,URz sin@cos@)dé |e, +
K. 0

T

2r

-I-|:,OROO j = COS” QdQ}ey +O(R.*)=41pU_ I'e, +O(R.")—=
0

Catke ci$nieniowa J » obliczymy postugujac si¢ rOwnaniem Bernoulliego ...

5o | (UZ-V¥)nds
Koo

Bernoulli

Jo=[(p—p.)nds =
Ko

Potrzebujemy kwadrat predkosci przeptywu ...

2
VZi=|U_-— a sin0+0( ia) o L cos&’+0( L
27R, R 27R, i
:Ui—U”FsinHJFO( ia)
7R R

o0

)|




Caltkujemy ...

27

j U‘>‘>Fsin dcosfda e, +

. TR,

Jo=1p[ (U —Vz)nd8=%p{Rw
K

T

o0

+§,{ijUgrsinzé’dé’}eerO(Rw“) R >spU e,
0

Ostateczna formuta dla sity aerodynamicznej to (nazywamy ja wzorem Kutty-Zukowskiego)

Zauwazmy, ze:
e F =0 -brak oporu (paradoks d’Alemberta) !!!

° Fy =—pU_1[" -sitano$na istnieje i jest proporcjonalna do cyrkulacji wiry zwigzanego z
profilem.




Zastosowanie funkcji zmiennej zespolonej] w aerodynamice klasycznej

Mamy dany niesciSliwy przeptyw potencjalny — potencjal predkosci 1 funkcja pradu to
odpowiednio
p=p(xy) . v=w(Xy)

Wprowadzmy formalnie zespolong transformacje wspotrzednych wzorami
Z=X+I X=4(z+7Z .
_ y ﬁ 2( _) y | = _1
7=x—iy y=4(z-2) * "
Zdefiniuymy funkcje
W (2,2) = ol4(z +2), (2~ 2)]+ipld(z+2), 4 (2 2)]
Obliczmy pochodng czastkowa

0 W(2,7) =30,0(..) = 2:0yp(.) + 30, (L) +i(=2)0yw () =
=310xp(.) =0yw(.)]+31[0,p(.) + O, ()]




Maja miejsce rownosci (war. Riemanna) op=0y=u , 0p=—0y=0
skad wynika, ze oW (Z, Z) =0

Funkcja W jest zatem funkcja jednej zmiennej zespolonej, tj. W =W (z). Obliczmy jej
pochodng (zwyczajna!)

W'(2) =30,0(.) + %0yp(.) + 30,0 (.) +150,0(.) =
= 4[0,0(.)+ 0,p (.)]-4i[0,0(.) ~ 0y ()] =u—iv
=20xp=2U =20yp=20

Wielkosé
V(z)=W'(z)=(u-1v)(Xy) , z=X+1y

nazywamy predkoScia zespolona. Funkcja W nosi nazwe¢ zespolonego potencjalu
(predkosci).




Przvklady:

1. Strumien jednorodny W(z)=V .z ,V_=u_—Ilv,_

2. Zrodlo/upust o $rodku w punkcie Zy =X, +1Y,

W(z):gLn(z—zo) , V(2)= Q_1
21 21w -1,
3. Wir potencjalny o srodku w punkcie z, = X, +1Y,
W@ =L tnz-z) . V(@)=
27l 2l 7—12,
4. Dipol w punkcie z, =X, +1Y,
W (z2) = b V(z)=- =

L—1, (2_20)2




5. Symetryczny optyw cylindra o srodku w poczatku uktadu wspotrzednych 1 promieniu a

2
W)=V z+2=2 . L 1 n)
Z 27l
7T A2
V()=v, Y2 L1
Z 27l Z

Objasnienie: Logarytm naturalny zmiennej zespolonej to funkcja postaci (z =|z|e'*** =re"’)
Ln(z) =In|z|+iargz=Inr +i6

Zauwazmy, ze czg$¢ urojona jest funkcjg wielowartosciowa!

Cwiczenie:

1. Podaj wzory na potencjat (rzeczywisty) predkosci 1 funkcje pradu, a nastepnie na sktadowe
predkosci w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych

2. Stosujgc rachunek zespolony pokaz, ze w przyktadzie nr 5 linia zZ = a’ jest 1stotnie linig
pradu.




Sila i moment aerodvnamiczny. Wzory Blasiusa

dX =dRsin(2z —8) =—p(s)sinods
dY =dRcos(27 —60) = p(s)cosds

dz =e"ds
U
dx =coséds, dy =sin@ds
>
X
Definiujemy ...
e, €, &
dR=dX —idY , dM,=rxdR=|x y Of=(xdY —ydX)e,
dX dY O




dR =—psindds —i pcosads = —i p(cos@—isin)ds = —i pe’ds =—i p(z)dz

dM, = xp cosdf’ds +yp sindfds = p(xdx + ydy) = pRe(zd 2)

Z rdwnania Bernoulliego mamy B=p, + %p(ufo +0°)=p(z) + %,Ol\/ (Z)|2

Stad p(2)=B-3pN @) =B-4pW'(2)[

Zauwazmy, ze na konturze ciata istnieje tylko sktadowa styczna predkosci czyli modut
predkosci rowny jest (modulo znak) predkosci stycznej. Obliczmy liczbe zespolong postaci
(liczba zespolona z nalezy do konturu ciata)

W'(z)e"” = (u—iv)(cos@+isin@) =ucosd+wvsin@d+i(usin@—vcosd) =
V=0

=ucoséd+uvsind

WykorzystaliSmy spostrzezenie, ze wersor normalny (zewnetrzny) do konturu ciala ma postac
n=[-sin@,cosd].




Z przeprowadzonego rachunku wynika zatem, ze wielkos¢ W'(Z)eig jest na konturze ciala

ie‘_

liczba rzeczywista oraz |VV '(z)e"'|=]W'(z)|. Wobec tego, rozktad cinienia na konturze mozna

zapisaC wzorem

p(2)=B-1p W' @) e™

Aerodynamiczna ,sita sprzezona” 1 moment wyrazaja si¢ catkami krzywoliniowymi (po
konturze ciata) postaci

R :—c_[>i p(z)dz ., M, :-meqs 0(2)zdz

Podstawiamy z rOwnania Bernoulliego. Obliczamy wartos¢ sily

R=—i{p{B—1p[W'(2)]'e™"}Z =—iBPd7z + 1ipW'(s)]' e ds = '?pcﬁ[vv (7)) dz
0 eifds—dz
Otrzymalismy (pierwszy) wzor Blasiusa

X —iY =i§<ﬁ[vvf(z)]2dz




Obliczamy wartos¢ momentu aerodynamicznego

M, = Re{B -1 p[W'(2)]' e "}2d 7 _Bmecﬁzdz ~5ReP[W (s)] ze”e ds =
0 e"9ds dz

= —4RepW'(2)] 202

Otrzymali$my zwig¢zta formule (drugi wzér Blasiusa)
_ 2
M, = —gﬂ%ecﬁ[\N (2)]%zdz

Ciekawa (1 wazna praktycznie) cecha catkowania po konturze funkcji zespolonych polega na
tym, ze jesli zmiana Kkonturu calkowania nie zmienia zbioru osobliwosci funkcji
calkowanej znajdujacych si¢ w obszarze otoczonym konturem, to wartos¢ calki rowniez
nie ulega zmianie.

Jesli wszystkie osobliwosci znajdujg si¢ we wnetrzu konturu ciata to sile¢ 1/lub moment
aerodynamiczny mozna obliczy¢ catkujac po wygodnie dobranej linii — takim wyborem moze
by¢ kontur okregu K _ o wielkim promieniu R_, obejmujacy kontur ciala.




Poniewaz wszystkie osobliwosci (wiry, zrodta, dipole - punktowe lub roztozone) zwarte sg
wewnatrz konturu ciata to predkos¢ zespolona daleko od ciala moze by¢ zapisana wzorem

W’(Z) :VOO+QtotaI E_I_Ftot?I E-I-O(Z_l)
2r 7 27 Z

gdzie symbole Q.. I 7/, oznaczaja — odpowiednio — sumaryczny wydatek wszystkich
zrodel/upustow w przepltywie oraz catkowity tadunek cyrkulacji. Ostatni czton wzoru zawiera
wszystkie sktadniki znikajace wraz z powiekszaniem odlegto$ci od ciata szybciej niz 1/ |Z|

Zatozmy, ze Q. =0 i obliczmy kwadrat W'(z) ...

VOOF:[Otal 1_'_0(2—1)
7Tl Z

W'(2)]* =V, +
Obliczamy site ze wzoru Blasiusa ...

o _'£ ' 2 _'pvoor %_'
X |Y_|2<jS[\N(z)] dz=i5 === =

=27

ol

o0




Biorgc pod uwage, ze V. =U_ —lv_ mamy
X=plv, , Y=—plu,

Zgodnie z wczesniejszymi rozwazaniami, wektor sily aerodynamicznej jest skierowany
prostopadle to kierunku predkosci strumienia niezaburzonego. Istotnie,

R-Vo=Xu_+Yvu,=pl(0U, —U_0,)=0

Nie wystepuje zatem opor aerodynamiczny (paradoks d’Alemberta). Sita nosna réwna jest
zatem dtugosci wektora R i jest co do modutu rowna

L :p‘F‘\/ui +0?




Wykorzystanie transformacji konforemnych

I Ay z=F(Z) 1y
s z=x+iy
Z=X+Y
> >
&/
Z=F"(2)
Transformacja konforemna 2=F(Z)

W zapisie rzeczywistym:

x=f(X,Y), y=9(X,Y)
f =ReF , g=OmF

Funkcje f i g spetniaja warunki Cauchy-Riemanna: Oy f =0, , O, f

—0y 0




O co chodzi z ta konforemnoscia? Rozwazmy transformacj¢ pary linii (opisanych funkcjami
rozniczkowalnymi w sposob ciggly) — vide powyzszy rysunek. Pokazemy, ze kat pomiedzy
tymi liniami w punkcie ich przeciecia zachowuje swoja wartos¢ (tj. o = /), o ile tylko

pochodna zespolona 0 < |F’(ZO)| <o (tj. Z, jest punktem regularnym transformacji).

Jasnym jest, ze kat pomigedzy krzywymi to kat pomigdzy wektorami stycznymi do nich w
punkcie przecigcia tych krzywych. Zatem — jak transformuja si¢ wektory styczne?




W przypadku ogolnym, wektory styczne do zadanej krzywej transformujg si¢ wg
przeksztatcenia liniowego zadanego przez lokalna warto$¢ macierzy Jacobiego transformacii.
W aktualnym przypadku macierz ta ma postac

. :{axf an} _ _{ax f o, f} _ _FYg —Gxg}
0x9 0,9 |varuk| -0, Oy f |werni{ 0,9 0,9
Wobec tego wzory transformacyjne dla wektora stycznego majg postac:
t=0,fT+o,fT, , t,==0,FT, +0,1T,
Wprowadzmy teraz zespolone ,,wektory styczne”
T=T, +iTy , T=1 +i’[y

7, wczesniejszych rozwazan wnioskujemy, ze jedng z postaci pochodnej zespolonej
transformacji F jest
F'(Zz)=0, f(X,Y)—-10, f(X,Y)

Zauwazmy, ze wzory transformacyjne dla wektorow stycznych otrzymamy wykonujac
mnozenie zespolone

t(z2)=F'(2)T(Z2) , z=F(2)




Oznacza to, ze w przypadku przedstawionym na rysunku mamy rownosci
ti(zo) =F'(Z O)Tl(ZO) , tz(zo) =F'(Z o)Tz (Zo)

Dalej, zauwazmy, ze iloczyn skalarny wektorOw mozna otrzyma¢ z wyniku mnozenia ich
zespolonych odpowiednikow, a mianowicie

LG =[(t), +1(t),J[(t,), —1(t),]= () (L), + (&), (L), —I[(t), (1), — (1), (L) ] =
:t1't2_i (tlxtz)z

czyli t,-t, =Re(LL).

Po tym przygotowaniu mozemy wykazac¢ rownos¢ katow. Obliczmy 1loczyn

t1(20)1:_2(20) — F,(Zo)Tl(Zo)lf’(Zo)-rz (Zo) — |F’(Zo)|2T1(Zo)-r2 (Zo)

Jednoczesnie dlugosci wektorow stycznych transformujg si¢ nastepujgco:

||t1||2 :‘\/t1°t1 :\/ﬁ(zo) :\/|F'(Zo)|2T1-|71 :|F’(Zo)|\/ﬁ:|F’(Zo)|”T1”2

i analogicznie Ita1, =|F"(Zo)||[T|,




Z otrzymanych formut wynika, ze

L(2)5() _ [F@I @) _T(Z)T(Zy)
[tl,ltl,  F' @I, IF'@ITl, [T, [Tl

co z kolei implikuje jednoczesng rownos¢ funkcji cosinus i sinus katow a 1 £, a wiec rownosé
tych katow. Koniec dowodu.

Z powyzszego wynika, ze je$li na ptaszczyznie (X,Y) mamy zadang
ortogonalng siatke lini1 (vide) obrazek to po przeksztatceniu siatki
transformacja konforemng pozostaje ona ortogonalna (we wszystkich
regularnych punktach transformacji). Wlasnos¢ t¢ wykorzystuje sie¢ w
Obliczeniowej Mechanice Plynow (ang. Computational Fluid
Dynamics — CFD) do generacji numerycznej siatek.




Wazng wlasno$cig transformacji konforemnej jest rowniez zachowanie cyrkulacji
transformowanego przeplywu potencjalnego.

Niech W =W (Z) bedzie potencjatem zespolonym przeptywu okre$lonego na plaszczyznie
(zwykle — w pewnym jej podzbiorze) (X,Y). Transformacja konforemna z=F(Z)
przeksztalca ten przeptyw w nowy przeptyw potencjalny na ptaszczyznie (X,Yy) 0 potencjale
zespolonym w=w(z) takim, ze:

W(Z)=WF(Z)] i w(z)=W[F~™(2)]

Z podanych wzorow wynikaja nastepujace formuty transformacji predkosci zespolone;j

W'TF ()]
FTF(2)]

W'(Z)=w[F(2)IF'(Z) i w(z)=WTF (@)I(F™)(2)=

Cyrkulacja pola predkosci wzdtuz linii L na ptaszczyznie (X,Y) dana jest wzorem

I = [UydX +U,dY =Re[ (U —iU, )(dX +idY) =Re[W'(Z)dZ
L L L




Zauwazmy, Ze j W'(Z)dZ = j W[F(Z)]F'(Z)dZ = j W' (z)dz

gdzie symbolem | oznaczyliSmy obraz krzywej L w transformacji F . Otrzymana rownos$¢
dowodzi faktu zachowania cyrkulacji w transformacji konforemnej.

Waziny (do$€ ...) przyklad — transformacja Zukowskiego

Rozwazmy transformacj¢ konforemng postaci
2

z:F(Z):Z+% . ceR,c>0

Pochodna transformacji ma postac
2

, C
F'(@2)=1-—;

Punkty osobliwe: (0,0), (£c,0).




PRZYPADEK 1: Transformacja Zukowskiego okregu o rownaniu | Z |=C.

r .|
A A
J

z=7+c?/Z

¢
A 0O \B A B'_
&j X 426 2c'x

- >

Obrazem okregu jest odcinek (,,ptaska ptytka) potozona symetrycznie na osi OX
2(0) =ce' +ce™? =2ccosd
Zauwazmy, ze punkty osobliwe transformacji potozone sg na okregu.

Zadanie 1: Skonstruuj przeptyw wokot okregu na ptaszczyznie (X,Y) w taki sposob, aby
punkty spietrzenia zajety pozycje katowa @ =0 i 6 = 7+ 2 (potrzebny jest wiasciwy dobor
V_=u_—lv, oraz cyrkulacji /”). Nastepnie dokonaj transformacji pola predko$ci i oblicz
rozktad predkosci na ptytce. Oblicz wspotczynniki sity nosnej na plytce

L

_ s
1pV,| 4c 2\,

L




Zadanie 2: Napisz program komputerowy (dowolny jezyk), ktory stablicuje funkcje pradu
przeptywu z Zadania 1 w obszarze prostokatnym [—6C,6C]x[—4cC,4c]. Przyjmij c=1 i

o =15°.

PRZYPADEK 2: Transformacja Zukowskiego okregu

b

|Z—-asinfl=a , a=——

- cosf

~

AY Ay
C P z=7+c?%/Z
a ™ —~—
R Cl
A Bl/ O B S V D' B
-C O c X -2C 2C y
D

Okrag transformowany jest w tuk okrggu o réwnaniu (wyprowadzenie — np. w ,Fluid

Mechanics” 5th Ed., autorzy P.K. Kundu, I.M. Cohen, D.R. Dowling)

x° +(y+2cctg28)° = (2¢/sin 2 8)?




PRzYPADEK 3: Transformacja okregu |Z + ec|=c(l+ &) =a

AY Ay
zZ= Z+02/Z
a
- 0 2C y
sc

Obraz — symetryczny profil Zukowskiego (dla matych warto$ci parametru &, grubo$é
maksymalna profilu 1.3 £ -4C osiagana jest w poblizu Y cieciwy).

Warunek Kutty-Zukowskiego - w przeptywie na plaszczyznie (X,Y) punkt B jest punktem o

zerowe] predkosci (punktem spigtrzenia). Wowczas w punkcie B’ predkos¢ splywu jest
okreslona jednoznacznie i jest skonczona (ale nierowna zeru — ostrze o zerowym kacie)

Trochg obrazkow ...
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Symetryczny oplyw symetrycznego profilu Zukowskiego
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Oplyw symetrycznego profilu Zukowskiego pod niezerowym katem natarcia
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Przeptyw z zerowa cyrkulacjg (i sila no$na), kat natarcia @ = 30° — warunek Kutty-
Zukowskiego pogwalcony

2




Oplyw symetrycznego profilu Zukowskiego pod niezerowym katem natarcia (c.d.)

|  ——=m ————=—
| ===} ===
7/ iIMRe==:El  =—====
N0 A N e
oA | s
} e Y s

Przeptyw w cyrkulacja /7~ dobrana tak, aby warunek Kutty-Zukowskiego byt spetniony. Na
profilu wytwarzana jest sita nosna L = p|F |Voo. Kat natarcia o = 30°




PRZYPADEK 3: Transformacja okregu |Z —(—&C+ iatg,B)| =(al/cosp)* , a=c(l+e)

AY
P

Dla & <1 i matych katow  mamy:
e cieciwa profilu = 4C ,

e wygiccie linii szkicletowej ~ 2C4

z=7+c?/Z

A

-----

"

e maksymalna grubos¢ profilut__ /4c =1.3¢ (osiagana ok. Y cigciwy od noska czyli dla

X~ —C)

Ponownie, troche obrazkow ...




Oplyw niesymetrycznego profilu Zukowskiego pod zerowym katem natarcia
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Przeptyw w zerowa cyrkulacja — warunek K-Z nie jest spelmiony. Niesymetryczny profil
Zukowskiego ustawiony pod zerowym katem natarcia musi wytwarzac site nosna!




Optyw niesymetrycznego profilu Zukowskiego pod niezerowym katem natarcia
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Poprawny, tj. spelniajacy warunek Kutty-Zukowskiego przeptyw wokét tego samego profilu

ustawionego pod ujemnym katem natarcia o ~~ —13.7°. Cyrkulacja w przeptywie jest rowna
zeru, t]. profil nie wytwarza sity nosne;.
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Poprawny, tj. spelniajacy warunek Kutty-Zukowskiego przeptyw wokét tego samego profilu

ustawionego pod dodatnim katem natarcia & =16°.




Sila no$na na profilu Zukowskiego

/A |

Warunek K-Z wymaga, aby punkt B na okregu byl punktem spietrzenia. Z teorii potencjalnego
optywu konturu kotlowego wynika, ze cyrkulacja wiru zwigzanego z profilem musi by¢ rOwna

I'=4nV_Rsin(a+ ) (R - promien kota)
Wsp6tczynnik sity nosnej jest zatem rowny (Cleciwa =~ 4R)
L 21

C, = _ = ~27sin(a+ ) =~ 27(a +
) 1 pV 72 -cieciwa V., -cieciwa wsin(a+ f) = 2z(a+f)

o0




WniosKi:

e dla matych ugie¢ linu1 szkieletowej (pamigtamy, ze wzgledne wygigcie tej linii jest rowne

1 ) pochodna aC, =2r,
da

e wygiecie powoduje przesunigcie pionowe charakterystyki C, =C, (),
e zerowa sita nosna wystepuje dla ujemnego kata natarcia o = —f3

Zadania (zaawansowane):

1. Na podstawie analizy oplywu symetrycznego profilu Zukowskiego wykaz, ze - dla matych
wartosci & - pochodna

Jak — wobec tego — zalezy nachylenie charakterystyki sily nosnej od grubosci profilu?

Wskazowka: Oblicz jak zmienia si¢ cigciwa profilu dla matych wartosci €.




2. Przeprowadz doktadniejszg analize wptywu wygiecia linii szkieletowej na wartos¢ pochodne;

dc,

da
g =0) i pokaz, ze dla matych ugie¢ ma miejsce przyblizona zaleznos¢

(dla uproszczenia rozwaz przypadek wygietego profilu o zerowej grubosci, tj. niech

dc,

~27(1+2f%)
do

gdzie symbol f oznacza wzgledna strzalke ugiecia linii szkieletowej profilu, czyli stosunek
maksymalnego ugiecia tej linii do cigciwy profilu.




