PODSTAWY MATEMATYCZNE




ALGEBRA WEKTOROW I TENSOROW

Baza ortonormalnaw E*: €1, €2, €3

o 1f =]
(e"ei)“sii‘{o it i |

Kaidy wektor w E> moze by¢ wyrazony jako liniowa kombinacja wersoréw bazowych
a=a,e, +a,e, +a,6; =a,6; - konwencja sumacyjna (Einsteina)
a= [ai, a,, 8.3] - kanoniczne utozsamienie (izomorfizm) E* i R®

ILOCZYN SKALARNY (WEWNETRZNY) WEKTOROW

Niech a = a€; i b=Db j€j. Iloczynem skalarnym wektorow a i b nazywamy liczbe

Poniewaz (a,€;) =a,, zatem a=(a,e;)e,




ILOCZYN WEKTOROWY

Definiujemy operacje X w dziataniu na wersorach bazy w nast¢pujacy sposob:
e, x€, =€, , &, X€; =€, , €5X€ =6,
eiXei :O : eIXeJ:_eJXel
nie sumujemy!

Zaktadajac liniowos¢ tek operacji wzgledem obu argumentdw, rozszerzamy te operacj¢ na
dowolne wektory z E°:

axb=ag xb;e; =ab; e xe; =(ab; —ab,)e, +(ab, —ajb;)e, +(ab, —ab)e;
Praktyczny sposob obliczania iloczynu wektorowego

e1 eZ e3
axb=la, a, a,|=
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SYMBOL ALTERNUJACY (ALTERNATOR, SYMBOL LEVI-CIVITY)

(0 gdy i=j lub i=k lub j=k

ex=1 1 ady {I, )k} jest premutacjq parzystq {1,2,3}
-1 gdy {i, J,k} Jest permutacjg nieparzystq{l,2,3}

Np. ==L . =0 | €5,=1
Iloczyn wektorowy wektordw a and b moze by¢ zapisany w postaci

Inna uzyteczna operacja to iloczyn mieszany trojki wektoréw

a, a, a,
C, G G

Wyznacznik macierzy A (dimA=3).  detA=eg; a,;a, ;a;,




TENSORY KARTEZJANSKIE 2-EGO RZEDU W E"

Tensory jako dwuliniowe przeksztalcenia E" x E" — R
T (o X +a,X,, Y)=a.T (X, ¥)+a,T(X,,Y),
T(X, 1Y, +0,,) =T (X, 1)+, T (x, ;).

Dla dowolnych wektorow X i Yy mozemy napisa¢ rownos¢

T(X, Y)=T(xe,Yi€;))=XY;T(€.€;) =Xy,

Dwuliniowos¢ oznacza:

Macierz T taka, ze [T] L jest reprezentacjg tensora w wzgledem wybranej bazy w E" (w

wybranym uktadzie odmeswma).

Wybrane operacje na tensorach:

Dodawanie T :Tl +T2 — T :Tl +T2 — t” :tl:} +t§
Mnozenie przez skalar T=p T = T=0 T — t.. — ,Bt-l-
lloczyn T=0T, =>T=0LT, =t —t ’[

lloczyn skalarny (Frobeniusa) T,:T, —t,Jt,f ( podwojne sumowanle )




Bazowe funkcjonaty liniowe (kowektory) w E3 5> R: €, (e j) = 5, j

Iloczyn tensorowy kowektorow bazowych (kowersorow):

(6 ®e;) (X, y)=¢€(X)e;(y) =6 (XE)e;(Yntn) =
=X Ym€i (€)€;(En) = X YOy Oim = X Y

Mozemy zapisa¢ rownosc

T(X,y)=t%y; =t (e ®e;)(X,y) lub T =1; € ®e;.
Moral: Przestrzen tensorow 2-ego rzedu tworzy 9-wymiarowa przestrzen liniow3.
Tensor symetryczny: T (X,Y) =T (Y, X)

Tensor antysymetryczny (lub sko$nie symetryczny): T (X, Yy)=—T (Y, X)

W dowolnej bazie reprezentacja macierzowa tensora symetrycznego jest macierzg
symetryczng (f; =1;), a antysymetrycznego — macierza antysymetryczng (t; = —t;).




ORTOGONALNE TRANSFORMACJE UKEADU WSPOLRZEDNYCH

Niech €;,€5,€, beda wersorami innej bazy w E’ Ae,
(rysunek). Wersory te mozna przedstawi¢ jako kombinacje o
liniowe wersoroOw bazy pierwotnej (starej).

Niech ef=z,e ., €,=Z;,€ "

Warunek ortonormalnos$ci nowej bazy (primowanej) to:

(1)i =6 =(&{,€7) =2y Zjm (8, €m) = Zy ZjmOym = e,
=Lyl = (ZZ"); =(Z2"Z); |

Wnioskujemy, ze transformacja bazy (ukladu wspotrzednych) zachowuje ortonormalnosé

wtedy i tylko wtedy, gdy definiujaca te transformacje macierz Z spetia warunek Z EevAl ,
czyli jest macierza ortogonalng.

Jasnym jest, ze transformacja zadana przez takg macierz to de facto sztywny obrot.




Kazdy wektor X z E® moze by¢ przedstawiony jako kombinacja wersordw z bazy starej lub
nowej

X = X;€ = X€;.
Wobec tego X=X€ = Xi' Zj; ej = X] Zji €,
CO 0znacza, ze
X =2;X; =(Z");iX; =(Z7); X i X =(2); ;.

OtrzymaliSmy regule transformacji wspolrzednych wektora przy zmianie bazy.

Rozwazmy tensor T ijego reprezentacje wzgledem obu baz — starej i nowej. Mamy

T(X, ) =tXy; =tXy;.
Mamy
TOGY) =X Y =626 X Zg Yin = X Ziglij Zonj Y =
(2T)y
= XI,< (ZT)kJ (ZT)jm Yim = XI,< SZT ZT)ka Yl = XI,< I’<myr’n

(ZTZT),, tm




Z przeprowadzonego rachunku wynika, ze macierz reprezentujaca I wzgledem nowej bazy
wyraza si¢ wzorem

T=2T2"'=2T2z2*"

OtrzymaliSmy w ten sposob regule transformacji reprezentacji macierzowych dla
tensorow kartezjanskich 2-ego rzedu.




TENSORY 2-EGO RZEDU JAKO TRANSFORMACJE LINIOWE £° — F°

Rozwazmy tensor T i dwa dowolne wektory X and y.

" Joan

Zauwazmy, ze wektor W moze byé zapisany jako wynik dziatania pewnej transformacji X , a
mianowicie W="%Y.

Transformacja < - E°>E? jest liniowa 1 moze by¢ zdefiniowana poprzez swoje dziatanie
na wersory bazy

Istotnie, dla kazdego wektora W mamy

Roéwnowaznos$¢ pomiedzy tensorami 2-ego rzedu a odwzorowaniami liniowymi wynika z
nastepujgcych formut

ToHT: TXY)=(X%y) ., T->% Zy=T(e;,Y)e,.




WARTOSCI | WEKTORY WLASNE TENSORA 2-EGO RZEDU. NIEZMIENNIKI TENSORA.

Zagadnienie na wartosci i wektory wlasne:

1-sze sformulowanie: wyznacz A € C i niezerowy wektor W takie, ze SW =AW, lub
2-gie sformulowanie: wyznacz A € C i niezerowy wektor w takie, ze T(X,V)=A (X,V
dla kazdego wektora X z E°

Rownowaznie, mamy

(&Y

—Av;)e; =0 = p;(4)=det(T —11)=0.

Warto$ci wiasne sg pierwiastkami wielomianu charakterystycznego pr(4).

Wazna wlasnos¢:
Wartosci wilasne tensora symetrycznego sg liczbami rzeczywistymi. Ponadto, wektory wiasne
odpowiadajace roznym wartosciom wilasnym takiego tensora sg ortogonalne (prostopadte).

Wielomian charakterystyczny jest niezmiennikiem, tj. nie zalezy od wyboru bazy!

0. (A)=det(T'=A1)=det(ZTZ = A1) =det [Z(T —A1)Z ] =
=det Z-det(T —Al)-detZ ' =det Z-det(T —A1)-(det Z)* =det (T — A1)




W przypadku 3D mamy Py (4) = A3+ Jlﬂ,z —-J,A+J;

ktorego wspolczynniki zwane sg niezmiennikami tensora

J=trT =t; =t +1,+t;;  (“tr” znaczy trace, po polsku $lad ...),

J,=3[(trT)*—trT?]

J,=detT.

Zachodza nastepujace zwigzki pomiedzy niezmiennikami tensora, a jego wartosciami
wlasnymi (wzory Viete’a dla wielomianu 3-ego stopnia)

h=hthtdy  J=Ahthhthh  J3=444




TWIERDZENIE CAYLEYA-HAMILTONA

Kazda kwadratowa macierz A spelnia swdj wlasny wielomian charakterystyczny
PA(A) =det(A—Al) w tym sensie, ze ma miejsce rownos¢ P, (A) =0.

Dowod:

Dla dowolnej macierzy nieosobliwej M mamy M™ =(detM )_1 (cof M)". Zatem
M (cof M) =detM - 1. Niech M = A—Al. Wowcezas B(A) :=[cof (A—A1)]" jest

wielomianem macierzowym stopnia nie wyzszego niz n -1 (n —wymiar A)
B(1)=A""'B,_,+A""'B _,+..+ 1B, + B,
Wobec tego
(A=21)(A"'B,  + A" "B, +..+ 4B, + By )=
=det(A-A1)- 1 =(A"+c, A" +..+cl+Cy) |

Powyzsza réwnos¢ jest spetniona dla kazdej liczby A, zatem wspolczynniki macierzowe po
obu stronach rownosci musza by¢ identyczne.




Z porOwnania wynika, ze

_Bn—l = |

-B,_,+AB, =c | , k=n-1n-2,..,1

AB, =c¢,|
Pomnézmy (z lewej strony) pierwsza rownosé przez A", druga - przez A" i tak dalej,
pozostawiajac bez zmian ostatnig. Nastepnie dodajmy stronami wszystkie otrzymane w ten

sposOb rOwnosci. Zauwazmy, ze po lewej stronie pojawig si¢ pary sktadnikoOw roznigcych si¢
tylko znakiem!

Ostatecznie otrzymamy:
0=A"+c A" +..+CA+c,l = p.(A)
zgodnie z dowodzong formuta.

Dla macierzy o wymiarze rownym 3 mamy w szczegolnosci
T34JT2-3,T+J,1=0.

Relacje te¢ mozna wykorzystac do obliczania macierzy odwrotnej (jak?). Jej prawdziwe
znaczenie polega jednak na tym, ze implikuje ona mozliwo$¢ wyrazenia trzeciej i wyzszych
potegi macierzy A przez |, A and A®.




WAZNA TOZSAMOSC

Dowiedziemy, ze
Dowod:

Zacznijmy od oczywistej tozsamosci

Permutujemy wiersze ......

a nastepnie kolumny .....
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Pot6zmy teraz kK = o I zsumujmy ...

Ok Oy O
Otorezultat |0y Oj5 Oj,| =€ Exp, » CEYIi
O Op O,

Siik Skgy = Oy (5j,85k7/ _5k,85j;/) —5iﬂ (5jk§k;/ — Oy 517) +0;, (5jk5k,3 — Oy 5,‘/;) =
3 3
=0jg0;, —0i30, =0i30;, + 30,50}, +0,50;, = 3050, = 0,30}, = 0j0;,

Cwiczenie: Wykorzystujac powyzsza tozsamos$é udowodnij, ze

ax(bxc)=(a,c)b—(a,b)c




WAZNE OPERATORY ROZNICZKOWE (KARTEZJANSKI UKEAD WSPOLRZEDNYCH)

Gradient pola skalarnego f = f (t, X)

_|of of of |_of |
Vf{axl’axz’axj_axi e, (wektor!)

V - operator ,,nabla”

Dywergencja pola wektorowego W = W (t, X) e,

OW, , OW, , oW, _ oW,

0% OX, OX3  OX;

divw= V-w =

formaln?/
iloczyn skalarny

(skalar 1)




Rotacja pola wektorowego W =W (t, X)e;, (wektor !)

ot Vxw {awg ~ aWZ}el_l_{&Wl B aw:_,,}e2 +{aw2 B awl}e3 _
yxw

formalny 5)(2 @X3 aXS @Xl le GXZ
iloczyn wektorowy
__ oW oW,
=Sik 3y € =S % €,

Gradient pola wektorowego W =W (t, X) e,

OW.
Gradw= Vw =_—l¢ ®e; (tensor 2-ego rzedu !)

formalna J
diada

Dywergencja pola tensorowego T =1; (t, X)€; ®€;

: ot
DivT= V.T =—le

i
formal iloczyn Xj
macierz—wektor

(wektor 1)




Laplasjan pola skalarnego f = f (t, X)

2 2 2 2
AT=V (V) =V =S s S S =
aX:I. axz ax3 5Xkan

Laplasjan pola wektorowego W = W(t, X) =W, (t, X)e,

O°W.
Aw=V -(Vw)=V(V-w)-Vx(Vxw)= Aw, e, = e,
— OX, OX,.
dywergencja Laplasjan
tensora Vw pola skal. w;

UWAGA: tylko w Kkartezjanskim ukladzie wspolrzednych skladowe Laplasjanu pola
wektorowego sa rowne skalarnym Laplasjanom skladowych tego pola!




UZYTECZNE FORMULY RACHUNKU OPERATOROW ROZNICZKOWYCH

1)  Vipy)=yVe+pVy

2) V-(ow)=Vo-w+opV-w

3) Vx(pwW)=VpxW+@Vxw

4)  V-(uxw)=w-(Vxu)—u-(Vxw)

5) Vx(uxw)=Vu-w-Vw-u+V-w)u—(V-u)w
6) V(U-w)=Vu-w+Vw-u+ux(Vxw)+wx(Vxu)
7). V@EUH)=1V(u-u)=Vu-u+ux(Vxu)

8) V-Vop=Vip=Agp

99 VxVep=0 , V- (Vxw)=0

10) Aw=V(V-w)-Vx(Vxw)

Cwiczenie: wykaza¢ prawdziwo$é podanych formut postugujac sie rachunkiem
Indeksowym.




WAZNE TWIERDZENIA CALKOWE

TWIERDZENIE GREENA-GAUSSA-OSTROGRADSKIEGO (GGQ)

Rozwazmy pole wektorowe W =W(X) zdefiniowane w

trojwymiarowym obszarze {2 ograniczonym dostatecznie
regularnym brzegiem 0 €. Wowczas ma miejsce rowno$¢

j(w,n)dszj V-w do

pe dywergencja
GQ wn=vh « polaw

Strumien polaw
przez brzeg

X4

Istnieje ,,dualna” wersja tego twierdzenia, a mianowicie

_[ nxwdS = J'wad_Q

rotacja
polaw

CWICZENIE: wyprowadz dualne twierdzenia GGO z jego formy podstawowej.




TWIERDZENIE STOKESA

I V xw
é; 1o
t

Rozwazmy pole wektorowe W =W(X), zamknietg linie

(petle) vy oraz dowolny (ale dostatecznie regularny) plat
powierzchni S rozpiety (jak banka mydlana) na tej linii.

Wowczas prawdziwa jest rownosé

g‘}(ﬂ,i)/dlzj(wa)-ndS

7 W'TEWZT \S )
) ¥ g P S
i strumien rotacp
cyrkulacja pola w
wzdluz linii y polaw przez S




RACHUNEK W BIEGUNOWYM | CYLINDRYCZNYM UKLADZIE ODNIESIENIA

*T.R Potozenie: X=RC0OS¢@ , Y=RsSIngp , z=

Z
X\ R={X*+y* |, @ =arctan(y/x)

(e, =€,C05p+e, sing
Sy > .
. | Wersory: e, =—€,sing+e, COSg
¢ S .
" \eZ :eZ
Gradientp.s. f : Vi=ffe,+55fe, +5 fe,
Laplasjan p.s. f Af =2 &(R&f +R12%f+;—22f

Dywergencja p.w. U=Ug€, +U e +Ue,: V-U=¢£(RU)+s5U, +5U

Rotacjap. w. U=Ug€; +U € +U.E,:
Vxu=(gz5U, —&U )es +(5Us —xU,)e, +z[z= (Ru,) —% U le,

Laplasjan p.w. U=U.€, +U -, TU,E,:

Au:(AuR—éuR—%aiu Jeg + (AU, +-5 2 U —=U e, +Aueg,

R2 o




RACHUNEK W SFERYCZNYM UKLADZIE ODNIESIENIA

N Potozenie: _ _ _
Z o X=rcosesingd , y=rsingsingd , z=rcosé
, r=yx*+y*+2*, p=arctg (%), 0 =arctg (> 1)
x/
i Wersory:

>y | |8 = e singcosp+e singdsing+e,cosd

S /
!
/
/
/
/
/
/
/
/
.

e, =—€,sinp+e, cosy

. e, =€,C0sdcosp+e cosfsing—e,sind
Gradientp. s. f : Vi=¢fe+:5fe,+555 Te,
Laplasjan p. s. f: Ve f =%[§( )+ 56IN05 1)+ ea 2 f]

Dywergencja p.w. U=U€, +U,€, +UE

V-u=%§(r u.)+—=-[5(u, S|n6?)+a¢u(p]




Rotacja pw. U=Ue€ +U,€E, +U¢E :

Vxu=

[aa (U SII’]@)—— e)e + = u, (ru )]e +1[8r (rue) U ]e

rsm@ sm@ 8(p

Laplasjan p.w. U=U.€, +U,.€e, + u,e,:
_ 2 2 2 0 i 2 0
Au=[VU, —5U, — 2= 5 (U,SIN0) — - U, le, +
2 1 2c0s0 0
VU + 535 Ur — iz Yo — 75t g U )80

2 2 0 2c0s0 0 __1
-I—(V u, + r’sing 09 u, + r’sin’g 0¢ Uy rzsinzeu(ﬂ)e@




