e
. L - . eias . . .

TOSEIANY (@R Alo,, —Amz,, —Anz,. Odpowiednim réwnaniem rownowagi czworoéciann
jest

A — = e —
X —Alo, — Amz,, — Anv,, =0
ten sam spos6b otrzymam s i i
OZDS -, s & NS -+ = 2 - .
% y Yy p tale dwa réwnania rownowagl, rzutujac silty na kierunlki

osi y i z. Po skréceniu przez A, mozemy zapisaé réwnania réwnowagi czworodcianu naste-
pujaco:

X=ol+r,m+1,0n
Y=z l+om+z,n [112]
Z=vl+7,m+on

W ten sposéb skladowe naprezenia dzialajace na plaszezyzne wyznaczona cosinusami kierun-

kowymi I, m, n nfloga byé latwo obliczone z réwnan [112], o ile tylko znamy szedé skla-
dowych naprezenia o,, 0, 0, 7,, Ty Ty W punkcie O.

' 68. Naprezenia gléwne. Rozwazmy obecnie skladowa normalna naprezenia o,, dzia-
tajacego na plaszezyzne BCD (rys. 132). Stosujac oznaczenia [a] na cosinusy kierunkowe
znajdziemy ,

0, =XI+Ym+ Zn

lub, podstawiajac wartoéei X, ¥, Z z réwnania [112],
0, =0l + o,m®+ o,n2+ 2z,;mn + 27, In + 2z, Im [113]

Zmiennoéé o, wraz z ki i j ; : i

; g l'clerunk.lem normalnej IV moze byé przedstawiona geometrycznie w spo-
o nastepujacy. Wezmy w kierunku N wektor o dhugodei r, odwrotnie proporcjonalnej do
pierwiastka lkwadratowego z wartodci bezwzglednej naprezenia, to znaczy

k
Vil (b]

gdzie k jest czynnikiem statym. Wspéhzednymi koticéw tego wektora beda

=

x=lry y=mr; z=nr
Podstawiajac z [b] [c]
- k2
Oy = & ? [d]

oraz wartosci I, m, n z [c] 1 réwnania [113] otrzymamy?T)
i
£h?=0x% 10,y +-0,22+ 27, vz + 21 2% +27, %y [114]

3dy Plaszczyzna BCD obraca sie wokél punkiu O, koniec wektora r zawsze lezy na powierzchni
rll:lglfego stopmia wyrazone] réwnaniem [114]. Powierzchnia ta jest zdefiniowana w zu-
peinosci przez napregenia w punkceie O i, jezeli kierunki osi ukiadu wspéhzednych «, v, z
. - . - . . . - . . . el
zrm‘emf; sig, powierzchnia ta pozostanie niezmieniona; zmianie ulegna jedynie skladowe na-
PIGZENIA Oy, Oy Ops Typs Tpys Ty 1 €O 78 tym idzie, wspblezynniki réwnania [114].
mzci) \;({ Em[;namaczh.[lc{l] i [114] glzy]mu]em}'r znak plus lub minus w zaleznodci od tego czy oy jest naprezeniem
o Qgti:e}}; » czy dcis a]@gr-n. ! dy m:szys_tkle trzy naprezenia gléwne maja ten sam znak, tylko jeden ze znakéw
jest p ny, a powierzchnia jest elipsoida. Gdy naprezenia gléwne sa réznych znakéw, musimy uwzglednié

oba znaki, a réwnanie [114] z uwzglednieni 6 i hi
ba znaki, gdnieniem obu znakéw przedst: hi i i hiper
loide jednopowlokowa o wspéluynt{ stozku usymptotycznytrf). P SRR Smantaben. g
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Jak dobrze wiemy, w przypadku powierzchni drugiego stopnia (réwnanie [114]) mozemy
gawsze znalezé takie kierunki osi %, ¥, z, 7¢ skladniki réwnania, zawierajace iloczyny mie-
szane wspohzednych, znikna, Oznacza to, ze zawsze mozemy znalezé trzy wzajemnie prosto-
padle plaszczyzny, dla ktérych 7, 7, 7,, znikaja, a wiec wypadkowe naprezenia s prosto-
padle do plaszezyzn, na kiére dzialaja. Nazywamy je napreeniami gldwnymi w punkcie,
ich kierunki osiami gldwnymi, a plaszczyzny, na ktére dzialaja, plaszezyznami gléwnymi.
Zauwazmy, Ze naprezenie w punkcie jest zdefiniowane w zupelnoéel, jezeli sg znane kierunki
osi glownych i wielkosci trzech gldwnych naprezen.

69. Elipsoida naprezen i kierunkowa powierzchnia naprezen. Jezeli osie
ukladu wepohrzednych x, y, 2 pokrywaja sig z kierunkami osi gldwnych, to obliczenie napre-
zent dziatajacych w plaszezyinie nachylonej nie przedstawia trudnoéci. W tym przypadku
naprezenia styczne T, T, Ty, 53 réwne zeru i réwnanie [112] przyjmie postaé

X=0Jl; Y=om; Z=on [115]

Wyznaczajac wartoéci [, m, n 2 powyzszych réwnan i nastepnie wstawiajac je do zaleznosei
12 Ltm2-+n?=1, znajdziemy

X2 Yz ZE
ot =] [116]

Oznacza to, ze dla kaidej nachylonej plaszczyzny przechodzacej przez punkt O naprezenie
jest przedstawione wektorem o poczatku w O i skladowych X, Y, Z, a konice takich wektoréw
leza na powierzchni elipsoidy danej réwnaniem [116)]. Elipsoida ta jest zwana elipsoidq
naprezen. Jej pélosie przedstawiaja napreZenia glowne w punkcie. Dochodzimy stad do
whiosku, ze najwigkszym naprezeniem w punkcie jest najwieksze z trzech naprezen gléwnych
w tymze punkcie.

Jezeli dwa spoéréd trzech naprezen gléwnych sa co do wielkodci sobie réwne, elipsoida
staje sie elipsoida obrotowa. J ezeli te réwne naprezenia sa tego samego znaku, to wypadkowe
naprezenia dzialajgce na plaszezyzny, przechodzace przez o$ symetrii elipsoidy; beda réwne
i prostopadie do plaszezyzn, na ktére dzialaja. W tym przypadku naprezenia dzialajace na
dowolne dwie plaszczyzny prostopadle i przechodzace przez t¢ o6 moga byé przyjete za na-
prezenia gtéwne. Jezeli wszystkie trzy naprezenia gléwne sa sobie réwne i jednego znaku,
elipsoida naprezen staje sie kula i dowolne trzy prostopadle kierunki moga byé przyjete
jako osie glowne. Jezeli jedno z naprezenn gléwnych jest réwne zeru, elipsoida naprezen
upraszeza sie do elipsy, a wektory przedstawiajace naprezenia, dziatajace na wszystkie plasz-
czyzny przechodzace przez punkt, leza w jednej plaszezyznie. Stan ten jest nazywany plaskim
stanem naprezenia i byl juz rozpatrzony w poprzednich paragrafach. 0 ile dwa naprezenia
gléwne sa réwne zeru, mamy do czynienia z przypadlkiem prostego rozciggania lub 4ciskania.

Kazdy z promieni-weltoréw elipsoidy naprezen przedstawia w pewnej skali naprezenie dzialajace na plasz-
czyzne przechodzaca przez érodek elipsoidy. W celu znalezienia tej plaszezyzny wykorzystamy lacznie z elipsoida
naprezen [116] kierunkowa powierzchnie naprezen zdefiniowang réwnaniem

2 2 2 '
g .. 2a w7
Ox Ty Oz

Naprezenie przedstawione promieniem-wektorem elipsoidy naprezen dziala na plaszezyzne réwnolegla do
phlaszezyzny, stycznej do kierunkowej powierzchni naprezefn w punkeie jej przeciecia z promieniem-wektorem.
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Mozemy to udowodnié w nastepujacy sposéb. Réwnanie

plaszezyzny styeznej do kierunkowej powierzchni na
prezef [117] w dowolnym punkeie %p» ¥gs %, Ma postaé

o I By

a
Ox ay O fa]

Oznaczajac przez & odlegloss prostopadlej od poczatk

u ukfadu wspéhrzednych do powyiszej pl
oraz przez [, m, n cosinusy kievunkowe tej prostopadt

e}, moZemy napisaé réwnanie plaszezyzny
Ix +my - nz=h [b]
Poréwnujac [a] i [b], otrzymamy
N Yol z5h
. o= =0 or= 1 [e]
! m n

Podstawiajac wartosei powyzsze do réwnania [115], znajdziemy

Oy =

X=xh; Y= Yoy Z= 2yl

to znaczy, Ze skladowe naprezenia dzialajgcego na plaszezyzne o cosinusach Kierunkowy,
nalne do wspélrzednych X Yo Zo- Wynika stad, ze wektor przedstawiajacy naprezenia
T Vo % Zgodnie z zalozeniem?).

ch , m, n sq Proporcjo-
przechodzi przez punkt

70. Wyznaczenie naprezen glownych., Jezeli znamy skladowe naprezenia dla trzech
plaszezyzn ukladu wspbirzednych, mozemy wyznaczyé kierunki i wielkosci naprezen gléw-
nych, wykorzystujac whasnosé, ze naprezenia gléwne sa prostop
dzialaja. Niech 7, m, n beda cosinusami kierunkow
naprezenia gléwnego dzialajacego na te plaszez
naprezenia

adle do plaszezyzn, na ktgre
ymi plaszezyzny gléwnej, a S wielkoécig
yzne. Wiedy otrzymujemy skladowe tego
X=8l; Y=8Sm; Z=25n

Podstawiajac do réwnania [112], dostajemy
(S—o,)l— Tyt — Ty =0
~ Tyl +(S—a)m— Tt =0 [a]
— Tl —g, m+ (S - o)n=20

Mamy wiec tray jednorodne réwnania liniowe na I, m,
mial rozwigzanie réine od zera jedynie wtedy,
czajac wyznacznik i przyréwnujac go do zera,
stopnia wzgledem S

n. Powyzszy uklad réwnad bedzie
gdy jego wyznacznik bedzie réwny zeru. Obli-
otrzymujemy naslepujace réwnanie trzeciego

8 (e 1 2 i 2 _ o 2)g .
S%~(o,+ 0,+0) S2+ (0,0,+0,0,+0,0,— 7, T — 7,98
— j % 2 _ 2 _ 2) _
(00,0, + 27,7, Ty — TaTye — OyTye” — 07,2 =0 [118]
Trzy pierwiastki tego réwnania dadza nam wartosci trzech na
kazde z tych naprezen do réwnania [a] oraz stosujac zwigzel /
trzy grupy cosinuséw kierunkowych

prezeri gléwnych, P odstawiajac
Btm24ni=1, mozemy znalezé
dla trzech plaszezyzn gléwnych.

Zauwaimy, 7e réwnanie [118] okreflajace naprezenia glowne musi byé niezalesne od kierunkéw

tzgdnych x, y, z; wynika stad, e czynniki w nawiasach te

0si wspol-
20 réwnania musza pozostaé stale przy zmianie tych kie-

1) Inny sposéb przedstawienia naprezen w punkeie za pomoca kél, zostal rozwiniety przez O. Mohra: » Tech-
nische Mechanik®, 2 wyd, str, 192, 1914. Patrz réwnies A, Foppli L. Fippl: »Drang und Zwang", tom 1, str. 9,

oraz H. M. Westergaard: ,,7. angew. Math. Mech.“, tom 4, str. 520, 1924. Kola Mohra zostaly zastosowane przy
omawianiu zagadnien dwuwymiarowych (patrz par. 9).
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aszczyzny stycznej
stycznej w postaci

runkéw. Stad, wspélczynniki réwnania [118]

(a) O+ ay"‘ a;

2 2__ 5 2
(b) GxCl'J,—I' Uyﬁz e 3 G'xO'z == Txy Tyz Taz
2 __ & 2
(90,00, + 27, 7, — 0,7,  — 0T 2 —a,,

- - . — s e FE : sk 3
ie zmieniajg sie przy zmianie kierunku osi wspéhrzednych, Qznacza to, ze suma O, 0y10, trzech skladowych
nie 7 9 81§ ; . ooy sl S
Inych naprezenia w punkeie w trzech prostopadlych kierunkach jest stala 1 réwna sumie gléwnych naprezen
normalny a

w tym punkcie.

71. Wyznaczenie maksymalnych naprezen stycznych. Przypuiémy, ze «, ¥y 2
siami glownymi tak, Ze o, a,, 0, 3 naprezeniami gtéwnymi i ze [, m, n sa cosinusami
sg O ) £ : . i - ; i
kierunkowymi danej plaszezyzny. Wtedy, z réwnania [115] otrzymujemy kwadrat calkowi
kier 3 oy
tego naprezenia drzialajacego na tej plaszezyznie
2,2
SP=X2} Y3 72 =g 22 o,’m*+c,*n
Kwadrat skladowej normalnej naprezenia dzialajacego na te sama plaszezyzne, z réwnania
[113], ma postac 1
2 g 12 gand 22 2
0, = (0,2 + o,m®+ o,n?) [a]
Wtedy kwadrat naprezen stycznych, dzialajacych na t¢ sama plaszezyzne, musi byé réwny
2 2 2 212 b
12=25%—0,2 =02+ 6,2m?+ 0,22 — (0,2 + om® + o,n%) [b]
Obecnie z powyZszego rdwnania wve]imjlmjemj)r jeden z cosinuséw klerunkowych, np. n
korzystajac z zaleznosci
Bt+m2+n2=1
. P
i nastepnie wyznaczymy [ i m tak, aby 7 bylo maksimum. Po podstawieniu b I1 2—m
do wyrazenia [b], obliczeniu pochodnyeh wzgledem [ i m oraz przyréwnaniu ich do Aell';l,
otrzymamy nast¢pujace réwnania, ktére wyznaczaja cosinusy kierunkowe plaszezyzn, dla
ktérych 7 osiaga maksimum lub minimum

[(o,— c )3+ (o'yw— o) m?—4%(0,—0)] =

0
. 1 "
m[(o,— o )I*+ (o,— o )m?® — i(o'y— a)]=0 [c]
Jedno rozwiazanie otrzymamy przyjmujac I=m=0. Mozemy réwniez otrzymad 1‘ozqualr/1?
rézne od zera. Biorac na przyklad [=0, znajdujemy z drugiego rownania [e], ze m= 4+ V1;
. . P R frvkes, olforttsnale
biorge za$ m=0, otrzymujemy z pierwszego réwnania [c], ze I= + Vi, Ogélnie, 1c?wna-1 a [c]
0 ¢ jak i vaz w la-
nie posiadaja rozwiazan, dla ktérych zaréwno [ jak i m bylyby rézne od zera, poniewaz
kim przypadku oba wyraZenia w nawiasach nie moga znikaé. w
R . : ' -
Powtarzajac powyzsze obliczenia i eliminujac z réwnania [b] m a nastepnie L otlzyrln !
i inuséw ki 61 s cal-
jemy ostatecznie nastepujaca tablice cosinuséw kierunkowych, dla ktérych 7 osiaga mak
mum lub minimum.

COSINUSY KIERUNKOWE DLA PEASZCZYZN 7max I min

- 0 0 +1 o | V3 | 43
o 0 11 0 +V3 0 +/%
Gl 0 o | £ | 213 ¢




Pierwsze trzy kolumny dajg nam kierunki plaszezyzn ukladu ws
Y Jd )

jak to prayjeto pierwotnie, z plaszezyzmami gléwnymi. DI
styczne jest réwne zeru, tun. wyrazenie |b]
nam cosinusy kierunkowe pl

pétrzednych pokrywajace
a tych plaszezyzn naprezenie
osiagga minimum. Trzy pozostale kolumny daja
aszezyzn przechodzacych przez jedna z trzech osi gléwnych
i polowigcych kat pomiedzy pozostalymi osiami gtéwnymi. Podstawiajac cosinusy kierunkowe
tych trzech plaszczyzn do wyrasenia [b], znajdziemy nastepujace wartoéei naprezen stycznych
w tych trzech plaszezyznach .

sie,

T=£30,-0); v=%}(0,-0) T=+}(5-a) [119]

Stad wynika, ze maksymalne naprezenia styezne dzial
pomigdzy najwigkszym i najmniej
towie réinicy pomiedzy tymi n

aja w plaszezyznach polowigcych kat

szym naprezeniem gldwnym, a wartosé ich jest réwna po-
aprezeniami gléwnymi.

Jezeli osie =, ¥, z (rys. 132) praedstawiajg kierunki naprezen gléwnych i jezeli OB= 00—

0D, tak ze normalna
do pochylej $ciany czworoécianu posiada cosinusy

kierunkowe I=m=n=1/V3, to wiedy n

aprezenie normalne
na tej fcianie mozemy obliczyé z réwnania [a] Tub [113]

%= }o,+ 0, + ) [d]
Jest to tak zwane ,maprezenie érednic, Napregenia styczne sq dane réwnaniem [b]

B 2 __ 520 21 ! £ 2
Ti=1(a, 0"+ 0% —Yo, +0,+ 0
Mozemy wyrazenie to réwnies zapisaé
2 2 2
) T= %[(Ux == Uy)g = (g‘y == Uz) b b (az i Gx) ]
lub wykorzystujac [d]

g 2 2 2
e %[(Ux . Un) 50 ({T_y i C'-n) EE (65 = Uu) ]
Powyzsze naprezenie styczne nosi nazwe
daiala, jest jedna ze Scian ofmioSciany
mamy do czynienia bardzo czesto w

slaprezenia stycznego o3mioéciennego®, poniewaz §ciana, na ktéra
umiarowego, ktérego wierzeholki znajdujg sig na osiach, Z pojeciem tym
teorii plastycznodei.

72, Odksztalcenie jednorodne. Bedziemy rogpatrywaé jedynie male odksztalcenia,
tj. takie, jakie wystepuja w konstrukej

ach inzynierskich. Male przemieszczenia punktéw
materialnych ciata odksztale

alnego rozklada sie zwykle na skladowe u, v, w réwnolegle od-
. powiednio do osi wspéhrzednych «, v, z. Bedziemy przyjmowaé, ze skladowe

o = = F ... e . : .
7747 te sa bardzo malymi wielkodciami i s zmieniaja sie w sposéh ci
i H . - .

objetodci ciala.

agly na calej
|

: Rozwazmy na prayklad osiowe rozcigganie pryzmatycznego pret
: cowanego na gérnym koricu (rys. 133)
: dnym preta w kierunku osi
!

|

|

Wtedy skladowe przemie
17

a, zamo-
. Niech & bedzie wydluzeniem wzgle-
%, a ve wzglednym zweseniem poprzecznym.
szezenia punktu o wspblrzednych =, y, zréwnaja sie

U = Ex; UV=—72&y; W=—ypez

Oznaczajac przez 'y y', 2" wspéhzedne punktu po odksztalceniu, mamy

x FV=2tu=x(l+6; y'=y+v=y(l—);
Rys. 133 ,
F=z+w=2z(1— e [a]
Jezeli rozpaltrzymy w precie plaszezyzne, ktéra przed odksztalceniem byla przedstawiona
réwnaniem
ax+ by ez4d =0 [b]
202

W——

to punkty te] plaszezyzny po odksztatceniu beda .le..ialy 1'6w:11'162 w jcﬁnej p:jfzfim?lz Zfioéx:
ie tej nowe] plaszezyzny otrzymamy, podstaw"lﬂjflf? [10. réwnania [b] wa,r SCL %, ¥ it

113111.3 J W ten sposéb mozemy latwo udowodnié, ze plaszezyzny réwnolegle pozostaja

11:rm.151 [a]l-r i t;) olcfksztalccniu oraz réwnolegle linie pozostaja réwniez 1‘6\\q1jo].egiymi.

row:l[m.lelgi :I;rizie rozpatrzymy powierzchnie kuli, ktéra przed odksztalceniem jest przedsta-
eze = Apatrzym,

wiona réwnaniem

:_\;2 __5_ 3’2 + 22 = ]'2 [C]

dksztaleeniu powyzsza kula hedzie elipsoida, kL(’JreJ rownanie zna]dmemy, wstawlajac
o po odkszlaice POW ) ‘ - - )
ia | ryrazeni ax, v,z rownamia |a. otad mamy
do réwnania [{,] wyrazenia na x, y, £ z 1o [] )

re 39 ~'2

% 2 y'2 W . 1
Bl+e)?® T 1 —we)? | 21— ve)? 1 [d]
W ten sposob kula o promieniu r przeksztalea sig w elipsoide o pélosiach r(1+¢), r(1—we),

—2E). B
i \X;Vt)lluienie osiowe 1 zweZenie poprzeczne 1‘ozpﬂtr?0ne pOW}'?ZGj prz]edsc’{aww]a irlqkf f:‘::a
gc’)lny'przypadek odksztalcenia ogolniejszego ]'odza]u,l w ktérym skladowe odkszta
u, v, w sa liniowymi funkcjami wspéh'zednychl. Postepujac z
jak powyZej, mozemy udow()(-]nié, ze ten rodzaj odk.s"z.talce-
nia posiada wlasnosci znalezione dla przypadku osiowego
rozciagania, Plaszezyzny i linie ])l‘OStB- przed od.kszta%ce-
niem pozostaja plaszczyzmami i liniaum‘ prostymi po On’:{-
ksztatceniu. Réwnolegle plaszezyzny 1 proste pozosta_]al
rownoleglymi po odksztalceniu, Kula po odksztaleeniu

bedzie elipsoida. Odksztatcenie tego rodzaju zwane jest od-

jem ] L Pokazemy ponizej, ze w tym
ksatalceniem jednorodnym. . o - , -
przypadlu odksztalcenie w dowolnym zadanym kierunku bedzie jednakowe dla wszystkich

Rys. 134

punktéw odksztatcanego ciala. Dwa elementy takiego ciala geometl‘ycm{le podobne i po-
dobnie zorientowane pozostang geometrycznic podobne po Odksztaicel?m. o

W ogdlniejszych przypadkach odksztalcenie zmienia s.iq w _obszaé'lze ;13{& Pl’ug“ig;l]z;;t:
np. helki, wydluzenia i skrécenia wlékien podluznych zaleza O‘d 1ch‘ o e% obc-llooco (Il)le el
ohojetnej; odksztalcenia postaciowe w skre_canyml wa]fa Gc} plc‘)p;nc]ona nle; 5 ugu o
jego osi. W podobnych przypadkach odksztalcenia niejednorodnego nalezy rozpatrzyé od
ksztalcenia w poblizn badanego punktu. - . "

73. Wyznaczenie odksztalcen w punkecie. Badaj'fgc_ ()‘(lkls?ta}(:t:?]gz) \-\;ﬂ poém}z?
punktu O odksztalcanego ciala (rys. 134), rozwazmy maly l-uuowy element ] 1 0 dlugos Osié
o cosinusach kierunkowych [, m, n. Otrzymujemy nastepujace rzuty tego elementu na
uldadu wspoéltrzednych

dx=rl; dy=rm; dz=rn [a]

; g sl % ddadu wspéhzednych
Rzuty te odpowiadaja wspohrzednym punktu O; wagledem osi x, y, z ukladu wspéhrze dy’
i i przemieszezeni ; czas
o poczatlku w punkeie O. Jezeli u, v, w sa sktadowymi przemieszczenia punktu 0 po i
- ia ci 7 przemieszczenia bliskiego punktu O; moga byé przedstawione
odksztatcania ciala, wiedy przemieszczenia b 20 P

o
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W nastepujacy sposéh:

B Ié’z.ﬂ e L Ju Au
Rt o Fm dy + o oz
v A v
= gpteae— Ol 3 — z
Uy = - Faye 0% Ty dy -+ Oz “)J
dw dw dw
Wy =wt = S+ o dy+ —2 oz
, =vet o 0x Jy dy + 9. 0z

.Pl-zyquis'my tutaj, ze wielkosci dw, dy, 8z s male, i dlatego wyrazy zawieraj
1 iloczyny tych wielkodei moga byé w [b]

Po odksztalceniu wspéhrzedne punkiu O, wyraza sie nastepujacos:

du Au Ju

O0x 41, — gy — ox 4+ — Sx — if¥iF L —d=
1 u VT o ox T 9) (5) i 9z Oz
(:‘)’U (9’[} 91}
Oy+v —p—§pt o Sy 2% s OV o i
Yo —v=4dy+ 5, 0x+ 2 dy+ 5, 0z []
Jw Jw Ju
Ot —gp=fadt 2% 500 ol S
0 —w = dz+ e Ox + 3y oy + 3. 8z

Zauwazmy, e powyzsze wspéhrzedne sa liniowymi funkcjami
Ox, dy, 6z; stad odksaztalcenie bardzo m
jako jednorodne (par. 72).
Rozpatrzmy wydluzenie liniowego elementu 7,
cenia. Kwadrat dhugosci tego elementu po odkszt

wspétrzednych [c]. Stad, jezeli & jest wydluzenier

alego elementu ciala w punkeie 0 mozemy rozwazad

powstate na skutel powyzszego odksztal-
alceniu jest r6wny sumie kwadratéw jego
n wzglednym elementu, olrzymamy

(r-terft= (6.v+ %&wr 5;% dy + 3:—55)2+(é_)'+ % dx 4 % dy + —i—) riz)2+
-‘:(53: —2%5 . é;—;o dy - i;,;i) é::)z
lub dzielgc przez r2 i wykorzystujac réwnania [a]
(14 g)2 :[l (lvl— g:—) + m—g}-% ni:—r—l— [Igi +m (1 4 %) + ng§]3+
+[lg—j+m%?+n(l—!—-g§)]2 [d]

Uwzgledniajae, Ze & i pochodne du/dx ..

i - Jw[dz sa malymi wielkodciami, ktérych kwadraty
i iloczyny

ny mozemy pomingé, oraz biorac pod uwage, e 121 m2 +n?=1, otrzymamy [d]
W nastepujace] postaci

_ o du v Jw Jdu 3 )
8= lagﬂ:— + m? 3 + n? o Im (-{% -+ 5?) + In (3%? %)—i—

dx
4y Q’U i Jw
nn 7.7 5;_ [120]
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dce wyisze potegi
pominiete jako wielkodei male wyzszego 1zedu

poczatkowych wspéhzednych

Ju

Stad mozemy wyznaczy¢ wydluzenie elementu r, o ile tylko beda znane wyrazenia <% A
X
Ap . . ¢
9_15 I 28 ,--. Olosujac nastepujace oznaczenia
,:'-)-_V dx
du dv Sw
£ — = g, = g
dx - Q}, ¥ oz Z
[e]
du v du  dw Jv L dw
QTT % Vays Dz o 91 = Vizs 9z QJ’ = Yz
réwnanie [120] mozemy przedstawié w postaci
o T8 . 2 5
e=¢l?+em?+en?+y Im+y Inty, mn [121]

Sens fizykalny wielkodei ¢, ..., y,, zostal juz oméwiony (por. par. 5) i pokazaliémy tam, se
£y & &, 52 wydiuzeniami wzglednymi w kierunkach osi ,y, z, a y,,, y,., ¥y 52 katami od-
ksztalcenia postaciowego w tych samych kierunkach. Widzimy obecnie, 7e wydluzenie do-
wolnego elementu liniowego przechodzacego przez punkt O, moze byé obliczone z réwnania
[121], o ile tylko znamy szesé skladowych stanu odksztatcenia.

W szezegélnym przypadku odksaztatcenia jednorodnego, sktadowe przemieszezenia u, v, w
sq liniowymi funkecjami wspéhrzednych i, zgodnie ze zwigzkami [e], skladowe odksztalcenia
sq stale w calej objetosci ciala, tzn. w tym przypadku kaidy element ciala podlega takieru
samemu odksztateeniu. '

Przy badaniu odksztaleenia w poblizu punktu O czasami jest konieczna znajomoéé zagadnienia, jak zmienia
sig kat pomigdzy dwoma linfowymi elementami praechodzacymi przez ten punkt. Stosujac réwnania [¢] i [a],
oraz przyjmujae, ze & jest mala wielkoScia, otrzymamy cosinusy kierunkowe, okreélajace polozenie elementu r
(rys. 134) po odksztalceniu

0x + uy, —u 9”) Ju Ju
A e | .| (O R
Yol+e ( P E—m@:!’+naz
Oy + v —v v ( oo I
B Nk Rl P, i 1— =l
" r(l+ o) o i ey T ]
dz 4wy — w dw Jw @w)
=—=/l—+ m— 11— AL
T R S P S »

Biorge inny element r’, przechodzaey przez ten sam punkt, o cosinusach kierunkowych I, m’, n/, otrzymamy
wielkodei tych cosinuséw po odksztalcenin z wyrazenn analogicznych do [f]. Stad cosinus kata pomiedzy dwoma
elementami po odksztalceniu ma postaé

cos (rr') = Ly’ +mymy "+ nyny’

Zakladajac, ze wydluzenia e i & w tych dwéch kierunkach sq wielkoéciami malymi i wykorzystujac réwnanie [f],
znajdziemy )

cos (') = (i + mm’ + nn') (1 —e — &) + 2 (e JI' + eymm’ + ean') -y, (mn’ + m'n) 4y, (nl’ + n'l) +
+ Yy (Im" + U'm) [122]
Jezeli kierunki elementéw r i r’ sa wzajemnie prostopadle, to
W4 mm'+nn" =0

i réwnanie [122] da nam kat odksztalcenia postaciowego pomiedzy tymi kierunkami.




74. Gléwne osie odkszialeenia. 7 réwnania [121] mozemy otrzymadé geomelryczng
interpretacje zmiany odksztatcenia w punkcie. W tym celu odlézruy w kierunku kazdego
z liniowych elementéw, takich jak r (rys. 134), promieni wodzacy o dlugoéei

R= [a]

Nastcpnie, postepujac tak jak to zostalo wyjaénione w par. 68, mozemy pokazaé, ze kotice
tych promieni leza na powierzehni danej réwnaniem

Tk =ealt eyt o4 Yoed 2+ Yozt y, xy [123]

Ksztalt i polozenie tej powierzchni sa okreglone w zupelnodci przez stan odksatalcenia w pun-
kcie 1 nie zaleza od kierunkéw osi wspétrzednych. Zawsze mozemy przyjaé takie lierunki
ortogonalnych wspéhzednych, ze wyrazy z iloczynami wspolrzednych w réwnaniu [123]
znikna, tzn. ze odksztalcenia postaciowe dla takich kierunkéw beda réwne zeru. Kierunki
te nazywaja si¢ osiami gléwnymi odksztalcenia, odpowiednie Plaszezyzny plaszezyznami
gltéwnymi odksztalcenia, oraz odpowiednie odksztalcenia odksztalceniami gldwnymi.
Z powyzszych rozwazai wynika, ze osie gtéwnych odksztalcen pozostana wzajemnie prosto-
padle po odksztatceniu, a prostopadioscian o podstawie prostokatnej i écianach réwnoleglych
do plaszezyzn gléwnych pozostanie po odksztalceniu réwniez prostopadioécianem o podsta-
wie prostokatnej. W przypadku ogélnym dozna on matego obrotu,

Jezeli osie x,y i z sa odksztalceniami gléwnymi, to réwnanie [123] przyjmie postaé

+ 5% = e 5%+ gy2 + g 22

W tym przypadku wydluzenie dowolnego elementu liniowego o cosinusach kierunkowych
l, m, n, zgodnie z réwnaniem [121], bedzie réwne

& =g+ gm?+ gn? [124]

a kat odksztalcenia postaciowego, odpowiadajacy dwém prostopadlym kierunkom r i 7,
zgodnie z réwnaniem [122], réwna sie

Vo =2(e V' +emm’ +enn’) [125]

Stad mozemy zauwazyé, ze odksztalcenie w punkeie jest wyznaczone w zupelnoscl, jezeli
znamy kierunki osi gléwnych odksztatcenia oraz wielkosci gléwnych wydtuzend. Osie gléwne
odksztalcenia i wydluzenia gléwne mozemy wyznaczy¢ w ten sam sposéb, jak wyjagniono
w par. 70. Mozemy réwniez pokazaé, se suma &,+&, 1€, pozostaje stala przy obrocie ukladu
wspélrzednych. Suma ta ma, jale wiadomo, proste fizykalne znaczenie, mianowicie przedsta-
wia whadciwe rozszerzenie objetofciowe na skutek odksztalcen w punkcie.

75. Obrét. W przypadku ogblnym przy odksztalcaniu ciata dowolny jego element
zmienia ksztalt, przesuwa sig i obraca. Na skutek odksztalcenia postaciowego brzegi nie obra-
caja sie o réwne wielkodei i musimy rozwazyé, jak moze byé sprecyzowany obrét calego
elementu. Kaidy prostokatny element mose byé sprowadzony do swojej koricowe] postaci,
polozenia i orientacji w nastepujaeych trzech etapach, poczynajac od elementu ciala nieod-
ksztalconego:

1. Element zostaje poddany odksztalceniom o €y € Vigr Vyr Vay OTaZ zoTientowany
tak, ze kierunki gléwnych odksztalcer nio zostaly obrécone.
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2. Element zostaje przesunicty tak, Ze jego-érodek zaj.mie. kOl’lC.(leC polozenie.

3. Element zostaje obrécony az do przyjecia koricowej n’rwntac]l. s - ‘

Obrét w etapie 3 jest oczywideie obrotem kieru.nkc’)jv gl(‘)\.vnego odksztalc.ema 1 przeto
‘ast niezalezny od wyboru osi x, y, z. Obrét ten musi byé mozliwy do wykonania, gdy sa za-

]d e przemieszezenia u, v, w, lecz z drugiej strony jest oczywiécie niezalesny od skladowych
an G

odksztatcenia. o . ; . L .
Poniewaz przesulliQCie elementu nie nteresuje nas tutaj, mozemy rozpatrywac przemiesz-
e 0, tak jak w par. 73 i rys. 134 wzgledem punktu O, bedacego érodkiem ele-

czenl ; E . §

mentu. To przemieszezenie wzgledne dane jest zwigzkami [b] par. 73

du du . du
Uy — W = 9:‘” CSJJ-[' ?)_ 6_)"T I é.g
dv v o
) =— fx+ — dy | d ;
v -V = ox+ oy dy - 5 0% [a]
dw  dw o dw
Wy = Oz - By dy + 25 oz

Woprowadzajac oznaczenia [e] par. 73 na skladowe odksztalcenia oraz stosujac oznaczenia

nastepujace?)

1 (3w v ool (fu w) ](Qi'_ai): 126

mozemy zapisa¢ réwnania [a] w postaci
y —u=¢g0x+y,0r+ 3y, 0z —w, 0y +w,dz
v —v=3y,0x5+¢ 0y + 4y, 0z —w, 024w, 0 [b]
wy — w = }y,, 05+ 3y, Oy + & 0z —w, dx+w, by

wyrazajacej przemieszczenie wzgledne w dwéch czedciach, z kiérych jedna zalezy tylko od
sktadowych odksztalcenia, a druga — od wiclkodel w,, Wy, @, .

Obecnie mozemy pokazaé, ze w,, ,, w, sa w rzeczywistosci skladowymi Obl:OtLl 3 Roz-
wazmy powierzchnie dana réwnaniem [123]. Kwadrat promienia w dowolnym kleru.nku jest
odwrotnie proporcjonalny do wydluzenia wzglednego liniowego elementu w tym kierunku.
Réwnanie [123] posiada postaé nastepujaca:

F(x, y, z) = const [c]

Jezeli rozpatrzymy sasiedni punkt x +dx, ¥ +dy, z +dz na powierzchni, otrzymujemy zwiazek
W postaci
aF JF of

= —dz =10 [d]
dx i+ dy+ oz d

£
Przesuniecie dx, dy, dz wzieto w kierunku, w ktérvm cosinusy kierunkowe sa proporcjm.laln(?
do dx, dy, dz. Trzy wielkoéci dF[dx, dF|dy, &F|dz réwniez okredlaja kierunek, poniewaz

v idzi ; i j razeni brotami w kierunku obrotu wska-
1) Z rys. 6 widzimy, Ze Jv/@x1 —du/dy, Wystepujace W Wyrazenin na s, 4 o ' yie e
zowek zegara liniowych elementéw 0 47, 0" B’ z ich poczatkowych pollozen 04, OB. W ten spos6b w; jest §
nia tych obrotéw, awx, wy maja podobne znaczenia w plaszezyznach yz i xz.




T
!

mozemy przyjaé cosinusy kierunkowe proporcjonalne do nich. A wigc lewa strona réwnania
[d] jest proporcjonalna do cosinusa kata pomiedzy tymi dwoma kie
kosé ta znika, to te dwa kierunki sa wzgledem
przedstawiaja kierunek lezacy w plaszezyZnie st
to kierunek przedstawiony przez IE[dx, dF|dy,
chni danej réwnaniem [c].

W naszym przypadku F(x, y, z)
[123]. W ten sposib

runkami, Poniewaz wiel-
siebie prostopadle, a poniewas dx, dy, dz
yeznej do powierzehni w punkeie s, Py
F[dz jest kierunkiem normalnej do powierz-

jest funkcja wystepujaca po prawej stronie réwnania

A
B 2ee8+ Yy + Vi3

oF .

oy = Vot 26y + Pz [e]
aF

Dz T Pt + ¥y + 28,2

Jedli powierzchnia, dana réwnaniem [123],
mozemy utozsamié dx, 0y, 0z z réwnan [b]
niach [e].

Rozpatrzmy teraz przypadek szczegblny, gdy w,, Wy, @, s3 réwne zeru. Wtedy prawe
strony réwnani [e] sa takie same jak prawe strony réwnan [b] po pomnozeniu przez 2. Stad
przemieszczenie dane réwnaniami [b] jest normalne do powierzchni danej réwnaniem [123].
Rozpatrujae punkt O (rys. 134) jako punkt powierzchni,
punktu Oy jest normalne do powierzchni w punkcie 0,. Sta
nych odksztalcenia,
Lierunek OO0
powi 1.

posiada drodek w punkecie O (rys. 134), to
ze zmiennymi x, y, z, wystepujacymi w réwna-

wnioskujemy ze przemieszczenie
d jezeli 00, jest jedna % osi gléw-
to znaczy jedng z gléwnych osi powierzchni, przemieszczenie 0, posiada
1 1 dlatego 00, nie obraca sie. Wspomniane przemieszczenie odpowiada eta-
W celu petnego wyrazenia przemieszezen musinmy wprowadzié¢ do réwnan [b]
wierajace m,, w,, ®,. Lecz wyrazy te odpowiadaja matemu obrotowi ciala sztywnego o sklado-
wych @, w, ®, wigledem osi x, ¥, #. Zatem wielkosei te, dane zwiazkami [126], wyrazaja
obrét przedstawiony w etapie 3, czyli obrét osi gtéwnych odksatalcenia naokoto punktu 0.
Sa one nazywane po prostu skladowymi obrotu.

wyrazy za-

ZADANIE

/

1. Podaé réwnanie powierzchni o srodku w punkeie O, typu f(x, y, z)=0, ktéra po jednorodnym odksztalcenin
przedstawionym w par. 72 bedzie powierzchnig kuli 224324 2"2=,2, Jaki to rodzaj powierzchni?

[37a1s]

ROZDZIAEL 9
TWIERDZENIA OGOLNE

76. Réwnania rézniczkowe réwnowagi. W par.. 67 rozwaia]ién‘ly’ stan naprqumja
w punkecie ciala sprezystego. Rozpatrzmy obecnie zmiang stanu naprezeri wra’z Ze zmiang

P zeni ktu. W tym celu musimy zbadaé warunki réwnowagi prostopadiodcianu o bo-
POIoze;na ap ur;z (rys. 135). Skladowe napreienia dzialajace na boki tego malego elementu
i(‘:z}}i d?dai’r;je ki;rrunki sa zaznaczone na rysunku. Bierzemy tu pod uwage male zmiany
skladowych naprezenia, spowodowane matymi przy- |

o vk (a )5
rostami wspéhzednych 0w, dy, dz. Oznaczajac srodki 2 z
bokéw elementu przez I, 2, 3, 4,5,6 jakmnarys. %35, s s P
rozrézniamy wartodci o, w punkecie I i w punkeie 2 ) Tyzhs

piszac odpowiednio (0,); 1 (g,)e Symbol ¢, oznacza

|
i
I' 4——(2 _fa:y).?
i &6 i skladowej naprezenia | "4_|( N ¥ I 3
oczywiscie wartoé¢ te] skia j na oz| Al |(J) ey I

w punkeie x, y, z. Przy wyznaczaniu sit dzialajacych B doly T2, 158 y
. i i

na element, przyjmiemy, %e boki elementu sa bardzo L & i

male. Sily te otrzymamy, mnozac naprezemia g o

w érodku ciezkodcei ciany elementu przez jego po- Rys.

wierzchnie. )

Nalezy zauwazyé, ze sily masowe dzialajace na element, kidre w przypadku rozpatrywa;ua

: ij j i i ; edu
réwnowagi czworoécianu (rys. 132) byly pomijane jako \‘NIGI.kOéCI male Wyzszego rzi n;
teraz musza byé wziete pod uwage; sa one bowiem wielkoéciami tego samego I'ZQ.: u c; i Y}( =
razem 11W7;glqdniane wyrazy, zawierajace zmiany skladowych naprqlzema, Jezeli 5L
) 0 - . r J me

¢ reh si iesi do jednostki objetoéci elementu, to réwna
beda oznaczaé slkladowe tych sit odniesione Jednogikd ob ‘ e
réwnowagi, otrzymane przez sumowanie wszystkich sil dzialajacych na element w kierunk
2

osi x, ma postaé ] sl
[(6), — (0,)a] 8y 02+ [(T5)s — (Ty)a] 0% 82+ [(z)s — (el O Oy + X 0w Oy 0z =

) ia r6 i ieleniu przyz 0w
W ten sam sposéb otrzymamy dwa pozostale réwnania réwnowagi. Po podzieleni P ;ry 5 }
i i ; a5 W uje
dy, 0z i przejéciu do granicy przez ograniczenic elementu do punktu x, y, 7, znajdujemy
Yy Ll -

do, ATy, . Ty X —0

dx + y L oz &

8 4 8 | I Ly [127]
’aer ox T ox T

do, e | Ty 70

oz & & T y +

Réwnania [127] musza by¢ spelnione we wszystkich punktach ciata. Naprezenia zmieniajg



. 'siq':_w-.obrqbie' ciala i na jego powierschnj muszq byé w réwnowa
dzialajacymi na powierzchni ciata. Te warunki réwnowagi o
z réwnaii [112). Gdy bok BCD czworodeianu OBCD (r
ciala, wowezas skladowe sit powierschniowych X, ¥, 7
W tym punkeie (réwnanie [112]) przyjma post;é

X=ol+ T+ T

¥ = % MF Tt Tl ‘ [128)

L=on+ T+ T, 07
gdzie I, m,n sa cosinusami kierunkow
W rozpatrywanym punkcie.

Jezeli naszym zadaniem i i
e e y _ daniem jest Wwyznaczenie stanu napresenia w ciele poddanym dziatan;j
g ! gest v ‘ zialan
“ y \ sxnfly roz?quac rownania [127], przy czym rozwigzanie musi spehiad u{
rzegowe [128]. Réwnania te, zawlerajace szedé sklad g
¢ sxladowych stanu napregenia g,
PR

nie w Ystar 2 W sf 5‘ W ’ 5‘ VY
CZarg dO leaC?ellla t Ch Sklﬂdo Ch Zagadlllellle ]C‘SE' stat CZnie niev Zﬂﬂcza] &
1

ze zwigzkéw [2] (pairz sir. 23).
Stad, na podstawie zwigzkéw [2], mamy

1

skad TS ey Gady T Geay sy
9%, if)igﬂ — g Vay
3 =
Dwie dalsze zaleinogei tego same N sy [BI
%y, z. go rodzaju mozemy otrzymaé preez eykliczna zamiane liter

Obliczmy pochodne

(92,3JL 98y I P 9%

% Wi’ ax " 2xds T 3xdy

S = o, c
W% Wy o Tayart aiar
skad znajdziemy, e

W S 9w gy, om gy,

2
200 9 (_924;+%_+ %7
{b}

dydz  om x| Ay T oz
Dwie dalsze zalemodci rodzaju [b]

., mozemy otrzymad 7 pam . )
doszli¢my do nastepujacych szeef Y olrzy przez zamiang liter x, v, 2. W ten spos6h.

u rézniczkowych zalesnodci pomiegdzy skladowymi odksztat-

210

ymi zewnetrzne] n i i i ci
e ] normalnej do powierzchng ciata

-Pﬁdstawiajqc wyrazenia te do [¢], otrzymamy

‘Prawa strona réwnania moze by¢ przeksstalcona za pomoca réwnanf réwnowagi [127). Z tych

.tére_._mﬁszzg'_ byé_'.spe_l_nione_ Ha f}bdétawig"' zwiazkéw [2]

9%, 9%, Py e, D e | e | Sy
S T T nay YOy s\ ox 9y T as

e + dy: Ay dz’ dx8z Oy \ dx dy Oz

O, | e Iy o e @ [y Tye  Ipy
Tt T o T 9xds 0 “oxdy  9s -

0%, g, . 92?}); .9 928; d (9?’}1 _E?xz + 8%:)* )

ax Sy dz

e zaleznosci!) rézniczkowe sa nazywane rdwnaniami nierozdzielnosei lub réwnania

iaglodci odksztalcen. FRE
-'Wykorzystujqc prawo Hooke’a (véwnanie [3]), zaleinoéei [129] mozemy prZeksztéli:i
valeznoéei pomiedzy skladowymi naprezenia, WeiZmy np. warunek st '
&%, + 2, _ Py
272 ay? 2y dz

saleznodel [3] 1 [4], stosujac oznaczenia [7], znajdziemy

1
b= [(L+ ), — 56
_Lia+ e, —ve
Sz_f[( + v)o, — v
2(1+9} 7,
?’yz:—"E_‘““

9%, %, 020 220\ 92,
(1) ('EE"L 99/%‘)* Y (azﬁJr ayz)# 219 5%,

réwnan znajdziemy

9y Fop T
dy Oz Fx

9 F Ty o
8z Jy P

Rézniczkujac pierwsze z tych réwnarl wzgledem z oraz drugie wegledem y i dodajac je do sie-

bie, mamy

%7y, %, I, 9 'Or,  t,\ 9Z Y
dydz 92 yr O

oz gy | 9z 3y

1} Dowody, e te sze$é réwnai wystarcza, aby zapewnid istnienie stanu przemieszczenia, odpowiadajacego
danemu zbiorowi funkeji €x, ...y Yy, ..., moina znaleié w ksiazee 4. E, H. Love’a; ,Mathematical Theory of

. Elasticity”, 4 wyd. str. 49 i L. 5. Sokolnikoffa: ,Mathematical Theory of Elasticity®, str. 24, 1946,

14+ 911




lub wykorzystujac pierwsze z réwnar [127]

9% _ %, 9%, 9%, X Yy oz
ydz a9yt 22 ' Dm dy Iz

Podstawiajac powyzsze réwnanie do réwnania [d] i stosujac w celu uproszezenia zapisu symbol

pro L G &
Ix ' 9y T 222
znajdziemy
%@ %0 JX Yy oz
20 _ 2. . . 2 2 ) e B O
(A+9) (V W= Py Jx? ) g (V o IxB ) {1+ r)( 3Ly 2y E)z) le]

Dwa analogiczne réwnania mozemy otrzymaé z dwu pozostalych réwnar ciaglodei typu [c].

Dodajac do siebie wszystkie trzy réwnania typu [e], znajdziemy

' 2 0V
(1_v)|72@=_(1+v)(°9‘f St 37-)

Ty T oo
Podstawiajac to wyrazenie na 20 do réwnania [e]. mamy
1 2% v (X Y Az X :
By e ™ N (F . g
Vot 155 om T = ( o oy T az) = I

Mozemy otrzymaé trzy réwnania tego rodzaju odpowiadajace pierwszym trzem réwnaniom

[129]. W ten sam spos6b przeksztalcone pozostale trzy warunki [129] przyjmuja postaé

1 220 9Z Y
2 I
di 149 9y 9z (9_]’ dz )

Jezeli nie dziataja sily masowe lub jezeli sq one stale, to réwnania [f] i [

[e]

g] przyjma postaé

926 920
2 — e A 2 i iy B
(14 ») Vg, + oz =0; (1+ ) Vi, + 5y 0% 0
920 SEIC "
(1+ T") Vz()'y+ ayz = O; (1 T 'V) VZTR—{" 971,9_27 = () [IDO]
BEC 220
2 2 2 e, o
A+ ») V2o, + 5,2 0; (49 Pr,+ B0y 0

Widzimy stad, ze oprécz réwnan réwnowagi [127] i warunkéw
naprezenia w ciele izotropowym muszg spelniaé dodatkowo szeéé réwnan nierozdzielnogei
[£]i [g] lub szes¢ warunkéw [130]. Ten uklad réwnas jest w ogélnosei dostateczny do jedno-
znacznego wyznaczenia skladowych stanu naprezenia (patrz par. 82).

Réwnania nierozdzielnodei zawieraja jedynie drugie pochodne
zenia. Stad, jezeli zewnetrzne sily sp tego rodz
runkami brzegowymi [128] moga byé s
staci badz to stalych, bads tez liniow
beda spelnione tozsamosciowo 1 taki
gadnienia. Kilka przyktadéw takich

brzegowych, skladowe

sktadowych stanu napre-
aju, Ze réwnania réwnowagi [127] tacznie z wa-
pelnione przez przyjecie skladowych naprezenia w po-
ych funkeji wspéhzednych, réwnania nierozdzielnodei
uktad naprezen bedsie prawidlowym rozwiazaniem za-
zagadnienl rozpatrzymy w rozdzale 10.
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78 Wyznaczem'e pl'zemieszczeﬁ. Jﬂéll Skhll.l()\ﬂ‘, slanu naprQZema Z()Stal}’ Z[laleZ].{)lle
; i 0 ! < v %S i y’ Z11aCzZo1le na POd-
b: AS ‘ownan, to .s'ldadowe odksztalcenia moga byé wy
zZa pOIﬂOLQ POplZLdl}lCh rownalm,

tawie prawa Hooke’a (zaleznoéci [3] i [6]. Réwnania [2] wykorzystamy do okreélenia prze-
. a

ieszezen u, v, w. Rézniczkujac wyrazenia [2] wzgledem %, ¥, 2 mozemy otrzymaé 18 réwnan,
mi = . ) ’ . £ . .,
awierajacych 18 drugich pochodnych u,v, w z ktérych moina wyznaczyé wszystkie te po
Zd : >

chodne. Dla u otrzymujemy np.

P e, Pu_ dyy _ _
9x  dx’ dyr  Jdy  Ix’ 9P dz %
J%u de, d%u e, 1 (Qy,z 9%},_ é)yyz)

%9y Jy’ 9xdz 9z’ dydz 2\ oy dz dx

Q&‘y . 9% . 9%« ai

[a]

Drugie pochodne dla dwu pozostalycl}z s[kl]a;iiﬁwych przemieszczenia v 1 w mozemy otrzymaé
syl iane w rownaniach [a] liter =, ¥, z.

Prze;ef;’icz?ilji,,zioE;efny otrzymaé przez dwukrotne calk(.)wanie ty.ch drugi&?h pocl.lodnych.

Wprowadzenie dowolnych stalych ca}kowan%a spowc.)du]e ‘ dodal.lle ((:110(1 “’mjkoém U, 'ul,J :;

liniowyeh funkeji «, ¥, 2, jest bowiem jasne, Ze fun.kc]e takie mozna‘ ot zi{c- Od:&:;ﬁf ki

wplywu na réwnania [a]. Aby skiadowe odkszta}ce‘m}a [2] p:)zostaiy przy takim

zmienione, dodatkowe funkeje liniowe musza mieé postaé

u =a+by —cz
v =d— bx+ ez [b]
w'=f+cx —ey

Oznacza to, Ze przemieszezenia nie sa calkowici.e okreslone przez naprezenia i od.ksztai{(;erélaé
Do przemieszezen znalezionych z réwnai réémczkmi\rych [127], [128], [130] glozemy o .a
przemieszezenie odpowiadajace przemieszezeniom ciala sztywnego. Staleha,, i f W wyrazge-
niach [b] przedstawiaja postgpowy ruch ciala, a stale E.J, e, e sa trzema o .ro;aml .szt;nmego
ciala wokot osi ukladu wspotrzednych, O ile dysponu]er.ny’ dostatef:znq liczba wl')iﬁz Wy :ly
zapobiec ruchowi ciala sztywnego, to szeé¢ .sta.}ych z.wyraze.n [b] mozemy’ }atwii oh cgf:c Zz f:,
aby byly spelnione warunki wiezéw. Ponizej podajemy kll‘kﬂ pl‘zylfiadow takich obli O:
79, Réwnania réwnowagi wyraione przez przemieszczenia, Jed.ny%n ZE?- sp ﬁ
sob6w rozwiazania zagadnien sprezystosci jest e]jminacj.a skladowych naprqzen'lj.kz uiwn:
[127] i [128] na podstawie prawa Hooke'a i wyl'aienn'a skladowy.ch stanu 0 sata Bfél; :
w przemieszezeniach za pomoca zwiazkéw [2]. W ten sposéb otrzyn.u‘l]emy tlrfy fiown.an‘]a i
nowagi zawierajace tylko irzy nieznane funkcje u, v, w. Podstawiajac z [11] do pierwszeg

z rownan [127]

it B [a]
Z I _
iz rdéwnan [6]
‘ ; ( du |
Ty=Cyy= G5+ 5~
b [b]
(Qw ‘ Qu)
T= GYu= T T D



znajdujemy

e D2 02 2
146 2 (iR, TR, PHY .
(A+6) axTG( + et )—i—)L:O

dx2 e

Dwa pozostale réwnania moga byé przeksztalcone w ten sam sposéb. Nastepnie stosujac

symbol 172 (patrz str. 212) doprowadzimy réwnania réwnowagi [127] do postaci

Be
(A+6) 5%+GV%+X=0
de 1 »
(h+6) 5+ GV +T=0 [131]

de

oraz w przypadku znikania sit masowych

e
(A+6) —ag-r GV =0
de )

)
B =F i G =1
dz

Rozmczku‘]ac te réwnania, pierwsze wagledem x, drugie wzgledem y i trzecie wzgledem z
oraz dodajac je do siebie, mamy

(A426G) V2 =0
tzn. ze rozszerzenie objetosciowe [e] spelnia réwnanie rézniczkowe
% 9% 0%
Jx? ) y? + 922 ¢ [153]

Dojgzijmy do tego samego wniosku, gdy sily masowe beda stale w calej objetoéei ciala

odstawiajac wielkoSci naprezen 7 takich réwnan jal i 5 .
, jak [a] i [b] do warunk

[128], dostaniemy ! S e,

= du Ju 2 b bS] ‘
=l gl £ gy oY YW u Y duw
X = Ael- G(é?x I+ 3y m - = n)JrG(ax I+ o m—&-a n) [134)

Réwnania [131] wraz z warunkami brzegowymi [134] wyznaczaja w zupelnosei trzy funkeje

u, v, w Znajac je, otrzymamy skladows odksztalcenia ze zwiazkéw [2] oraz skladowe na-
prezenia z zaleznogei [9] i [6]. Zastosowanie tych réwnan bedzie pokazane w rozdziale 15
. '80. Ogélne rozwigzanie wyrazome w przemieszezeniach. Mozemy latwo spraw:
dzié przez podstawienie, 7e réwnania résniczlowe réwnowagi w przemieszezeniach [132]

914

sq spelnione przez funlkeje?)

9

uw==>,—a D (Dy + 2Dy + y Dy + 2Dy)
o

V= @2—56 W (@04— 9‘:@1+,'Y®2 = 2@3)

2
w = (Daétx 9—3 (®0 -} x(pl =+ J’QZ 55 z®3)

gdrie 4o = 1/(1—9), a catery funkcje @y, Dy, Py, Pg 52 harmoniczne, tzn,
2P, —0; 20,=0; 120,=0; 2D=

Mozemy wykazaé, Ze rozwiazanie to jest ogélne i, ze dowolna z powyzszych czterech funkeji
moze byé opuszezona bez uszezerbku dla ogdlnosci rozwazan.

Ta postaé rozwiazania zostala przystosowana do wspohrzednych krzywoliniowych przez
Neubera, ktory zastosowal ja do rozwigzywania zagadniernl cial o ksztalcie bryt obrotowych?)
ograniczonych hiperbolami (rowek hiperboliczny na walcu) i elipsami (wydrazenie w postaci
elipsoidy obrotowej), przenoszacych rozciaganie, zginanie, skrecanie lub sily poprzeczne
7 towarzyszacym im zginaniem.

81. Zasada superpozycji. Rozwiazanie zagadnienia dla danego ciala sprezystego,
gdy zadane sa sily powierzchniowe i masowe, wymaga wyznaczenia skladowych naprezenia
Jub przemieszczen, ktére spelniaja réwnania rézniczkowe i warunki brzegowe. Jezeli mamy
do czynienia ze skladowymi naprezenia, to musimy spelnié: a) réwnania réwnowagi [127];
b) réwnania nierozdzielnosci [129]; ¢) warunki brzegowe [128]. Niech o, ..., 7., ... beda
sktadowymi naprezenia wyznaczonymi w ten spos6b 1 wywolanymi przez sity powierzchniowe
X,Y, Z oraz sily masowe X, Y, Z.

Niech a,, ... r;y ... beda skladowy_lzli Eapz.:qienia w tym samym ciele sprezystym, spowo-
dowanymi przez sity powierzchniowe X', Y', Z" oraz sity masowe X', Y', Z'. Wtedy skladowe
naprezenia o, + o‘; s e Tyt Tx;, ..., beda przedstawiaé naprezenia spowodowane sitami
powierzehniowymi X +X', ..., oraz silami masowymi X +X’; ... Otrzymujemy rozwiazanie
w takiej postaci, poniewaz wszystkie réwnania réiniczkowe i warunki brzegowe sa liniowe.
Przeto dodajac pierwsze z réwnan [127] do odpowiadajacegoe mu réwnania

b, | ovy | Otk

4 X'=
dx Ay ' 9z B0

otrzymamy
& 4. on, @ L T -
B (o34 0%) + 3y (T + Tw) o (Tt T T X +X'=0
i podobnie przez dodanie pierwszego z réwnan [128] do jego odpowiednika mamy

X+X'=(0,+0) L+ (v, + T,) m+ (T, + T n

1) Rozwiazanie to zostalo podane niezaleznie przez P. F. Papkowicza: ,,Compt. Rend®., tom 195, str. 513
i 754, 1932 i przez H. Neubera: ,Z. angew Math. Mech®., tom 14, str. 203, 1934. Inne rozwiazania ogblne
zostaly podane przez B. Galerkina: ,,Compt. rend®., tom 190, str. 1047, 1930 i przez Boussinesqa i Kelvina
patrz Todhunter i Pearson: ,History of Elasticity®, tom 2, czedé 2, str. 268, Patrz rowniez R. D. Mindlin: ,,Bull,
Am. Math. Soc®., 1936, str. 373.

%) H. Neuber: ,Kerbspannungslehre®. Ksiazka ta zawicra rozwiazania zagadnien dwuwymiarowych. Patrz
powyzej, rozdzial 7.
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POdDbnY SpO ‘b 7 ,’ ] CZYyC T nar

W S0D Mmozenm pO t:1 51 3 ‘0"‘\’ a ]' ier i i ,4 n

. : 1a l]lelOZleBIHOéCl § 5 11
. ; . . Komplei.n uk}ﬂd rownan

- spelniaja wszystkie réwnania i i

- - . , 1 ; . j

naprezenia spowodowane sifami X +X', ... X+ X’ e
e 5

‘ . } ’ ’ .. Jest to zasada superpozycii.
i 1;’ ;glig};lz:;ﬁemuo nftszych row‘11a1:1 réxlvuowagi [127] i warunkéw bfzegowjyih [128]
sidliteniam posmciqy I;OTEI? ‘ZY Polozemt?m 1 postacia elementu przed obciazeniem 1 jego
o g tyﬂq}; : 1(‘:1512611(.11111. W zwiazku z tym,.nasze réwnania i wyprowadzone z nich
w spos6b istotny na dzialailzi 2y, 1}’}& cu, gdy male PI‘Z?I?fneszczenia i odksztalcenia nie wplywaja
wziaé pod uwage Odksztaic::nsile Z‘?w‘::l'i;rZﬂYCh- st J:thlak przypadli, w ktéryeh musimy
zawodzi. Belka poddana réwnf’cf'.zesnefnz é};;iane powyzej uzasadnienie zasady superpozycji

rodsainy wide iayth BT do aniu i sifom poprzecznym jest praykladem tego
) ) ostarcza rozwazanie stat Sci e : .
cienkosciennych, atecznosel sprezystej konstrukeji
82. Jednozn 56 .
. ac . = .
R aies .z‘n(.)sc rozwigzania. Rozwaimy obecnie, czy nasze réwnania
p wieeej niz jedno rozwigzanie odpowiadajace zadany
i masowym.
(2 r ’
Niech o, ..., By i

moga
m sifom powierzchniowym

p d t Wlﬂ]a Ioz lazame dl ()bClqzeH A‘Y ey .X e nie: ag

TZedsta W a y 1 Ch x
xp P ] S Qzall dla IyChS y .

T IzedeaWIa a dj ugie rozwl (7] amycrn ()IJCIQZGI! .EE feny ;K R

plerwszego z rozwigzan mamy nastepujace réwnania

seay

Wéwezas dla

oraz réwnania nierozdzielnoéci.
Dla drugiego rozwiazania mamy

oraz rdéwnania nierozdzielnoédci.

Odeimu i .
dejmujac .otlzymamy, ze rozklad napreseri dany réznicami o —g'’ e
spelnia réwnania S e

9 O.I__ 1 ’ r ’ !
PA) Meemel) | Smei)
2y oz
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w ktérych wszystkie zewnetrzne sily znikaja. Réwnania nierozdzielnosci [129] beda réwniez
!

. . . 3 / ! ! i
spelnione przez odpowiednie skladowe odksztalcenia &,—&. 5 ..o V=V -

Tak wiec otrzymany rozklad naprezeti jest tym, ktéry odpowiada zerowym silom powierz-

chniowym i masowym. Praca wykonana przez te sily w czasie obciazenia jest réwna zeru
i stad wynika, ze [[ [V, dx dy dz znika. Lecz wyrazenie [85] wskazuje, ze 7 jest dodatnie
dla wszystkich stanéw odksztalcenia i dlatego calka moze znikaé tylko wiedy, gdy V) znika
we wszystkich punktach ciata. Jedli tak jest istotnie, to kazda skladowa odksztalcenia &, —
—e’, ,,.,y;yﬁy;; ... powinna réwnaé sie zeru. Dlatego dwa stany odksztalcenia £l ey
‘)’;y o L B s y;; .-; @ tym samym dwa stany naprezenia o, ..., r;y sy 1 B v 'r;; -
sg identyczne. Oznacza to, i€ réwnania moga mieé¢ tylko rozwigzanie odpowiadajace danemu
obciazeniut).

Dowéd jednoznacznodci rozwiazania byl oparty na zalozeniu, ze energia odksztalcenia,
a stad i same naprezenia, znikaja w ciele, gdy jest ono wolne od sit zewnetrznych. Istnieja
jednak przypadki, kiedy naprezenia wstepne w ciele moga istnie¢ bez obecnosei sit zewnetrz-
nych. Przyklady tego rodzaju napotkaliémy przy badaniu pierécienia kolowego (patrz par.
39). Jezeli wytniemy z pierscienia dwoma blisko lezacymi przekrojami jego czeéé i konce
pierécienia polaczymy z powrotem za pomocg spawania lub innym sposobem, to w pierécieniu
powstana naprezenia wlasne?) (samonaprezenia lub naprezenia wstepne). Kilka prazykladow
tego rodzaju rozwazaliémy przy rozpatrywaniu zagadnien dwuwymiarowych.

Naprezenia wlasne moga réwniez powstawaé w cialach jednospéjnych na skutek niespre-
#ystych odksztalceni, wystepujacych w czasie procesu obrébki. Na przyklad moga wystepowad
znaczne naprezenia wlasne w wielkich odkuwkach na skutek nieréwnomiernego ostygania,
jak réwniez w metalowych belkach walcowanych na skutek plyniceia plastycznego, wystepu-
jacego przy obrébce na zimno. Do wyznaczenia tych naprezen wlasnych réwnania sprezystodei
nie wystarczaja i musimy rozwazy¢ dodatkowe informacje, dotyczace procesu formowania
ciala.

Nalezy zauwazyé, ze we wszystkich przypadkach, w ktérych zasada superpozyeji ma za-
stosowanie, naprezenia wstepne nie wplywaja na naprezenia i odksztalcenia, powstale na
skutek dziatania sil zewnetrznych i moga byé wyznaczone — tak, jak gdyby nie bylo samo-
naprezeti. Wiedy naprezenia catkowite otrzymamy przez superpozycje naprezen spowodowa-
nych sitami zewnetrznymi i samonaprezefi. W przypadkach gdy nie mozemy rastosowaé
zasady superpozycji, naprezenia spowodowane obcigzeniem zewngtrznym nie moga byé wy-
znaczone bez znajomoéci naprezert wlasnych. Nie mozemy, na przyklad, obliczyé naprezen
sginajacych w cienkiej belce, spowodowanych obeciazeniami poprzecznymi, jezeli belka jest
poddana wstepnemu rozciaganiu lub éciskaniu, bez znajomosci wielkosei tych naprezen
wlasnych.

83. Twierdzenie 0 wzajemnoSci prac. Ograniczymy sie do rozwazania przypadku
dwuwymiarowego i rozpatrzymy tarcze, poddana dwém réinym obciazeniom. Oznaczmy
przez Xy, ¥y, X; 1 Yy skladowe sit wystepujacych na brzegu i sil masowych w pierwszym

1) Jest to twierdzenie G. Kirchhoffa. Patrz jego ,Vorlesungen iiber Math. Phys., Mechanik®.

2) Pierfcienr jest najprostszym przykladem ciala wiclosp6jnego. W przypadku takich cial ogélne réwnania
sprezystoéei wyrazone w skladowych naprezenia nie wystarczaja do wyznaczenia naprezen i w celu otrzymania

- pelnego rozwigzania musimy dodatkowo zbadaé przemieszczenia. Pierwsze badania tego rodzaju przeprowadzil

J. H. Michell: ,,Proc. London Math., Soc®., tom 31, str. 103, 1899. Patrz réwniez L. N. G. Filon: ,Brit. Assoc.
Advancement Sci.* Rept. 1921, str. 305, i V. Polterra: ,Sur I'équilibre des corps é&lastiques multiplement conne-
x6s%, Ann. école norm., Paryz, seria 3, tom 24, str. 401—517, 1907. Dalsze informacje dotyczace samonaprezen
dane sa w pracy P. Neményi'ego: ,Z. angew. Math. Mech®., tom 11. str. 59, 1931.




przypadlau oraz przes X,, Y., X,
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prace, jaka wykonalyby sily Plerwszego stanu na

drugiego stanu, Prace te przedstawia n

I rr r’

Prezenia na odpowiednich
aslepujace wyrazenie

T=[Xu, ds + [V, ds+ [ [ X,u, dx dy + [ [ Yy, dx dy

W kt‘orym pierwsze dwie calki sq wzigte wzdluz calego brzegu tarczy,
powierzchni tarezy. Podstawiajac zamiast X, 4

ke jego wartodé z wyrazeni
przedstawié pierwszy w . e o L

yraz prawej strony wyrazenia [a] nastepujaco
fX1u2 ds=fla; Uy ds -Jrfmr,:_v Uy ds

Postepujac obecnie zgodnie 7 objadnieniem na str

~ VRS
iy ds — [T 20720 (Lo
fa Uy ds ffu2 T dxdy%—v[]‘—axz- 0y dx dy
j;n,t;y Uy ds =ﬂu Ty dx dy + Oy s
g, dwdy ] 5, ™ dx dy

awlajac powyszsze d jdzi fermw i
powy lo [h] znajdziemy PleTwWszy 1 trzeci wyraz wyrazenia [a

Xuds+ff}( ({5 o
f e 14y dx dy = gﬂ" Tyy-f-Xl)uzdxd'}er

155 otrzymujemy

Podst
]

' du, , du
Tff(—é): oyt 5372 'L';J) dx dy [¢]

Podobnie drugi i czwarty wyraz
?UQCZS lﬂy - - QT; ag-’

f 1 -+ 1V da dy = _azy_ -+ Tgyi + YI) v, da dy +

A

ot . .
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T‘: LA 1y r 1
f f (& oxt &0y + o)) du dy —

1
LY b
_ o ! ey ! ! rHr oy
= E_f [o, O+ 0, a,— o, o‘xﬁwcrx’o'y+2(1+v) Ty Ty dx dy

y .

¢, Oy

vy ’
By o‘y—f—ﬁr@, dxdy .
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mieszezenia, skladowe
) oznaczaé odpowiednio
w2 O s Oy 5 T, Rozwaimy obecnie

przemieszezeniach

a drugie dwie — Po calej
20] str. 37 mozemy

[b]

wykonanej przez sily drugiego stanu na odpowiednich przemieszczeniach pierwszego stanu.
Jest to twierdzenie o wzajemnosci prac. Twierdzenie to moze byé tatwo rozszerzone na pray-

padek cial w ruchu lub wykonujacych drgania. Musimy tylko do sil zewnetrznych dodaé’

sity bezwladnoéci, Twierdzenie o wzajemnodei prac znalazlo wazne zastosowanie w mechanice

pudowli w konstrukeji linii wplywowych. Réwniez uzyteczne q) lp

gastosowania tego twierdzenia spotykamy w teorii sprezystosci. -
Wesmy prosty przyklad, a mianowicie przypadek belki pry-

zmatycznej dciskanejt) dwiema réwnymi i przeciwnie skierowanymi b) P

silami P (rys. 136a). Zagadnienie znalezienia naprezen wywola- g 4_@1_:'_,0

nych tymi silami jest skomplikowanym problemem, lecz przy- o5

pusémy, Ze interesujemy sie nie naprezeniami, ale calkowi- Rys. 136

tym wydluzeniem J belki. Zagadnienie mozemy rozwiazad

od razu, stosujac twierdzenie o wzajemnosei prac. W tym celu rozwazymy opréez zadanego

warunku naprezeniowego, przedstawionego na rys. 136a, proste osiowe rozciaganie belki,

pokazane na rys. 136b. Dla tego drugiego przypadku znajdziemy zwezenie poprzeczne ;=

v e

Qh,: gdzie A jest powierzchnia przekroju belki. Twierdzenie o wzajemnoéci prac daje

nam roéwnanie

Py @ _
PvAE—Q‘S

a wydluzenie belki spowodowane dwiema sitami P (rys. 136a) wynosi

5 2Pl

AE

i jest niezalerne od ksaztattu przekroju.
Jako drugi przyklad obliczymy zmniejszenie A objetosci ciala sprezystego, spowodowane
dwiema réwnymi i przeciwnie skierowanymi sitami P
(rys. 137a). Jako drugi przypadek naprezen rozpa-

P trzymy dzialanie réwnomiernie rozlozonego ciénie-
nia p na to samo cialo. W tym ostatnim przypadku
bedziemy mie¢ w kazdym punkecie ciala réwnomier-
ne $ciskanie we wszystkich kierunkach o wielkosel
(1—2v)p/E (por. réwnanie [8] str. 25), a odleglosé [
pomiedzy punktami przylozenia A4 i B zmniejszy sig

o wielkodé (1—2v%) pl/E. Twierdzenie o wzajemnoéei
prac, zastosowane do dwu warunkéw naprezen?) (rys. 137), da nam

a2l

Fa=—mn

=dp

i stad zmniejszenie objetosci ciala

1) W celu uniknigeia osobliwosci mozemy prayjaé, #e sily sa rozmieszezone na malej powierzchni. Sily sku-
pione w zagadnieniach dwuwymiarowych wywoluja zwykle przemieszezenia nieskofczone, co wskazuje na to,
7e W Tzeczywistodcl przemieszezenia zaleza od rozkladu sih.

2) Inne zastosowania tego Todzaju patrz 4. E. H. Love: ,Mathematical Theory of Elasticity”, 4 wyd., str.
174--176, 1927.




84. Prayblis L i
zyblizony chavakier rozwigzan dla plaskiego stanu naprezenia. W

2e uklad réwnan, ktéry byt wystarczajacy dla plaskiego stanu L e

P L e S
Prezemia przy zalozeniach (o,=7,=71_=0

Uys O, T, N 13
30y Ty ezaleznie o ), T Zap wnial 8 € WSz
a. 4 pe]m Tila ¥
l dz N1e zape vszystkich rownan merozc[me].uosm 0
. Zak zenia te zaklada]q

ie £, &, & iezalez 7
1 &y &y Yy 54 niiezaleine od z oraz ze » 5 i
: v Vyz 83 TOWNe zern. Pierwsze z réwnan njer i Sei
w'}aczo?n? do teorii plaskiego stanu naprezenia jako réwnanie [21]. Mozemy } e o
rownan jest spelnionych jedynie, gdy ¢ . J

il - " Jest liniows funkejy x i y
lijv rozwigzaniach plaskiego stanu naprezenia otrzymanyeh w rozd;.
yé dokladne, lecz zobaczymy ohecnie, ze sa one duzym przyblizeni

Poszukajmy doldadnych rozwigzaf rownarn tréjwymiarowych za

atwo sprawdzié, 7e pozostale pie¢
co stanowi przypadek szczegélny (nie regule)
3 do 7. Oczywidcie rozwigzania te nie moga
em w przypadku cienkich tarez,
gadnien, dla ktérychly

Ge=Tg=10=10
przyjmujac sily masowe réwne zeru. Rozwi
ciaglodei odksztaleen [130].

Poniewaz o, 7 Hwnajy si
2 Tazr Tyz TOWNAJY 81 zeru, to druga kolumna réwnan [130] da nam

J (a@) 3 (80 d (8
—_— — | =0- e =0 @
dz \ 9z 0 y (ﬂ_}_o’ 52:_(527)20

36 653
ze d @)z jest stale. Oznaczajac te stala przez k, m
2

azania takic musza spelniaé réwnania réwnowagi [127] i réwnani
s ‘nania

€O oznacza,
amy po scatkowaniu wzgledem z

_ O=ikz+6, [
gdzie @ jest jak dotad dowolng funkejg « i ¥. ;
Trzecie z réwnah [127] jest spelnione tozsamosciowo
£

o a pierwsze dwa sprowadzaja sig do postaci dwuwymia-

90’.\: th d P
E0E L, OOy o, 20y Tay
9 Gy ~ % 3 T, =0

i sq spelnione, jak poprzednio, przez

e Ezib_ ) 92D : oD
T g e g, Bl
przy czym obecnie @ jest funkejg #, ¥yiz.
Wracajac do réwnan [130], zauwaiymy,

ze przez dod
O =g, - o, + 0,) otrzymujemy

anie trzech réwnan po lewej stronic (przypominamy, ze

20
i dlatego 7 [a] mamy S 4
. " =
gdzie s .
52 52
B (O , o0
Vi dn? + Jy®

Réwniesz, iewaz o, j 6
» Poniewaz o, jest rowne zer i i
i & uao.10),sg dane pierwszymi dwoma réwnaniami ;

A0 = @ i dlatego, wykorzystujac [a], mamy N SR R

V1@ = kz + e, [e]
e

gdzie O, jest funkcja x i y,
pierwsze z réw-

i speluiajgca rownanie [d], B = - ,
nati [130] przyjmie postaé ie [d]. Biorae pod uwage [a] 1 pierwsze z réwnan [b],

Aty 22 96 _,

dy? dx?

1y

lecz
%D o2 a2

0B e AN 90
W VT g (VI@ = ) Tt (@° t )

1) A. Clebsch: ,FElasticitit®
4 wyd. str. 145, 1927.

» Par. 39. Patrz réwniez A. E. H Love: »Mathematical Theory of Elasticity*

220 .

~dzie w ostatnim etapie wykorzystali$my rownanie [e]. Réwniez, z powodu réwnania |d], mozemy zastapié %0,/dy*
4 .
w [f] przez —23%@,[0y*. Wtedy [f] przyjmie postaé

52 H2b 220,
a4 V)gy—z (@u+ —a;gr) = 33,20 ~g

2 [t

2 T 14w
Réwnanie to zastepuje pierwsze z réwnan [130]. Podobnie drugie i aetatuie.mole hyd restapions nastophincyd
9 [ % (o o ( e : )
- _@,]=0; S Bo )=
axz(azz + 1+v@") b\ o T Ty )T

Réwnania te acznie z réwnaniem [g] wskazuja, ze wezystkie trzy drugie pochodne wzgledem % i y funkeji (zmien-
nych %, y i z) w nawiasach znikaja. A wiec funkeja ta musi by¢ liniowa wzgledem x oraz y i mozemy napisaé

oD v
sz+m@u*“’+bx+w (k)
gdzie a, b i ¢ sa dowolnymi funkejami 7, Catkujac powyzszy réwnoéé dwukrotnie wzgledem 2, znajdziemy
1
0= — o Ot A+ Bak Gy + Bix + o [

gdzie A, B, C sa funkejami z, otrzymanymi przez dwukrotne calkowanie a, b, c, a @y, D, sq funkcjami x 1y,
dotychczas dowoluymi.
Jezeli obliczymy 0, 0,, 7, 2 réwnania [i] za pomoea zwiazkow [b], to okazuje sie, Ze wyrazy

A+ Bx+ Cy

nie majg wplywn na wielkoéé naprezei, Mozemy przeto przyjaé 4, B i € réwne zeru, co odpowiada przyjeciu ze-
rowych wartoei dla @, b i ¢ w rownaniu [h].
Ograniczymy sie do zagadnien, w ktorych rozklad naprezen jest symetryczny wzgledem plaszezyzny §rodkowej
tarczy, 2=0. Wtedy @z musi byé rowniez réwne zerw. A wige k w rownaniu [a] réwniez musi byé réwne zeru.
W ten sposéb [i] uprodei sie do
)
D=y~ - O il

Jednakie @ i @, sa ze soba zwigzane réownaniem [e], w ktérym obeenie mozemy prayjaé k=0. W ten sposob, pod-
stawiajac [j] do [e] i wykorzystujac [d], otrzymamy

V1P, = 6, k]
i dlatego z [d]

vi'@, =0 |
Pozostate rownania [130] sa spelnione z powodu réwnania [a] i znikania o, 7., T,

Obecnic mozemy otrzymaé rozklad naprezen przez przyjecie @ jako funkeji x i y, ktéra spelnia réwnanie [1],

oraz znalezienie @ = rownania [k] i @ z réwnania [j]. Naprezenia znajdziemy z zaleinosci [b]. Kazde z nich bedzie

1 v
sie sktadaé z dwach czeéei, pierwszej, wyprowadzonejz @ w réwnaniu [j] i drugiej, wyrazu — — 0, 2% Wobec

214w
réwnania [1] pierwsza czqdé jest dokladnie taka, jak skladowe plaskiego stanu napregen, wyznaczone w rozdz. 3 do 7.
Druga czesé, proporcjonalng do 2% mozemy uczynié tak matla, jak tylko sobie tego Zyczymy, w pordwnanin
7 pierwszg, przez ograniczanie sie do tarcz dostatecznie cienkich. Stad wniosek, Ze nasze rozwigzania w rozdz. 3 do 7,
ktére nie spelniajg rownan ciaglodei, sa mimo to dobrymi przyblizeniami dla cienkich tarcz.

,.Doldadne® rozwiazania, przedstawione funkcja naprezen w postaci [j], beda wymagaly, aby naprezenia
na brzegu, tak juk i wszedzie, zmicnialy sig na grubosei parabolicznie. Jednak dowolna zmiana tego rozlkladu,
dopdki nie zmienia natezenia sil na jednostke dtugoéci kraywej brzegu, wplywa na naprezenia jedynie w bezpoéred-
niej bliskoéci brzegu, zgodnie z zasada Saint-Fenanta (str. 45). Postaé rozwiazania, rozwazona powyzej, bedzie
zawsze przedstawiala rzeczywiste naprezenia, a skladowe a,, 7., 7, beda rzeczywiscie réwne zeru z wyjatkiem oko-

licy brzegéw.
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ZADANIA

1. Udowodnié, ze

R T N o T Ty
gdzie k,‘k sz stalymi o malej wielkoéel, nie przedstawia mozliwego stanu odksatalcenia,
2. Cialo stale zostalo podgrzane nierd

wnomiernie do temperatury 7, bedgeej funkej
. . " . . 3
ze kaidy element moze 81 rozszerzyé swobodnie pod dziataniem temperatury,

postaé ,

6 = 3.\': yyz 0

3 % ¥ i . Jeteli zalozymy,
to skladowe odksztalcenia majg

ROZDZIAL 10

£y ==&, = g, = qT; Vi = Py = V=0

LEMENTARNE TROJWYMIAROWE ZAGADNIENIA TEORII SPREZYSTOS_CI.

gdzie o jest stalym wspéiczynmklem rozszerzalnosel cleplnej,

Ud.
- o:;)dmc, %e bedzie to mialo miejsce jedynie wtedy, gdy T jest liniowg funkeja #, y 1 2. (Naprezenia 3
;rm T: ie, el)dksztalcema powstate na skutek njeliniowosei T 84 rozpatrzone w rozdz, 14), !
arcza lub walec o kazialcie pokazanym na rys. 187a jest éeiskana sifami P w punktach C i D wadbaz €D,

powodujacymi wydtuzenie odcinka 4B, Nast
¢pnie jest éciskana sitami P wadluz AR
wydluzenie CD. Udowedni¢, e wydlugenia ke s3 sobie réwne. . (% 197 powodsiney

4. Jakie funkcje D, Dy, Dy, @y w rozwi

plaskiego stanu odksztaleenia (rw=0)?

o 85. Réwnomierny rozklad napr¢ienia. Rozwazajac réwnanmia réwnowagi: [127].--

_oréz warunki brzegowe [128] stwierdziliémy, 7e rzeczywiste rozwiazanie zagadnienja must:
.sp'e}maé nie tylko réwnania [127] i [128], lecz réwniez réwnania ciaglodci odksatalcen (por..
‘par. 77). Jezeli nie dzialaja sily masowe, albo jezeli sa one
étale, roéwnania e zawieraja jedynie drugie pochodne skia-
d.owvch stanu naprezenia. Jezeli wige rownania [127] 1 wa-
:runkl [128] moga by¢ spelnione przez prayjecie skladowych Rys. 138
‘naprezenia bad# statych, bad# bedacych liniowymi funk-

“cjami wspéhzednych, to réwnania nierozdzielnodel beda spelnione tozsamodciowo 1 napr@-'
‘senia te beda prawidlowym rozwiazaniem postawionego zadania. .
Jako bardzo prosty przyklad mozemy weial rosciaganie pryzmatycznego preta w kwrunku
osiowym (rys. 138). Sily masowe pomijamy. Réwnania réwnowagi sa spetione, jedli przy]-:'_:
miemy

gzaniu ogdlnym par. 80 dadzg nam ogélne rozwigzanie w preypadku

T, = CONSL; 0y =0, = Ty, = T, = Ty, = 0 - &l

Jest oczywiste, ze warunki brzegowe [128] na powierzchniach boeznych preta, na ktére
nie dzialaja sily zewnetrzne, sa spelnione, poniewaz wszystkie skladowe naprezenia z wyjat-
kiem o, sa réwne zeru, Warunki brzegowe na koricach preta sprowadzaja sie do warunku: -

o =X b}
tzn. mamy réwnomierny rozklad naprezen rozciagajacych w przekroju poprzecznym prqta_' .
pryzmatycznego, jezeli tylko naprezenia rozeiagajace sa rozmieszezone rownomiernie na jego.
koricach. W tym przypadku rozwiszanie [a] spetnia réwnania {127] 1 [128] i jest dcistym roz--

wigzaniem zadania, poniewas rdwnania ciagloéci [130] sa spelnione tozsamodciowo.

Jezeli naprezenia rozciagajace mie s rozmieszczone réwnomiernie na koncach pr@ta,
to rozwiazanie [a] przestaje byé rozwigzamiem Scistym, poniewaz nie spelnia warankéw
brzegowych na konicach preta. Prawdziwe rozwigzanie okaZe si¢ bardziej skomplikowane, -
poniewaz naprefenia w przekroju poprzecznym nie beda juz rozmieszezone réwnomier-
nie. Przyklady takich nieréwnomiernych rozkladéw napotykaliémy przy rozwazaniu za-
gadnien dwuwymiarowych (patrz str. 61 i 157). :

Jako drugi przykiad rozpatrzymy przypadek réwnomiernego cidnienia hydrostatycznego ~
przy braku sit masowych. Réwnania réwnowagi [127] sq spetnione przez przyjecie

:’E'xzz'?-’yz=0 e}

W tym przypadku elipsoida napregen jest kula. Dowolne trzy wzajemnie prostopadie kierunki :

C,=0,=0,=—p; T

X ¥ xF

moga by¢ przyjete jako kierunki gtowne i naprezenie w dowolnej plaszezyinie jest normalnymi.




naprezeniem Sciskajacym réwnym p. Warunki na powierzchni [128] sq oczywiscie spelniong
jedli cidnienie p jest rozmieszezone w sposc")b réwnomierny na powierzchni ciata, o

86. Rozcigganie preta pryzmatycznego pod dzialaniem cigiaru  wlasneg,
Jezeli gpg jest ciezarem jednostki objetogei preta (rys. 139), to sily masowe s réwne

X=V=0; Z=—gg
Réwnania résmiczlkowe rownowagi [127] sq spelnione, jedli preyjmiemy
O, =9gz; 0,=0,= Ty =Ty =T, =0 [bj‘

tzn. zatodymy, ie kaidy przekréj poprzecany jest poddany dzialanin réwnomiernego rowei

-

z gania pod wplywem cigzaru dolnej czedei preta, .'

Mozemy tatwo przekonaé sig, Zze warunki brzegowe [128] na po-:

J_H U_ wierzehniach boeznych, na ktére nie dzialaja sily, sa spelnione. Dla
LA

delnego kotica preta warunki brzegowe daja naprezenia réwne zeru, a dla
gornego korica réwnomiernie rozlosone napregenia rozciagajace o, = pgl,
4 gdzie [ jest diugodcia preta,

Rozwiazanie [b] spelnia réwniez réwnania ciaglodei [130], a stad jest
dokladnym rozwiazaniem zadania dla réwnomiernego rozkladu sit na
goérnym brzegu preta. Rozwigzanie to pokrywa sie z rozwiazaniem, kiére
Rys. 139 awykle przytacza si¢ w elementarnych podrecznikach wytrzymaiosdel ma-
terialéw,

Rozwaimy obecnie odksztatcenia (por. par. 78). Z prawa Hooke’a, pray pomocy zwigs-
kéw [3] 1 [6], znajdzieny

-

Ak e

T TET le
Ju dv 0gz
YT T T g [4]
du dv Q. dw Y 9w
?’xy—}’xzz%wz:a_y‘+'§?="5;+Wa?=—8?+9%y20 fe]

Przemieszezenia u, v, 1w moZemy teraz wyznaczyé catkujgc réwnania [c], [d] oraz [e]. Po
scatkowanin réwnania [o] otrzymujemy

2
w= %5;— + 10, if]

gdzie wy jest funkeja x 1 ¥ { zostanie wyznaczona péiniej. Podstawiajac [f] do drugiego i trze-
ciego z réwnan [e], znajdziemy '

TR du dw, O N
m Tl g g 0
skad
3 B
U= —z fity by v=— 2 50{) + 1, . [g}

224

L ."sa funkejami tylko x 1 y. Podstawiéj«‘:éc wyrazenia [g] do réwnania [d], mamy -
v

ty

Az-ma—xz"‘f"a?ﬁ_v E Jy? Iy

Juy _ Iy

%y, &%, . res [k]
o gy a9yt E

, duy 9?:‘1;

-!ﬁ

. Q2
— 2z >

axdy 'y AL

PETIN o Juy | Iy 0 0

. isaé ogd razenia na funkcje

Obecnie na podstawie réwnan [k] i [l] moZemy napisac og6ine wyzazem.a 1}& fm. c.}
! ' ' . . T

G ‘Gcn Fatwo zauwasy6, e wszystkie te réwnania beda spelnione jesli przyjmiemy N

Syt Wy v

uy = 8y + 4y

Vg = — 0x+ Yy

wy — o (5 0% s By 4y

-“’YI'HZEIHH. na przemleszwen

_ Eﬁi;mz-&— By + 0y
E

LRy R [m]

2 )
08z reg 2B Lo+ fy+y
wes S g ()
. ; i i byé ta-
Szeéé stalych dowolnych musimy wyzmaczyé z warunkéw podparcia. POdpa;c-chE;hozi o
1 z: b Z;;)Obie{} dowolnemu ruchowi preta jako ciala sthwneg'O- Aby Aa}fod 1; talk ustalony,
;;ﬂ;mzemu preta, zalozymy, i érodek cigzkodei 4 gornego korica preta bedz

[ =0 dla x=y oraz z=1. Aby zapobiec obrotowi preta wokst osil p.rzejho%riit?;
;izzz_:u;;u—t; i réwnoleglej do osi % i ¥ zamocujemy element osi z w punlkcie 4.

dufdz=3v/9z=0 w tym punkcie. Obrét wokél osi # zostanie uniemozliwiony prrez ust;/}:;;
=dyfdz= . 705t . Ny

eluefmi:ntu plaszezyzny, przechodzacej przez punkt A i réwnoleglej do p}:_aszcz:fzzer;yé :; - e
Jvfdx—=0 w punkcie 4. Wykorzystujac zwiazki [m], otrzymamy powyzsze

w punkcie 4 w postaci nastgpujacej .

. g =0
—al+8;=0; —fl{y,=0; op TV
g=0; f=0, d=0

R




. Stad . - ﬁ'éﬁsr_."ﬁ'dbv\"bdi’lié, % to r()zwiélzanié:fel:e'me_nt&l:ne jest pray ‘Pf’WﬂY?}} W‘:‘fnk@h r(:;—
"e:r'h'dokladnym. Poniewaz skladowe naprezenia sa albo’ lniowymi unkejami wepol:
ﬂm ;; albo sa réwne zeru, to réwnania ciaglogci odksztalees {130] sq spelnione i musimy
d“Y._?f;’taHZ riwnania réwnowagi [127] i warunki brzegowe [128]. Podstawiajac powyzsze
wigia };k;adowych naprezenia do réwnan [127] stwierdzamy, 7 réwnania te sg spelnione,

12
6, = 0; =0 y=- ng;g

Ostatecznic wyrazenia dla przemtieszezen prayjmuja postad

i tylko nie dzialaja st . Na powierzchni bocznej nie ma sit zewngtranych, a wa-
S eh; t:Yl'ko e leElh]Q‘Sl%}i maSOWG\ . P. ze dla powierzchni walcowej cos(Nz)=n=0,
E nki brzegowe [128], jesli 'tyiko wspomnimy, p |
Yogyz prowadzaja si¢ do réwnani .
L 0 = 7, cos (Nx) + 7,, cos (Ny) fo
W= e + 28 (o %) L _I__;.r:zypadku walca kolowege mamy réwniez

2E 2K 2K

N : - . . No) = = cos (Ny) = [d]
Zauwaiymy, Ze punkty na osi z posiadaja tylko przemieszezenia pionowe cos (Nx) = . Y r

we — 98 (1% — 2% Podstawiajac te wartodci i wyrazenia [b} na sktadowe napreZenia do‘ réwnania [c], mdzuny,
- e.iéwnanie to jest spelnione. Réwniez jest oczywiste, Ze dla preelkroju pop‘rze.cznego .mnego
i kolowy, dla ktdrego wyrazenia [d] przestaja b}c wa?:ne, s%&adowe naprQ’zI?ni}a [g} nie lz,pe}-
m]q warunkdw brzegowych [c] 1 rozwiazanie {a] nie moze’}')y‘c .z.istosowane. e bardziej skom-
likowane zagadnienia skreeania zostana rozpatrzone pézniej {por. rozdz. 11).

Inne punkty preta 2 powodu zwezenia

poprzecznego wykazuja nie tylko pionowe, ale réwnies
i poziome przemieszczenia, Linie,

kiére byly réwnolegle do osi z przed odksztalceniem,
beda nachylone do tej osi po odksztatceniu. Postaé preta po odksztalce- A

niu zostala zaznaczona na rys. 139 linia kreskowang. Przekroje poprzecs- T *
ne pregia prostopadle do osi z, po odksztalcenin zakrzywig sie do po-

wierzchni paraboloidy. Na prayldad punkty przekroju z=c, po odksatal-
ceniu bedg lezeé na powierzchni

§

‘Rozwazajac obecnie warunki brzegowe na koricach walu widzimyv, te sity s‘tyc'zne na p.c.y-
wietzchni musza byé rozmieszezone dokladnie w ten sam sposéb jak napr?zzma Ty 1 '1:%
w przekrojach poérednich wahu. Jedynie w tyn’.l p.rzypacﬂiu roz%:lald naI;eren any ‘_vyzizeo
niami [b] bedzie $cistym rozwigzaniem zagadnienia. Praktycz.me jednak zast?sowame g
rozwiazania nie egranicza sig do tych przypadkow. Z zasafiy Samt-’V‘enanta Ifzo,zerny wy“'rm(.)-
kowaé, z¢ w diugim skrecanym precie w dostatec?ne] odlegh?sm od‘ kon(.:ow I;&pr@za;a
‘zalera tylko od wielkodci momentu skrecajacego M, i praktycznie sa niezaleine od sposobu
pzmieszezenia sit pa kodcach.

2. g 72
Powierzchnia ta jest prostopadia do wszystkich podiuinych wiékien preta,
te 7a$ po odksztalceniu nachylone sa do osi z talk, ze ni
powato odksztalcenie postaciowe y,, lub y,.

87. Skrecanie waléw o stalym przekroju kolowym. Elemen- 1
tarna teoria skrecania waléw kotowych zaklada, ze naprefenia styczne Rys. 140
7 W kazdym punkecie przekroju Poprzecznego (rys. 140) sa prostopadte do
promienia 7 i proporcjonalne do jego dlugosci oraz do kata skrecenia jednostkowego 6 watu:

e budzie tam wysig- Przemieszozenia w tym przypadku moga by¢ znalezione w ten sam sposéb, jak w poprzed-

. Tl i wiezd ie A, co w poprzednim zadaniu,
im paragrafie. Przyjmujac te same warunki wigzéw w punkeie A4, pop |

najdziemy, ze

. u=—Oyz; v=~0xz; w=0

i'.(jznacza to, Ze preekrd] poprzeczny pozostaje plaski, a promien pozostaje prosty, co stanowi

zalozenie przyjmowane zwykle w elementarne] teorii skrecania. '
88. Czyste zginanie belek pryzmatycznych. Rozpat.rzimy bf:lkq' pgzmatycznci

Zginanq w jednej z jej plaszezyzn gléwnych dwiema rc:)wnynu i prztaclwme 8 ‘liro‘w.anirz;

‘parami sit M {rys. 141). Obierajac poczatel ukladu wspolrzednych w érodkn cigzkosei p‘ .

, T=0Gor [a]

gdzie G jest modulem odksztalcenia postaciowego. Rozkladajac to naprezenie na dwie skla-
dowe réwnolegle do osi i y, znajdziemy

T, — GOr- ﬁ:“_ — G

o / N N b)
,, e i J A
I s
¥ Z y—i 2
T = — G- 2~ gy @w“"‘f"/ "
f i &26%
Teoria elementarna zaklada rownies, je as .:!r:
0, =0,=0,=71,=0 Rys. 141
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kroju poprz ‘ 2yzne bvene] fnie zginani .
I pop Bc’znego oraz plaszczyzne xz — w gtéwnej plaszeayinie zginania a skladowe i
prezenia okreslone na podstawie elementarnej teorii zginania, mamy '
Ix

O‘Z:: R H

gdzie R jest promieniem krzywizny belki po zgieciu. Podstawiajac wyrazenia [a] dla skia.
fiowych naprezenia do réwnafi réwnowagi [127), ajdziemy, 7e réwnania te sq spelnione, -
jezeli nie dzialaja sity masowe. Warunki brzegowe [128] na boeanych powierzchniach belki?'
na kiérych nie dziataja sily zewnetizne, sa réwnies spelnione. Warunki brzegowe [128] ne:
koficach belki sadaja, aby sily powierschniowe byly rozmieszczone na koricach w ten sam spo-.3
s0b jak naprezenia a,. Jedynie przy tym warunku naprezenia [a] preedstawiajy $eiste rozwig-

zanie zadania. Moment zginajgcy M dany jest nastepujacym wyrazeniem

Extdd K
Mmfazxd/hfﬁ]{_.m I{y

w ktérym J, jest momentem beawladnodei przekroju popraccznego belki wzgledem osi obo-

jetnej, réwnoleglej do osi y. Z tego wyrazenia znajdziemy
I M
R EJ,
Jest to znana zaleznodé elementarnej teorii zginania.
Rozwazmy obecnie przemieszezenia w przypadku czystego zginania. Stosujac prawé
Hooke’a i zwigzli [2], otrzymamy zgodnie % rozwigzaniem [a]

- Jw X
; " TR [b]
= __,x & «
X % vR, ' S_,,——-?J/“:—?J"E [CI
Ju dv Ju  Aw G 1w

Tt T Ty O L]

Wykorzystujac te réwnania rézniczkowe i biorac pod uwage warunki zamocowania bell,
mozemy otrzymac przemieszezenia w ten sam sposéb, jak w par. 86.
Z réwnania [b] znajdeiemy

Xz

w == N +
gdzie w, jest wylgoznie funkejg x i ¥. Z drugiego 1 trzeciego réwnania [d] mamy
f{')i _ oz dwy v J,
9z R ax 9z oy
skad ’
R Sy S :
u——?R——z 2 —l—uo, ’U'—-_*Z‘ﬁ‘l‘ﬂo [e]

Tutaj Ug 1 U 0z04CZaja Nieznane funkeje %1 ¥, ktére zostana wyznaczone ponizej, Podstawiajac
wyrazenia [e] do réwnah [o], mamy

Mgy duy v 9%, J
—z 0y fHe W 0y T *
o T TTRY TRt g vy
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Ty = Oy = Tay= Tyu= Ty, = 0 '[a]"

te musza byé spelniohe dIa.'déwolne}'_-:wartoéci- z; stad -

g
E)'wom

ERca 5 Jy2

scalkowaniu
ya? xRy
o= £ v= =" fyl)
a}g@c fe] i {g] do pierwszege z réwnan [d], dostajemy

%y I (¥) Afolx) | wr
zé)xay— dy  éx +RMO

Zawwaziny, e tylko pierwezy wyraz tego réwnania zalezy od 2. Dochodzimy wice do

wriosk
Lonieczne jest spelnienie warunkow T

hi0), K

Iwy
Ay dx R

Indy
Réwnania te i rownanie [{] zadaja, zeby
: Wy= REX+ 1Y + p
2
py?
Al = SR THTY
o) == 1

: gdme m, i, P, &, P, ¥ sa dowolnymi stalymi. Obecnie dla przemieszezen otrzymarriy nast i

plijace wyrazenia

p— Z_Z vxz ._3_ T’J/z ..‘]‘. '.{>
o= oR mz SR 9R ay -+ y
q)ﬁﬁnz—lg%x—ow+ ﬁ

L e
w = b mx -t vy - p

State dowolne wyznaczymy z warunkdéw zamocowania. Przyjmujac, e punkt A4, érodek
ciezkosel lewego konea belki, jak réwniez element liniowy osi = oraz element plaszezyany xz
‘sg zamocowane, mamy dla x =y =z=0

Ju dw dv 0

gz 8z @

Warunki te sa spelnione, jesli przyjmiemy wartodci wszysikich stalych dowolnych réwne

w=v=10 =0,

‘zéru. Wiedy

, R’ "TR
W celu otrzymania linii ugiecia osi belld podstawimy do powysszych wyrazen [h] s =y = 0.

Wtedy

P o4
_y, fh]

=

z8 Mz?
ET

Jest to linia ugiecia, jaka znamy z elementarnej teorii zginania.

e — v=w=1{_0
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Rozwazmy teraz dowolny przekrdj poprzeczny z =

¢ wodleglodci ¢ od lewego kotica belk
Po odksztalcenin punkty tego przekroju beda leseé n

{ééo obliczonol) liczhg Poissona »: Jeieli gérna powierzchnig belki WYP01‘3'1"1]"3_'“:15r U .
a plaszezyinie

my na niej plytke szklang, to po zgigoin, pomiedzy plythq srklang i zakrzywiong po-
i bell, powstanie warstewka powietiza o zmiennej gruboscei. Grupoéc te mozna v
e sobemn optycznym. Wigzka éwiatla monochromatycznego, powiedamy zél-tego w

'gé;i?prostopa dta do plytki szklanej, bedsie cz¢dciowo odbijana od plytki, a czedciowo

tw=ct 5
Z=C4w=cd —-
R
» Z€ przy czystym zginaniu praekroj poprzecany porostaje plaski,
W teorii elementarnej, W celu zbadania odksztatees przekroju poprzec

ten. tak jak to przyjeto
Z1ego w jego plasa-

Tiosé éz‘czeﬁn}r powietrznej jest taka, 7e réznica pomigdzy droga dwdch promieni jest rtéwna
g czyinie, rozwaimy brzegi ¥ =+ b (rys. 141b). Po zgieciu mamy Os-)jrsfej liczbie dhugodei polfal danego éwiatta. Fotografia pokazana na rys. 142}3 pm?q'
; ) i ie hiperbol. : ‘
\\/ otrzymane iym sposobem warstwice o ksztalcie hiper '
\\/// S 1—%_ gﬂrziste zgiflanie plyt. Wyniki poprzedniego paragrafu moga byé zastosowane
A

z Brrzegi nachyla sig tak, jak to pokazano na rysunku linia kreskowang.

Pozostale dwa breegi przekroju po

Przecznego x =+ a beda przedsta:.
/;_ x wione po zgiecin réwnaniami '

Rys. 1424

Fmdatusta b (et g

Zginajq sie wige one wedlug parabol, ktére moina w przypadku malych odksztalcett z do-
stateczng dokladnodcia zastapi¢ przez luk kola o pronueniu Rfv. Rozwazajac gérny lub dolny
brzeg belki, widzimy, ze podczas gdy krzywizna tych hokéw po zgieciu zwrécona jest wypu-

iodfowa, ktérej krzywizna w plaszezyznach réwnoleglych do plaszezyzny xz jest réwrfa 1'/R,
“kierunku prostopadtym —#fR. Jesli & oznacza grubodé plyty, M; — moment zginajacy
ﬂie:siony do jednostki dlugodci na brzegach réwnolegtych do osi y oraz o

1A%

h=—15"

]és't momentem bezwladnoéei odniesionym do jednostki dlugoded, to wiedy zwiazek pomiedzy
.. 1,1 R, na podstawie poprzedniego paragrafu, przyjmie postaé
oM, M, ]
R EJ, E#

W przypadku gdy mamy zginanie momentami w flwéeh prostopadh‘rchl\lsier;r;k;d% ](‘?Ir{s
i 144«), krzywizny powierzchni ugiecia mozemy otrzymac przez sgper?ozyf:]q. 1143(: h/ p (1) i ias;z
beda krgywiznami powierzchni ugieeia w p}as-zczy.rznach oc‘ipomedmo réwno egh.(c S pc ml
“ezyzn ukladu wspélrzednych zx i zy; nastepnie mecl} M, i M, beda mor'n:aint:am:l g \ ja if "
‘na jednostke diugodci, dziatajacymi na brzegach réwnoleglych ()fipowm nio do osi ¥ 1 4,
‘ Wiedy, wykorzystujac wyrazenie [a] i stosujac vasade superpozycji, mamy

Rys. 1428

kiodcia do dolu w kierunku dtugodei belki, to krzywizna w kierunky Poprzecznym zwedcona
jest wypukloscia do géry. Warstwice tej powierzehni siodlowej pokazane s3 na rys. 142a.
Przyjmujac w pierwszym z réwnan [h], Ze & 1 u jest stale, znajdziemy réwnanie warstwic

2% — py? = const

1 12
e = ——— (M} — M)
| - Ry ERs (b}
Sa wiec one hiperbolami o asymptotach 1 12
= (M, — M)
7= py? =) R, En?
Z tego réwnania dostaniemy wyrazenie dla kata o (rys. 142a) .

: 1y 4. Cornu: ,Compt. rend®., tom 69, str. 333, 1869. Patrz réwnied R. Straubel: ,Wied. Ann®., tom 68,
s, 369, 1899,

1 .
gha = v %) Preyjeto, #e ugieeia sa male w pordwnaniu z gruboseig piyty.

DL Ty



Zﬁklafiamy, ze 1?101?[161’11’.)( 'sa dodatnie i powoduja ugiecie plyty wypukloécia do dotu. Roz-
wigzujgc réwnania [b] wzgledem M, i M, otrzymujemy -

3
M= g ()

T120-)\R, "R,
M=_i P, 1 i
TR A\ B T By

Dla malych ugieé¢ moiemy wykorzystaé nastepujace przyblizenia

1 QPw 1 2w
R, ™ 9’ R, 9°
Wtedy, oznaczajgc ' ’ ’
ER3 D
12(1—92) [135]
dostajemy
i Pw  Pw
My=—D (W + "‘93—2)

13
_ﬂ{[L—D 9210+ 3210 [ 6]
s Jy? Y oa?
Stala D jest nazywana plytowq sztywnoécig zginania. W szezegélnym przypadku zginania
walcowego plyty z tworzacymi réwnoleglymi do osi y, mamy 3%w/dy? =0 i z wyrazeh [136]
otrzymujemy

2
M,=— w
A2
[137]
2w
My=—»D 3

W przypadku szezegdlnym, gdy M;= M,= M, mamy
1 1 1

R, e B
..Tesif to kul.lste zgiecie plyty i zwiazek pomiedzy krzywizna i momentami zginajacymi z wyra-
zenia [c] jest nastepujacy ,

ER* 1 D+

M—pd—9 ®~ =& =

Wyniki te wykorzystamy w dalszym ciagn.

’ WYI‘.::!ZBH-JB. '[136] 83 uZywane w teorii plyt w przypadkach, gdy momenty nie sa roztozone
}"ownonu?rme: 1 towarzysza im sily poprzeczne oraz ciénienia powierzchniowe. W t);(‘.h warun-
kach mozna je wyprowadzié z ogélnych réwnan rozdz. 9 jako przyblizenia, wazne w przy
padku cienkiej plyty. W podobnym stosunku do siebie pozostaja réwn‘éﬁ'{ 51 .
elementarna teoria zginanial). T - i

1 G
) J. N. Goodier: ,Trans. Roy. Soc. Can®., 3 seria., sekcja ITI, tom 32, str. 65, 1938.
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ROZDZIAL 11

SKRECANIE

90. Skrecanie pretéw pryzmatycznych. Pokazaliémy juz w par. 87, ze dcisle roz-
wigzanie zagadnienia skrecania walu kolowego otrzymamy przy zatozeniu, ze przekrdj po-
przeczny preta pozostanie plaskii obraca sig w czasie skrecania bez znieksztalcenia. Teoria ta,
rozwinieta przez Coulombal), zostala nastepnie zastosowana przez Naviera?) do pretéw pryz-
matycznych o przekrojach niekolowych. Stosujac powyzsze zalozenie, Navier doszedl do
blednych wnioskéw, ze przy danym momencie skrecajacym kat skrecenia preta jest odwrot-
nie proporcjonalny do biegunowego momentu hezwladnoécl przekroju poprzecznego oraz,
7e maksymalne naprezenia styczne wystepuja w punktach najbardziej oddalonych od érodka
ciezkosci przekroju®). Latwo sprawdzié, ze powyzsze zalozenie pozostaje
w sprzecznoicl z warunkami brzegowymi. Wezmy dla przykladu pret
o przekroju prostokatnym (rys. 145). Z zalozenia Naviera wynika, o &
e w kazdym punkcie 4 brzegu naprezenie styczne powinno dziataé "
w kierunku prostopadiym do promienia 0A. Rozkladajac naprezenie A
to na dwie skladowe 7, i 7,, widzimy, Ze na element powierzchni bocz- ¥
nej preta w punkcie A4 drialaloby uzupelniajace naprezenie styczne 7, Rys. 145
(por. str. 21), co jest sprzeczne z zalozeniem, ze na powierzchni
bocznej preta mie dzialaja zadne sily zewnetrzne, a skrecanie jest wywolane parami sif,
przylozonymi na koncach preta. Proste doéwiadczenie z pretem prostokatnym przedsta-
wionym na rys. 146 pokazuje, Ze przekréj poprzeczny preta nie pozostaje plaski w czasie
skrecania i ze znieksztalcenia prostokatnych elementéw na powierzchni preta sa najwieksze
w érodkach bokéw preta, tzn. w punktach, kiore sa najblizsze osi preta.

Prawidlowe rozwiazanie zagadnienia skrecania pretow pryzmatycznych parami sil przy-
lozonymi na koricach pochodzi od Saint-Venanta®).

Zastosowal on tak zwana metode polodwrotng, polegajaca na tym, ze na poczatku przyjat
pewne zalozenia, dotyczace odksztalcenia skrecanego preta i udowodnil, ze stosujac te zato-
#enia mozna spelnié réwnania réwnowagi [127] i warunki brzegowe [128]. Nastepnie z jedno-
snacznodci Tozwiaza réwnan teorii sprezystosei (par. 82) wynika, ze poczatkowe zalozenia
sa prawidlowe i ze olrzymane rozwigzanie jest 4cistym rozwigzaniem zagadnienia skrecania.

Rozwazmy pret pryzmatyczny o dowolnym przekroju poprzecznym, skrecany parami
sit praytozonymi na koricach (rys. 147). Kierujac si¢ rozwiazaniem dla watu kotowego (str. 226),

1) Histoire de Vacadémie®, 1784, str. 229—269, Paryz, 17873

2) Navier: ,,Resumé des legons sur Vapplication de la mécanique®, 3 wyd., Paryz, 1864, wydane przez Saint-
Venanta.

3) Wnioski te sa prawidlowe dla cienkicj warstwy sprefystej wycigtej z preta dwoma przekrojami i utwierdzo-
nej miedzy doskonale sztywnymi tarczami, Patrz J. N. Goodier: ,J. Applied Phys®,, tom 13, str. 167, 1942.

4) ,,Mém. savanis étrangers®, tom 14, 1855. Patrz réwniei uwaga Saint-Venanta do ksiazki Naviera, loc.
Gt i I. Todhunter i K. Pearson: . History of the Theory of Flasticity®, trm 2.
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