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Definicja preta

Lokalny uktad wspotrzednych
zwigzany ze $rodkiem ciezkosci

przekroju /7 Os preta
Srodek z A(S)

ciezkosci
figury

Figura
ptaska

Pret to bryta, ktora powstaje w wyniku przesuwania figury plaskiej
(przekroju poprzecznego) wzdhuz linii prostej lub zakrzywionej

(osi preta) tak, by srodek cigzkosci figury zawsze pozostawal na tej
osi, a ptaszczyzna figury byta do niej prostopadta.

Jesli figura ptaska nie obraca si¢ w trakcie
przesuwania, to jest to pret pryzmatyczny, jesli
dodatkowo nie zmienia si¢ ksztalt i wymiary figury to
jest to pret o stalym przekroju.




Sily wewng¢trzne w precie

Warunki
podparci Lokalny uktad '
wspotrzednych przekroju
zwigzany z jego osiami

centralnymi

Myslowe przeciecie
prostopadte do osi preta

Sktadowe wysitku przekroju:

Obcigzenie F2 N - sita normalna

zewnetrzne T,, - sktadowa sity thacej

y
TZ - sktadowa sity tnacej

Fl |\/|S — moment skrecajgcy

|\/|y - sktadowa momentu gngcego

M, - sktadowa momentu ghacego
F3 z

Funkcje rozktadu sktadowych wysitku przekroju w konstrukcji pretowej wzdtuz kolejnych
pretow bedziemy wyznaczac z réwnan réwnowagi myslowo wycietego jej fragmentu
odpowiednig ptaszczyzng myslowego przeciecia



Zasada de Saint Venanta

o=p Oo=p o=p p=F/A
'g = E > Rozwazmy cienkg tarcze prostokatng
E = = | F umocowang jednym koncem i obcigzong
= = g |, | rownomiernie na przeciwlegtym brzegu
— = = sitg rozciggajaca F
s E =
= = = 1.

F Jezeli na pewien niewielki fragment ciafa
sprezystego dziatajg dwa rozne, ale statycznie
rownowazne obcigzenia, to w odlegtosciach
duzych w poréwnaniu do gabarytu tego
fragmentu powstajg praktycznie takie same
stany naprezenia i odksztatcenia.
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Zasada de Saint Venanta

Przedziaty stosowalnosci modelu preta do rzeczywistych elementéw obcigzonych sitami wzdtuznymi.

Nierdwnomiernosc¢ rozktadu naprezen o obserwujemy w przypadku raptownych zmian
przekroju, tzw. karbdw (np. raptowne zwezenia lub otwory).

Nierdwnomiernosc¢ ta ogranicza sie do otoczenia karbu (zakratkowane obszary), w ktorych
nie mozna stosowac prostych wzorow WK.

Wzory analityczne WK mozemy stosowac poza zakratkowanymi obszarami.

IS,

Zasada de Sait-Venanta pozwala na idealizacje w budowie prostych modeli obliczeniowych
dla roznych elementow konstrukciji.



Prety rozciagane i sciskane

W modelu preta idealnego obcigzonego sitami wzdtuznymi zaktadamy rownomierny rozktad naprezen
normalnych w catym przekroju myslowego przeciecia

A;

/7 /_A1 p

v

L

= PIA
N(x) © ' P

—]
— —

Rzeczywiste prety wykazujg odstepstwa od tego modelu w takich obszarach jak miejsca wprowadzenia
sity, miejsca skokowej zmiany geometrii przekroju, utwierdzenia, strefy kontaktu. Zgodnie z zasadg de
Saint Venanta, model preta idealnego jest stuszny poza takimi obszarami

zmiana geometrii

y / przekroju
W boe e e poprzecznego P
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Podstawowe zaleznosci dla pre¢ta obciazonego silami osiowymi

Rozwazmy model preta prostego poddany dziataniu sit osiowych
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Interesujgcg nas zmiennosc¢ sity normalnej wzdtuz dtugosci preta wyznaczymy analizujgc rownowage myslowo odcietego
fragmentu preta. Musimy przy tym rozwazy¢ kilka my$lowych przecie¢ stosownie do charakteru zmiennosci funkcji N(x).
Dla przyktadu wyznaczmy réwnowage fragmentu preta po dokonaniu myslowego ciecia w przedziale x (l,, |5).
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Konwencja dodatniego
znaku sity normalnej
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Obie czesci preta przecietego ptaszczyzng myslowg sg w stanie rownowagi. Poszukiwang wartosc sity normalnej N(x)
znajdziemy analizujgc réwnowage na kierunek x jednej z tych czesci. Jak wida¢ analiza rownowagi cze$ci na prawo od
przeciecia nie wymaga znajomosci reakcji w miejscu utwierdzenia. Zapiszmy dla niej rownanie réwnowagi sit w rzucie na
o$ x. Warto zauwazy¢, ze o ile zwrot sity normalnej N(x) przyjeto jako dodatni (rozcigganie) to w rownaniu rownowagi sity
przyjmujg znaki, jako wektory, zgodnie ze swoim zwrotem wzgledem osi x. Mamy zatem:

—N(x)+r3q(s)ds—P=O

X




Podstawowe zaleznosci dla pre¢ta obciazonego silami osiowymi

Podobnie postgpimy we wszystkich przedziatach:

A(x)
N
dlaxe(l;,L): — N(X)— P ZO M:L
X >
I3 N( ?(X) \ a(s)
- _ — X P
diaxel,, Iy) : N(X)JFL q(s)ds—P =0 — T e—
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Mozemy tez wyznaczyc¢ reakcje utwierdzenia:

—R+["q(s)ds-P=0 — =7 je—

s RPIE

Wyniki przedstawiamy w postaci wykresu rozciaganie

rozktadu sity normalnej wzdtuz osi preta sciskanie
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Podstawowe zaleznosci dla pre¢ta obciazonego silami osiowymi

W praktyce interesuje nas intensywnosc sity

na jednostke pola przekroju, czyli naprezenia:

Na skutek jednowymiarowego stanu naprezenia
pret dozna odksztatcen, ktore mozna policzy¢
z prawa Hooke’a

s()=2, == (0, -v(o, + )

#

Istnienie odksztatcen wskazuje na sktonnosc¢
preta do wydtuzania. Mozemy wyznaczy¢ funkcje
przemieszczen catkujgc funkcje odksztatcen:

u(x)= jxg(x)dx
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N(X)

o(X)

g(X)

u(x)

rozcigganie
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Rozktad wzdtuz dtugoSci preta: sity normalnej N(x),
naprezenia normalnego o(x), odksztatcenia &Xx) i
funkcji przemieszczen u(x)

Wyniki analizy mozemy przedstawi¢ zatem na wykresach:

$ciskanie

Przemieszczenie

}/V korica preta




Energia sprezysta preta obciazonego silami osiowymi

Stan naprezenia
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dx

Prawo Hooke’a

Energia sprezysta rozciggania:

dU = %a(x) g(x) dV

)
j o’ (%) A dx
0 E

1
U= 3

U=lle2(x)
), AE

dx




Pierscien kolowy

Pierscien kotowy o promieniu R i polu przekroju A, obcigzono wydatkiem q

Znalez¢ site i naprezenia w pierscieniu

Roéwnanie sit na kierunek x:

quﬁ—ZNsin%=O

~ df
-2

Sita w pierscieniu:

— N=gqR

Naprezenia w pierscieniu:




Kratownica

Kratownica — sklada si¢ z pretow
prostych potaczonych na koncach
(w weztach) przegubowo
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Kratownica — sposéb rozwiazania

Dane: P, a, EA=const

N1-3

Metoda weztow




Zadanie 6.1

Pret o skokowo zmiennym polu przekroju poprzecznego obcigzony zostat uktadem sit. Znalezé: N(x),o(x), &X) i u(x)

/7 Py Dane:

P,=10 kN, P,=2 P,
Ai=lcm?, A,=2 A
L=1m, E=2-10°MPa

e

L
FrrmrRT ~N(x)+PR, =0 N(x)=P =10kN
N(X) Py a(x)=—NA(&X) o(x)= iggr?]?nl\lz =100MPa
X
| -8 [ 2 s
dlaxe (4L, BL): ~N(x)+P, =0 N(x)=P,=10kN
P N(x 10 000N
N(x) 1 G(x): —A(~2 ) J(X): 00mm? =50MPa
X — 50MPa ]
(0= Jol0)= 5 T s =02510°
dlaxe(0,4L): ~N(x)+P-P,=0 [N(x)=P,—P,=—10kN
P —
e s 0 0 sy =S
R
£(x)= ? £(x) = % ~-0,25-10"°




Zadanie 6.1 (c.d.)

Wyniki analizy przedstawiamy na wykresach:
N(x) 4 dlaxe (%L, L): N(x)=10kN
N 10
k] 7 o(x)=100MPa |£(x)=0,5-10"
U X
10 100 dlaxe (%L, %L): N(X)=10 kN
[M%(;‘]) 50 o(x)=50MPa  &(x)=0,25-10"
- < X dlaxe(0,%L):  N(x)=-10kN
0.5 o(x)=-50MPa  &(x)=-0,25-10"°
e09 1 0,25
[ o] Wyznaczenie funkcji przemieszczen:
S 0.25 X u(x)= _[O g(x)dx
qo025 | 9@x€O@. AL ()= ["s(x)x |u(x)=-0,25-10"-x
u(% L)=-0,25-10" - 250mm = —0,0625mm
U(x) S r— X
[mm]I SEUG (LS, ) u(x):u(%L)JrLLg(x)dx
|WMLL@MJLUJUWW X |u(x)=-0,0625+0,25-10"-(x—} L) |
0,0625 u(:L)=-0,0625mm +0,25-10°° -250mm =0

dlaxe (%L, L): u(x)=u(? L)+.[;Lg(x)dx

Funkcja &(x) jest pochodng funkcji u(x) ! u(x)=0+05-10° (x—1L) éu(L)=0,5-10‘3-500mm — 0,25mm




Zadanie 6.2

Na jakag gteboko$¢ mozna opusci¢ winde zawieszong na stalowej linie jesli naprezenia dopuszczalne wynoszg k,=50 MPa?

Wyznaczy¢ catkowite wydtuzenie liny.

Réwnanie réwnowagi na 0$ x:

Naprezenia normalne:

Odksztatcenia:

;///
S

A —

Ciezar
liny

—
O

Dane: Q =6 kN, A=2 cm?,g=9,81 m/s?, E =2-10° MPa , p=7,8-10% kg/m3

N(X)-Q-G=0 — N(X)=Q+pgAX ||  wWarunckbezpieczenstwa:
_NKx) _Q Q
o(x)= A(X) U(X)—KJF/?QI'X O-max_z+pg'|— Skr
_o(x) _Q  pg-x
elx)= E(x) — o= AE E | < ki A—Q
X A X IO gA
O max é ---------------------------------------
= 1 _ 50, -200mm? - 6000N
Myslowe = - 3 k m 4.2
prz):aciecie @ 7,810 %9,81?210 m
4 N(x) E gV
= L na = 261M
X %
N(X) oK)
[kN] [MPa]




Odksztatcenia: _ O-(X) _ Q p9-X
g(X) E(x) - g(x) AE + E
X 2
Wyznaczenie funkgji przemieszezen: | ;(x)= [ e(x)dx|  u(x)= ( Q +pg.xjdxé ulx) = Q-X+pg-X
I L e
. 12 : 7800%9.9,81m.(261mY’
au—u(L)= L, poL _ G00ON.zolm  TO7H, Sl( ) ~0,052m =5,2cm
AE  2E  2:10"m®.2.10" N 2-2-10"
%
// X a X X
%E@ Omax Au
7
A — =
Myslowe E
przeciecie @ &
L 4 N(x) E
g _ =
Ciezar
li?ly o T
G X
| N |
[ N(x) o(x) U (x)
1 [kN] [MPa] [m]
Q Q




Zadanie 6.2 (rozwiazanie alternatywne)

Postuzymy sie pojeciem wydatku obcigzenia

W Rownanie réwnowagi na o$ x:

ac
l — (=const q(x) = dx = pgA x
(wydatek obcigzenia) N(x) — j CI(X) dx — Q =0
| d
1 N N@)=Q+q x
l MyéIQW(_e
l l przeciecie —_— N(X) — Q + pgA x
l X
'l' (Dalej tak jak poprzednio)
\/
'Q Q



Zadanie 6.3

Pret osadzony na wale wiruje z predkos$cig katowg . Jaka jest dopuszczalna warto$¢ @, ., ?

Dane: R, =0,5m, R, =1 m, A- dowolne , p=7,8-10% kg/m3, R,= 240 MPa, n,=2

Rownanie rwnowaginaosr:  _ N(I‘)+TdB=O —_— N( ):J'

Naprezenia normalne: O-(r - N(r)

— rad
C()max = 203@

Rimax=g Omax=1939 2~

min



Zadanie 6.3 (rozwiazanie alternatywne)

Postuzymy sie pojeciem wydatku obcigzenia

Réwnanie réwnowagi na os r:

dB
q(r) = — = w?pAr

Ry

—N(r)+jqu=0

q(r)

(wydatek obcigzenia)

N(r)=1w?p A(R?—r?)

(Dalej tak jak poprzednio)



Modyfikacje zadania 6.3

_ (Rz 2
Z réwnania réwnowagi na o r: N(r) = fr ‘w5 p A(S)

o(r)= N

A

Naprezenia normalne:

o(r) - N :
E(r) rzemieszczenia: | u(r) = ng(r) dx

Odksztatcenia: e(r) =




Zadanie 6.4 Rozwigza¢ kratownicg plaska
P Dane: P, a, EA=const 1 P

X
1 N1-3
i Metoda weztow
N1-2

ZFX=0
ZFzzo

Wyznaczenie reakciji:

N,_,+ N,_3 cos45°=0
P+ N,_5; sin45°=0

N;_5 - N,_3 cos45°=0
—P — N2_3 sin 45° — N3_4_ =0

N;_3=0
N;_,=0

N2_4: 1/Zl:)
N2_3:_1/2\/7P

N3_5: _]/ZP
N3_4: _]/ZP




Zadanie 6.4 (Przedstawienie wynikow)

P

Przebieg sit normalnych
w pretach kratownicy

N;_3=0
N;_,=0

o1

N,_3=—Y2\/2P

N3_4: _]/ZP |td

P/2




