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Podstawowy materiat do tego wykfadu zawarty jest na stronach 18-24 w skrypcie
ComputationalFluidDynamics_LectureNotes.pdf.

https://meil.pw.edu.pl/za/ZA/Courses/MOMPy

Prosze o zapoznanie sie z:

- pojeciem zgodnosci (consistency) i rzedu aproksymacji (order of approximation) — rozdziat
9.1

- technika konstruowania schematu réznicowego dla pochodnej centralnej drugiego rzedu
(rozdziat 9.2.1) i pochodnej pierwszego rzedu (rozdziat 9.2.2) — schemat jednostronny

- nalezy zapamietad rozwiniecie funkcji w szereg Taylora (to bedzie potrzebne na egzaminie).

Na poprzednim wykfadzie w dn. 10.03.2020 przedstawiona zostata metodyka konstruowania
schematow réznicowych dla pochodnych dowolnego rzedu doktadnosci, na potrzeby
dyskretyzacji i pdzniejszego rozwigzania (w sposéb przyblizony) réznego rodzaju réwnan
rézniczkowych.

W ramach niniejszego przedmiotu réwnania rézniczkowe bedg nam stuzyé do opisu
procesow cieplno-przeptywowych. Istnieje jednak wiele innych zastosowan tej techniki w
fizyce, matematyce itp. Warto o tym pamietaé, bo metody przyblizone pozwalajg na
uzyskanie rozwigzan réznego rodzaju zagadnien, bez koniecznosci siegania do rozwigzan
analitycznych (doktadnych), ktére nie zawsze sg dostepne (patrz réwnania Naviera-Stokesa).

W ramach niniejszego wyktadu bedziemy zajmowac sie rozwigzaniem prostego,
modelowego, zagadnienia. Metoda ta moze byé w przysztos$ci zastosowana do rozwigzania,
(w sposéb przyblizony), réwnania konwekcji-dyfuzji z cztonem zrédtowym, czy réwnan
Naviera-Stokesa.

Zadanie 1. W pierwszej kolejnosci warto rozwazy¢ konstrukcje schematu réznicowego dla
pochodnej pierwszego rzedu. Pochodng oznaczamy symbolem u’.
Proponujemy schemat w postaci :
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Rozwijamy skfadniki uj.1i uj+1 w szereg Taylora. Otrzymujemy:
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uj = uj tego sktadnika nie musimy rozwija¢, ale zapisujemy dla porzadku (3)
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Zapis ‘h.o.t.” oznacza wyrazy wyzszego rzedu (higher order terms). Wstawiamy rozwiniecia

(2-4) do Rown. (1) i otrzymujemy po przeksztatceniach :
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W Réwn. (1) mamy trzy niewiadome, o, 3 i y. Potrzebujemy wiec trzech réwnan, aby méc
wyznaczy¢ nieznane wartosci wspotczynnikow a, 3 i y. Rdwnanie (5) mozna réwniez zapisac
w postaci ogdlnej

D(u) = Dy (u)+Ep (u) (6)
lub w postaci

Ep,(u) = ®(u)- @, (u) (7)

gdzie (w tym przypadku): ®(u) =U3, CDh(u) - to bedzie dyskretna reprezentacja
pochodnej pierwszego rzedu (pdki co jeszcze jej nie znamy), ktéra powstanie ze sktadnikow
na prawej stronie Réwn. (5), natomiast Eh (u) to bedzie btad (tego tez na razie nie znamy ).

Rown. (7) pokazuje ze btad jest tym mniejszy im dyskretna reprezentacja pochodnej (opisana

sktadnikiem q)h(u)) najlepiej opisuje jej dokfadng posta¢ w punkcie x; : (D(u):u3 :1-u3.

Wspdtczynniki w réwn. (5) musimy wiec tak zdefiniowac, aby btad Eh (u) w réwn. (7) byt

jak najmniejszy. Najlepszym sposobem na ‘wyzerowanie’ btedu jest wyrugowanie, krok po
kroku, sktadnikdw na prawej stronie réwn. (5). Rozpoczynamy od sktadnikdw wiodacych,
czyli tych ktére sg proporcjonalne do uj (do h°), (wyrazy w pierwsze;j linii po prawej w réwn.

5), nastepnie eliminujemy sktadniki proporcjonalne do U} (do h?) (wyrazy w 2 linii w réwn. 5 i



wyraz po lewej stronie !), proporcjonalne do u}' (wyrazy w 3 linii w réwn. 5) i itd. Wyrazy

proporcjonalne do uj s tylko na prawej stronie réwn. 5 (nie ma odpowiedniego wyrazu po

lewej stronie czyli inaczej méwigc po lewej stronie mamyOuj). Aby skfadnik, w pierwszej linii
po prawej stronie réwn. (5) wyrugowaé, to Uj(OL+B+'y)=OUJ- =(0. Rozwiazanie tego
réwnania wymaga (zakfadajac, ze u; jest niezerowe) aby (OL+B+y)=O. Mamy pierwsze
rownanie. Wyrugowanie sktadnikéw proporcjonalnych do u} w réown. (5) wymaga spetnienia
réwnania u} (—och +yh) = 1.u3 . Zaktadajac ze u} jest niezerowe, spetnienie tego réwnania

wymaga aby (—Och+'yh)=1. W ten sposéb mamy drugie réwnanie. Rdwnanie trzecie

uzyskujemy przyréwnujgc do siebie odpowiednie sktadniki proporcjonalne do u}' w réown.
h>  h?

(5). Mamy wiec: a?+y? =0. Itd. Warto zauwazy¢, ze w ten sposéb mozemy

sformutowaé dowolng liczbe réwnan. Ale tak naprawde tutaj potrzebujemy tylko 3. Mamy
wiec:

(a+[3+y):0 (8)
(—och+yh): 1 (9)
a;ﬂ(g =0 (10)

Rozwigzanie réwn. (8), (9) i (10) daje: o = —% , B =0, vy= % . Wprowadzajac te

wspotczynniki do schematu (1) otrzymujemy

(11)

Teraz pojawia sie pytanie jaki jest rzad wzoru réznicowego danego zwigzkiem (11) i jaki jest
wiodacy sktadnik btedu. Aby to oszacowaé¢ musimy wstawi¢ rozwiniecia (2-4) do réwn. (1)
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przyjmujac ()L:—%, B=0, y=% i wprowadzi¢ te zwigzki do réwn. (7). Bfad

Eh (U)wynosi:
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Pierwsze 7 sktadnikéw na prawej stronie réwn. (12) zeruje sie. Oznacza to, ze wspodtczynniki,
o, B iy zostaty poprawnie wyznaczone. Btagd wynosi:
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E, (u) = hZu}”+ h.o.t. (13)

h2
Sktadnik Zu}" w réwn. (13) to wiodacy sktadnik btedu. Sktadnik ten proporcjonalny jest do

h2. Oznacza to ze wzdr réznicowy (11) jest wzorem drugiego rzedu doktadnosci. W réwn.
(13) wystepujg tez sktadniki btedu proporcjonalne do h® h? itd (oznaczone h.o.t.). Ale sg one
mniej znaczace, bo ogdlnie dla matej wartosci h (h=0.01 lub mniej) wyrazy podniesione do
potegi 3i4 h (h¥h?*)iwiekszych s3 mniej znaczgce od sktadnika proporcjonalnego do 2 (h?).

Zadanie 2. Teraz mozemy zajgé sie rozwigzaniem nieco bardziej ztozonego zagadnienia. Dane
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Nalezy znalez¢ mozliwie najbardziej doktadng aproksymacje pochodnej trzeciego rzedu u}"i
pokazaé rzgd wzoru réznicowego. Wzér réznicowy dany jest wiec zwigzkiem:
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Mamy 4 nieznane wspétczynniki o, 3, v i 6. Rozwijamy wartosci funkcji w szereg Taylora lub
zapisujemy tj. poprzednio

u, =u, (15)

2 h3 4

h .
=u. + hu} + ?u’.’ +—Uu"+—uY +hot. (16)
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W przypadku ostatniego sktadnika we wzorze (14) stosujemy podstawienie u}_l = gj_1 i

rozwijamy funkcje g w szereg Taylora
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Co daje po wprowadzeniu podstawienia
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hu}'+—u’.”——u'." +—u’Y +ho.t. (19)
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Rozwiniecia (15-17) i (19) wprowadzamy do wzoru (14) i definiujemy 4 réwnania wg. reguty
przedstawionej powyzej:

a+pB+y=0 (20)
Bh—3yh+8=0 (21)
h?  9h?
—B+—vy-06h=0 22
2B Y (22)
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Rozwigzanie uktadu réwnan (20-23) daje:
3 3 3
a=0,p=—,y=——,0=—— (24)
8h? 8h? 2h?

W?zér aproksymacyjny dany jest wiec zwigzkiem

u"’—iu _iu _iu' (25)
Btad Ej, (U) wynosi
E, (u) = ‘(I)(u) —d)h(u)‘ = u}”—(auj + BujJrl YU 5+ éSuj_1 )‘ =
(26)
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jest pierwszego rzedu doktadnosci bo mamy h?! przy wiodacym sktadniku btedu w réwn.

(26).

w1 3 38 3 . .
Sktadnik uj h — jest wiodgcym sktadnikiem btedu. Aproksymacija (25)




