WYKLAD 4
ELEMENTY TEORII WARSTWY
PRZYSCIENNEJ - CZESC 1




Pojecie warstwy przysciennej w plynie. Rownania Prandtla

y U=U(x)
u=u(x,y) .
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Warstwa przyscienna (WP) — warstwa plynu przylegajaca do powierzchni optywanego ciala,
charakteryzujaca si¢ wielkimi wartosciami poprzecznego gradientu predkosci. W obszarze
warstwy przysciennej dynamiczne efekty zwigzane z lepkoscig sg tego samego rzedu do efekty
bezwtadnosci ptynu.

Generalne zalozenie - WP jest cienka (w poréwnaniu z charakterystycznym rozmiarem

o
ciala w kierunku gléwnego przepltywu), czyli o << L lub N <1.

Przedstawimy teori¢ WP zaproponowang na poczatku ubieglego stulecia przez Prandtla. Idea
opisu matematycznego w WP polega na uproszczeniu ogolnych réwnan dla (niescisliwego)
ptynu lepkiego.




Zapiszmy rOwnania opisujace dwuwymiarowy stacjonarny przeplyw cieczy newtonowskiej ...

uou+vd u=-+0,p+v(0,u+0d, u)

yo,
uov+vo,v=-+0,p+v(0,L+0,0)
ou+o,v=0

Ruch z warstwie przysciennej jest |’prawie rownolegly”. Generalnie, oczekujemy, ze sktadowa
predkosci rownoleglta do Sciany jest duzo wigksza niz skladowa normalna. Oznaczmy
U =U(X) przebieg predkosci rownoleglej do Sciany na zewngtrznej granicy WP (czytaj: na
tyle daleko, ze mozna uzna¢ U za predkos¢ zewnetrznego strumienia ptynu). Mozemy przyjac,
ze w oplywach powierzchni nosnych mamy typowo U ~U_, gdzie U_ to predkos¢ pltynu w
strumieniu niezaburzonym (daleko od ciata)

., Wyskaluymy” wielkosci wystepujace w rOwnaniu ruchu dla kierunku X ...

u~u_ 6Xu~U—°° , 8u~U°°:U°O£>>5Xu
L ’ o L o
U o

Z rdwnania cigglosci mamy o.u ~ (3yU = ayU ~ TOO = L~ EUOO <U_




Wobec tego, oszacowanie wielkosci réznych sktadnikow w rownaniu ruchu na kierunek X
przedstawia si¢ nastepujgco

—_1
uou+ volU =-=0,p+v(0,U+0,U)
Uz u,suU, U2 U, U,
L T oL L* 5

Zauwazmy, ze pierwszy ze sktadnikow w cztonie lepki jest zaniedbywalnie maty w porownaniu
Z drugim

Ol ~ (£)°0,,u<d,u

W obszarze WP, dominujacy sktadnik lepki musi by¢ tego samego rzedu co skladniki w
pochodnej konwekcyjnej (bezwladnosciowe). Mamy zatem

vo u~—2 = y—=~ — ~
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Wynika stad, ze wzgledna grubos¢ (Srednia) WP jest zwigzana z liczbg Reynoldsa
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Przyklad: Oszacujmy ($rednig) grubos¢ WPdla L=0.5m ,U_=501,v=10"10- .

I . :M: . 6 ~ 1 ~ I
Otrzymujemy: Re=22%=2510" = ¢ TS L ~0.63mm (1)

Jak widzimy, oczekiwana grubos¢ WP jest naprawde matal

Rozwazmy r-nie ruchu w kierunku poprzecznym y. Latwo zauwazy¢, ze wszystkie sktadniki sg
mniejsze niz analogiczne w réwnaniu na kierunek X 0 czynnik 6/L < 1, tj.

uou+vou=--0p+vo, U, O(%)

~_ 1 Uz ¢
uopv+vov~--0,p+vo,L , O(F {)




Skoro wszystkie sktadniki kinematyczne w rownaniu dla kierunku y sg male to poprzeczny
gradient cisSnienia 5y D ~ 0, tj. ciSnienie w poprzek WP jest w zasadzie niezmienne i réwne

wartosci na zewnetrznej granicy WP. Poza WP przeptyw moze by¢ uznany za potencjalny
(bo efekty lepkie poza WP maja pomijalne znaczenie). Wobec tego do wyznaczenia rozktadu
ciSnienia wzdluz zewngtrznej granicy WP mozna wykorzysta¢ roOwnanie Bernoulliego, a
mianowicie

p,+1pUZ =p(x)+1pU%(x)

Po zrozniczkowaniu wzgledem X otrzymujemy
—5 P'(X)=U(X)U'(x)

Po podstawieniu do (uproszczonego)rownania ruchu w kierunku X otrzymujemy RoOwnanie
Prandtla dla warstwy przysciennej (laminarnej)

uo,u+vo,u=U(x)U’(x)+voy,u

Dotaczamy do opisu rowniez r-nie ciggtosci

oxu+0o,v=0




Dla powyzszych rownan formulujemy nast¢pujace warunki brzegowe na brzegu optywanego
ciala 1 w ,,dalekim polu™

u,v

sciana

=U,0(x,0)=0 ,  limu(x,y)=U(x)

Z matematycznego punktu widzenia, réwnanie Prandtla jest rownaniem rézniczkowym
czastkowym typu parabolicznego (tak jak np. rOwnanie przewodnictwa ciepta). W roli
,,pseudo-czasu” wystepuje tu wspotrzedna X. Wynika stad koniecznos¢ zdefiniowania ,,warunku
poczatkowego”, czyli okreslenia profilu predkosci w ,,poczatkowym” przekroju warstwy

przySciennej, odpowiadajacym pewnej wartosci X = X,

U(Xo’ Y) — uo(Y)

Rozwigzanie problemu poczatkowo/brzegowego dla uktadu ztozonego z r-nia Prandtla i r-nia
cigglosci — zwykle otrzymywane na drodze obliczen numerycznych — polega zatem na

wyznaczeniu rozktadu predkoSci w obszarze polozonym ,,nizej z pradem” czyli dla X > X,.

Zauwazmy, ze numeryczne] ,rekonstrukcji” przeptywu w WP nie mozna rozpocza¢ od
faktycznego jej poczatku (przedni punkt spigtrzenia), bowiem poczatkowa grubos¢ WP jest
rowna zero i profil U,(Y) jest nicokreslony. Okazuje si¢ jednak, ze w bliskim otoczeniu tego
punktu mozna postuzy¢ si¢ przyblizonym rozwigzaniem analitycznym (pomijamy szczegoty).




Samopodobne rozwigzania rownania Prandtla

Dla szczeg6lnych przypadkéw przebiegu funkcji U =U (X) rownanie Prandtla posiada tzw.

rozwigzania samopodobne. Rozwigzanie r-nia Prandtla nazywamy samopodobnym jesli
rozktad predkosct w WP moze by¢ wyrazony przez funkcje tylko jednej, specjalnie dobranej

Y
S(x)

Poniewaz rozwazany przeplyw jest dwuwymiarowy, wygodnie jest uzy¢ funkcji pradu.
Zaldzmy, ze funkcja ta ma postac

v (%) =U (0)(x) f[5551=U ()S(x) F[1(x, )]

zmiennej 77 =

Obliczmy wynikajace stad sktadowe pola predkosci:

u(x,y)=0,w(x,y) =U(x)6(x) tIn(x,y)lo,n(x,y) =

U (x)5(x) f T y)]% —U(X) F (0 Y]




(X, y) = =0, (X y) =-U'(x)5(x) f[n(x, )] -U (x)6"(x) T [n(x, y)] +

U030 FTr(x y)] fsf'((xx))

Obliczmy dalej odpowiednie pochodne ...

2,u(x, ) =U'(x) f Tn(x, Y)]-U () f T (x, )] y; '((;))
5.u(x,y) = % oG] 0, u(X,Y) = ;J((XX)) (% V)]

Po podstawieniu do lewej strony rownania Prandtla otrzymamy

£=udu+vd,u=U)U'(x)f"[n(xy)]-

U U FIn(x YT T vl -U2(x) ‘;(XX)) I W T V)]




Prawa strona tego rOwnania przyjmie natomiast nastepujaca postac

OO (XX)) (% V)]

Przyrownujac £ i /7 otrzymujemy rownanie

U U (x) £ 2[1(x, )I=U QU (x) T [7(x, )1 T (%, ¥)] -

© 2 0 1 T, Y1 =U 00000 250 7T, )
5(X) 5°(x)

U’ (x)

vU (X)
52

Po podzieleniu przez 1 prostych przeksztatceniach, powyzsze rownanie sprowadza si¢

do postaci

oU’ Uodo’

v

ff”: f”!
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W tym momencie, lewa strona roéwnania zalezy zaréwno od X jak i1 77. Rozwigzanie
samopodobne moze istnie¢ wylacznie wtedy, gdy pozbedziemy si¢ jawnej zaleznosci od
zmiennej X, co jest mozliwe tylko dla pewnych funkcji U =U (X).

Falkner and Skan zauwazyli, ze rozwigzania samopodobne istniejg dla

U(X)=U_({)"

przy dowolnym m € R.

Xm—l

Wowczas U'(x)=U_m rm

Zatozmy, ze funkcja grubosci WP ma postaé¢ O (X) = C(%)a L , gdzie state C i o nalezy
wyznaczy¢. Wspotczynniki przy pochodnych funkcji f sa wtedy rowne
2 2 2
o U’ _ C UooL m(l)2a+m—1 U5§, _ C UooL a(l)2a+m—1
- L ! - L
| 24 | 24 | 24 | 24




Widzimy, ze zaleznos$¢ tych wspotczynnikéw od zmiennej X znika wtedy i tylko wtedy, gdy

20+m-1=0 = azl_Tm

W efekcie, mamy
52U’_mC2UOOL U55'_C2UwLa_1—m CU_L
V 1% | Vv % 2 Vv

Po podstawieniu, otrzymujemy dla funkcji f nieliniowe réwnanie rézniczkowe zwyczajne
3-ego rzedu

2 2 _
C UooLm(.I:IZ_ f f”—l)—C UooLl m .I: .I:”: fm
| 4 V
Po przeksztalceniach
2 2
CUL g gy CULLEM (0

| 24 | 24




Stala C dobieramy zgodnie z ,,warunkiem normalizacji” ...

CU L1+m 2 1%
S =1 = C-=
V 2 m+1U_L

Implikowana tym wyborem formuta dla funkcji & = o (X) to

1-m 1-m
500 =CEOTL=C2(2) L= [t g ()L =

_\/m+1LU r ()" L* = m+1uv()§<)

Drugi wspotczynnik w rownaniu dla funkcji f przyjmuje warto$¢

CU_L 2m

V 1+m

co prowadzi do ostatecznej formy réwnania rézniczkowego (Falknera-Skan) ...




f" 4 f 74 B(1— £2)=0

. y y
gdzie f=1(n), n= =
50 ol

Wprowadzony wyzej parametr /5 moze by¢ wyrazony przez liczbe M, a mianowicie

p=2An = m=2L. = 2.-2_p

1+m 2—3
Wobec tego, ,,samopodobna” wspotrzedna 77 moze by¢ przedstawiona wzorem
y
T endg
Warunki brzegowe stawiane dla rownania Falknera-Skan maja nastepujaca postac
u =0 = f(0)=0 , o _ =0 = f(0)=0
) SClana SClana
u >U(X) = lim f'(n) =1
Yy—0 L—00

.




Interpretacja rozwiazan samopodobnych Falknera-Skan

Objasnimy fizykalne znaczenie rozwigzan samopodobnych FS. W tym celu zapiszmy rownanie
Laplace’a dla funkcji pragdu we wspotrzednych biegunowych, a mianowicie

Szczegblnym rozwigzaniem tego roOwnania jest funkcja postaci

w(r,0) = Kr™sin[(m+1)4].
Istotnie, mamy

Ly =K(M+)r"sin[(m+1)6]

Ly = K(m+1D)r™ sin[(m+1)6]
2(rgy)=K(m+2)*r"sin[(m+1)6]
1o(riy)= K(erl)er“‘lsin[(m+1)6’]\> L Ay =0
. aezc,y_—K(erl)z r™*sin[(m+1)6]




Odpowiadajgce tej funkcji pradu biegunowe sktadowe pola predkosci wyrazajg sie¢ wzorami
v, =%y =K(m+1)r" cos[(m+1)0]
v, =—2y =—K(m+r"sin[(m+1)0]

Ktore linie o réwnaniu & = CONSt sa liniami pradu? To oczywiscie te linie, wzdtuz ktérych
sktadowa obwodowa v, (r,8) =0, czyli linie 60 = 0, takie, ze

=0, 6,,=-2

sin[(m+1)6.]=0 = 0 2 = Ml

*

Zatozmy, ze M > 0. Woéwcezas [ €[0, 2). Zachodza zwiazki

1 _ _
—a=1-38 = O,,=n—3p7

Promieniowa sktadowa pola predkosci wzdtuz linui 19*’1 =0 jest réwna
v.(r,0=0=K(m+1) r"=U_(x/L)™ , m=

g, X"
L—m

B
2—




Otrzymalismy przeptyw zewnetrzny odpowiadajacy samopodobnej warstwie przyscienne]
Falknera-Skan, czyli

U(x)=o (x,00=U_(x/L)"

Jest to przeptyw potencjalny w poblizu $ciany plaskiej zatamanej pod katem réwnym [ % , jak
na rysunku.

Przypadek [ =0 odpowiada warstwie przySciennej na plaskiej plytce ustawionej

rownolegle do Kierunku strumienia w nieskonczonosci (czyli pod zerowym katem
natarcia).

Wowczas M=0 iU (X)=U_ (zerowy gradient ci$nienia wzdluz WP). Réwnanie Falknera-
Skan redukuje si¢ do réwnania Blasiusa

freffr=0

Bezwymiarowa ,,samopodobna” wspotrzedna w poprzek warstwy ma postac 7] =




Podsumowowanie

e —
\\ Oplyw ptaskiej plytki pod uemnym katem

natarcia

(A) m>0, f(0,2), U(X)=U_()"
U'(x)>0 1 p'(x)<0

Oplyw ptaskiej plytki pod dodatnim katem

—

— e

natarcia

> (B)
/W -3<m<0, fe[-2,0), U(X)=U_({)"
/W- {U'<x><0 | Px)>0




Profile predkosci w samopodobnej warstwie Falknera-Skan
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Profil predkosci w warstwie laminarnej w warstwie przysciennej Blasiusa (5 =0) —
poréwnanie teorii z eksperymentem (Schlichting, 2003)




Profile predkosci w samopodobnej warstwie Falknera-Skan
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Graniczny kat natarcia — ok. 18°, Powyzej — oderwanie laminarnej WP na calej
plytce!

0 0.2




Z1awisko oderwania WP

W pewnych warunkach WP moze ulec oderwaniu od powierzchni ciata (profilu). ,,Oderwanie”
oznacza tyle, ze poza pewnym punktem (w 3D — linig) pojawia si¢ przy scianie rejon przeptywy
wstecznego (recyrkulacji). Rejon oderwania moze rozcigga¢ si¢ do krawedzi splywu
powigkszajgc systematycznie swoja grubos¢, lub moze mieC ograniczony zasi¢g, tj. poza
pewnym miejscem polozonym dalej ,,z pradem” nastepuje powtorne ,,przylepienie” WP (ang.
re-attachment). W tym ostatnim przypadku mowimy o oderwaniu lokalnym (powstaje tzw.
babel oderwania WP). Z aerodynamicznego punktu widzenia oderwanie laminarnej WP jest
niekorzystne, powoduje bowiem gwattowng zwykle utrat¢ znacznej czesci sity nosnej 1
jednoczesny wzrost oporu aerodynamicznego.

—'
—
—
—




Transition region (at maximum bubble height)
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Schemat oderwania lokalnego z bablem laminarnym (zrodlo E.L. Houghton at al.,

Aerodynamics for Engineering Students, 6E, Elsevier 2013)




Poslugujac sie teoria Prandtla mozna pokazacé, ze oderwanie WP moze zachodzi¢ jedynie
w obszarze wzrostu ci$nienia wzdluz WP (czyli tam gdzie dp / dx > 0).

Pokazemy, ze dp/dx >0 (czyli — réwnowaznie - U'(X) <0) jest warunkiem koniecznym
pojawienia si¢ oderwania WP (zakladamy ponizej, ze Y = 0 odpowiada $cianie). Poniewaz na
Scianie predkos¢ przeptywu jest rowna zeru to r-nie Prandtla zapisane w granicy y — 0
redukuje si¢ do rownosci

0=U,(x)Uq(x) +vo u(x,y=0)

N
Na sclanie

Zauwazmy, ze w otoczeniu punktu oderwania WP druga pochodna 8Wu na $cianie jest
dodatnia. Z powyzszego rOwnania wynika, ze wowczas U'(X) <0, czyli ma miegjsce
nieréwno$é P'(X) > 0. Do oderwania na gtadkiej $cianie nie moze dojs¢ w obszarze, gdzie
warstwa przyscienna przyspiesza, a cisnienie wzdluz Sciany maleje.

Powyzszy fakt ma wielkie konsekwencje dla projektowania powierzchni nosnych, profili
aerodynamicznych w szczego6lnosci. O tym ... przy innej okazji.




Calkowe charakterystyki przeplywu w WP. Rownanie Karmana

Jednym z gtéwnych zagadnien teorii WP jest zdefiniowanie ,,obiektywnych” miar jej grubosci,
a nastepnie okreslenie zwigzkéw pomigdzy tymi wielkosciami implikowanymi przez
podstawowe zasady zachowania.

Jak wynika z postaci poznanych wczesniej rozwigzan samopodobnych, odlegtos¢ od sciany w
jakiej predkos¢ w warstwie zrownuje si¢ z predkoscig przeptywu zewngtrznego jest
nieograniczona (grubos¢ warstwy jest nieskonczona). Z praktycznego punktu widzenia mozna
postuzy¢ sie¢ umowng gruboscig 599 zdefiniowana jako taki dystans od Sciany na ktoérym

sktadowa predkosci rownolegla do Sciany osigga 99% wartosci predkosci na ,,brzegu” warstwy
(czyli U (X)). Mamy zatem

U(X, Y =0dy) =0.99-U(X)

W szczegdlnosci, dla laminarne; WP Blasiusa (plaska ptytka, zerowy gradient cisnienia wzdtuz
WP) otrzymamy wynik

5o ()~ 491 |Y% = ) _yg |V _ 451
U X Ux /Re,




Przyklad: Oblicz przyblizong grubos¢ laminarney WP na ptaskiej ptytce oplywanej

rownoleglym do niej strumieniem powietrza (lepkoéé kinematyczna v =1.5-107 mTZ przy

temperaturze ok. 20° C) z predkoscia U =50 1.

5, (X) ~ 4.91 5\/? ~0.0027+/x

Whniosek: w odlegltosci 1 m od poczatku WP jej grubo$¢ wynosi ok. 2.7 mm.




Grubos¢ straty wydatku (ang. displacement thickness)

Inng, bardziej adekwatng miarg grubo$¢ warstwy mozna
okreslic w nastepujgcy sposob. Rozwazmy profil predkosci
stycznej do Sciany w wybranym przekroju (wsp. X jest
ustalona). Obliczmy  wielkos¢  catkowa
nastepujaco (A - duza liczba)

AQ(X) = [[U () —u(x, y)ldy

zdefiniowang

Formalnie, jest to roznica dwoch wydatkow objetosciowych — przeptywu ptynu idealnego ze

stalg predkoscig U (X) i przeptywu ptynu lepkiego z predkoscia u(X,y)

wybrany przekroj poprzeczny WP rozciggajacy si¢ od Sciany do linii Yy = A.

Gruboscia straty wydatku nazywamy wielkos$¢ (interpretacja — rysunek)

AQ(X)

0,(X) = 000

B R PCAY
[T U

}dy—>

e

- ptynacych przez




Wielkos¢ O,(X) moéwi, o ile nalezy przesunaé $ciang optywanego ciata, aby otrzymaé
ckwiwalentng korekte (ujemng, a wigc stratg) wydatku objetosciowego zwigzana ze
zmniejszeniem predkosci przy scianie.

Zauwazmy, Z€ ma miejsce rownos¢

[uCx y)dy = [UEO-ux Idy = [U0dy = [u(x, y)dy




Grubos¢ straty pedu (ang. momentum thickness)

Analogiczng miar¢ grubosci mozna wprowadzi¢ wzgledem strat pedu. Ponownie, rozwazmy
warstwe pltynu o grubosci A > o, i obliczmy strumien sktadowej poziomej pedu przez przekro;
okreslony wspotrzedng X, dla dwoch przypadkow:

1) przeptyw idealny ze statg predkoscig U (X), odsuniety o O, od $ciany

. a A A A

Pas = p U (¥)dy = pU [ U(X)dy = pU [ "u(x, y)dy = o u(x, y)U (x)dy
2) przeptyw ptynu lepkiego w WP

. A
Pxwp = pjo us(x,y)dy

Roznica strumieni pedu wynosi

APy = p u(x YU )y = o u*(x, y)dy = p u(x, Y)IU () ~u(x, y)ldy




W granicy A — o« ...,

APy = pU2 U{l——}dy 2e

J/

0

Pojawita si¢ wielkos¢ € zwana gruboScia straty pedu

AP,
-5 [5G

Zauwazmy, ze zawsze 6 <0, (dlaczego?). Profil predkosci w warstwie charakteryzuje sie
rowniez tzw. wspolczynnikiem ksztaltu

H ::§>1
0




Przvklad 1:

Zalozmy, ze dla ustalonego przekroju poprzecznego profil predkosci w WP mozna przyblizy¢
funkcja

u(y)=U,1-e")

Wowczas

_nmj (1-1+e)dy=—2lime™ —e’] =2

O—>0

_|.mj (1—e)edy = lim [ e~ *dy — lim Oezaydy_%—%:i

O—>0 O—0 ¢ 0 O—>0

o)

Hence, the shape factoris H =—=2

Zadanie: Powtorz obliczenia dla U(Y) =U,[1-(1+Yy) ], a>1




Przyklad 2: Wyznacz catkowe parametry (grubosci) laminarne; WP Blasiusa

W rozwigzaniu samopodobnym Blasiusa mamy:

Y U e
n(x,y) = or S0y = I, y)l

Zatem
5,09 = [ Tn(x, )y =35 [ "[L— £ '()]dn ~1.720,JiF
czyli
5,(X) _ ~_ 1721
- ~LT21 8 e
Dalgj ...
0() = [t Tn(x - T Tn(x Xy = 32 [ 1 (nli— ()] =
= J25££7(0) ~ 0.664,/7¢
czyli

OX) . 0.664, [ = %:004

oy UX_\/RTeX

H =~ 2.592




Inne wazne parametry to:

® Napr¢zenia na Scianie

o= goul o A0
W 8y y=0 \/2VX/U
27 ﬁ f"(0) 0,664 0

C,=—=2=

AT Re,  JRe, X

¢ (globalny) wspotczynnik tarcia na odcinku ptytki o dtugosci L

Co(L)=1 [ Cy(x)dx=0864 [¥["x-2qx = 0864 [12 I =2C, (L)= Laz8

(lokalny wsp. tarcia)




Rownanie von Karmana

Wyprowadzimy wazne rownanie von Karmana, ktore wigze wprowadzone wyzej catkowe
grubosci WP.

Punktem wyjscia jest rownanie Prandtla
uo,u+vo,u=U(x)U’'(x)+50,,u

Scalkujmy to réwnanie wzgledem Y w przedziale [0, A]. Jak zwykle, Yy =0 odpowiada
scianie. Otrzymujemy rownos¢

.

jOA(u 0,u+08,u-UU ’)d){ = %jjawu d){

L, R4

Zajmijmy si¢ najpierw prawg strong tej rownosci ...

A
R, :%jo 0,yudy :%(ﬂayu‘ym —,uﬁyU‘y:O)




W granicy 4 — oo otrzymujemy

R=ImR,=—+puou =—-=L7

A—>0 sciana p W
Symbolem 7, oznaczyliSmy warto$¢ naprezen stycznych na $cianie.

Postugujac sie rownaniem cigglosci mozemy nastepnie napisa¢ rOwnos¢

V|

=0 = Uzjoyﬁyudy:—joyﬁxudy

y=0

Zatem

J, vo,udy= [ (-] audyra,udy - (—joy@xudy’)u:+ [Muoudy =

przez czesci...

A A A
= —u(x, A)jo o,udy + _[O uo,udy = —jo [u(x, 4)0,u—-u(x,y)o,u]dy




Podstawiamy otrzymane wyrazenie do lewej czesci rOwnosci 1 otrzymujemy ...
A
L, =I (Ud,u+vd,u—-UU")dy =
(U, u—-UU")dy — j [u(4)o,u—ud,uldy =
[ Tuo,u—UU’—u(A)d,u+ud,uldy =

Ououou

[ Tud,u—UU’'—u(A)d,u+ud,u+ul’—uldy =

:_j {ud, (U —u)+[u(A)—ulo,uddy — j U —-u)udy




Ale limu(A4) =U , zatem

A—>00

= lim L, =—[ "{ud, (U —u)+[U —ulo,u}dy - [ (U —u)u dy =

A—>0
=-& “u(U —u)dy — uj (U —u)dy =

— &{ j —(1——)dy} -UUu j (1——)dy

Przyrownujac L do R otrzymujemy rownanie von Karmana

&V 2(00()]+U (U (x)8.(X) =47

5w

Postacie rownowazne ...

- C
do+(2+ H)Ué’:7f

U’ T
%H+U(5*+26’)=




Metoda Thwaitesa (1949)

U’
1%

Wprowadzmy parametr A=

Pomn6zmy r-nie Karmana przez czynnik Re, =U @ /v. Otrzymamy

' ' 0 _ tyo
lueo +(2+H)iu ‘92:;\% =;V{J

Lewag stron¢ tego rOwnania mozna zapisa¢ w postaci

U600 +(2+H)EU'0*=3U 4 (£6*)+(2+H)A=
=1U %(&/’m(zm)z

Zalozmy, ze prawg strone tez mozna przedstawi¢ jako pewna funkcje parametry A

S(A)=1,0/ U




Otrzymali$my rownanie rozniczkowe dla parametru A = A(X)
UL (3 A)=2S(A)-(2+H)A=F(4)

Thwaites zebral znane mu wyniki badan teoretycznych i eksperymentalnych i skonstruowat w
1949 r. stynny wykres

~_— korelacja liniowa
1.0 J
e A
O
0.8 e
X
N | x 0.6 DR\‘A\
g3 & *\\\
D> 04— g
v X U= U, (1 - x/c); Howarth (1938) E=ES — B D
0.2 o schubauer’s ellipse; Hartree (1939a) 4
Vv U= U, (x/c)™; Hartree (1939b) %
0 |-& Flat plate with constant suction; Iglisch \ <
(1944) 5\A\v
I I I N N
8.2 :
-0.10 —-0.06 -0.02 0 0.02 0.06 0.10
A

Wzor aproksymacyjny Thwaitesa F (/1) =0.45-64




Otrzymane réwnanie z podang wyzej liniowa funkcja F mozna rozwigza¢ analitycznie!
(éwiczenie: rozwigz r-nie jednorodne otrzymane po odrzuceniu statej 0.45 metoda rozdzielenia
zmiennych, a nastepnie uzmiennij statg catkowania). Rozwigzanie to mozna zapisa¢ wzorem

0°(x) =0.451U °(| U °dx+C)
Dla X = X, otrzymujemy
0° (%)U °(x,)

6°(x.)=0.45U(x)°C = C-=
(o) |4 (o) 045,

Zatem
0% (x) =U °[0.45v jXOU Sdx’ +U 0% (x,)]

W praktyce, gdy X, odpowiada poczatkowi warstwy, drugi skladnik w nawiasie znika
(dlaczego?). Otrzymujemy formute Thwaitesa

0% (x) =04 j U Sdx’




U (x)0(x)

Po obliczeniu & wyznaczamy kolejno  A(X) =1U'(x)6°(x) i Re,(x)=
y

Wspolczynnik oporu tarcia obliczmy ze wzoru  C, (X) = ﬁ S[A(X)].

Thwaites podat zaleznosci S=S(A) i H=H(A) w formie tabeli. Wygodniej korzysta si¢
jednak ze wzorow aproksymacyjnych.

4
Ich wspotczesna forma ma postac:
3
\ 2
13 \L~ S(1)=0.22 +1.524-51° - 0.0724 >
2] (1+0.18)
—— oderwanie
1° 0.45 - 6\ : ’
1\ / ’ H(/1)=2.61—4.1/1+14/13+ 0.564 >
| Y S (1+0.18)
T ﬁ\\
'1 VI LI L | I | O A P | LI I I |
0.1 -0.05 0 0.05 0.1 015 0.2

A




