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transoniczny przeptyw wokot RAE-2822 M = 0.73, Re = 6.5 x 109, a = 3.19°



A
&

POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa

Sciéliwe przeptywy potencjalne J




A
&

POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Teoria petnego potencjatu

Woprowadzmy potencjat predkosci (zaktadamy brak wirowosci V x v = 0):

2D o0d 0P
v=Vd = u= o v—a—y (1.1)

Réwnanie ciggtosci mozna przeksztatcié:
V-(pv)=pV-v+v-Vp=0 — pV®&4+VP-Vp=0 (1.2)
Na podstawie réwnania pedu:

V2

1Vp:V~Vv:V(
p 2

)+(V><v)><v (1.3)
Poniewaz wirowo$¢ jest réwna zeru:

(VxVv)xv=0 — dp:—gd(V2):—gd(V<I>~V<I>) (1.4)

Korzystajac z r-a na predkos$¢ dzwieku (dla przemiany izentropowej):

dp=c>dp — dp:—ﬁd(vq).vqn (1.5)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa ,
Teoria petnego potencjatu

Gradient gestosci moze wiec by¢ wyznaczony z réwnania:

V)= — 2 V(VP -V =2 vYp.vVV
P 2 ( P @) 2 (0] 0] (16)
dla 2D:

dp __ p [a<1> e 00 a%}

or 2 |0z 922 ' 9y 0xdy
9 _ _p |02 &P 0D 0’P (1.7)
dy ¢ |0z dzdy Oy Oy? '
(1.8)
Po pdostawieniu do (1.2):
2 4
oV <1>fc—2vq>-(v<1>~vvq>):0 (1.9)

dla 2D:
o 0D 1 [(acp)Qa?q» (a¢>282q> , 0% 0% a%] _y

Ox? + oy? 2 Bz ) 022 By | Oy? + Bz Oy dxdy

(1.10)



POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Teoria petnego potencjatu

Po przeksztatceniu r-e (1.10) przybiera postaé:
2 2
1 (0eY]ee
c \ Ox ox?

Korzystajac z catki r-a energii otrzymamy zalezno$¢ na predkosé dzwieku:

s o k=1 |[0®Y  (0dY

Réwnania (1.11) i (1.12) sa r-mi petnego potencjatu. Pozwalaja one na symulacje
przeptywéw Scisliwych ze stabymi (przemiana izentropowa!) falami uderzeniowy-
mi.

Oy?2 ¢ Oz Oy Ozdy

1 (aé)Q]a%b 2 09 90 P9

(1.11)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Zlinearyzowane réwnania potencjatu matych zaburzen

Réwnania (1.11) i (1.12) mozna uprosci¢ wprowadzajac potencjat matych zabu-
rzen i dokonujac linearyzacji.

V=Ve +V (1.13)

gdzie: T

v=[uv]", Voo =[Ve,0]", v=1[u7]
Zdefiniujmy potencjat zaburzen ¢ :
v=V¢ — I=Vezr+¢ (1.14)

Po podstawieniu do r-a (1.11):
2 2

2_ 00\ | 0% |2 (09 @_( @)@6%

[C (VOO+ 8x) ]8362 * [C (By) ] 0y? =2{(Vee t Ox/) Oy 0xzdy

(1.15)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Zlinearyzowane réwnania potencjatu matych zaburzen

Do linearyzacji r-e (1.15) wygodniej jest przedstawi¢ w zaleznosci od predkosci
zaburzen a nie potencjatu:

2 ~\2 8'& |: 2 ~2:| 8{) ~\ ~ a'&
(Ve _ — (Ve du 1.1
[c (V -l—u) ]81} + "= 9y (Voo +0) © oy (1.16)
R-e (1.12) przybiera postac:
A= - % (2Vaoi + @2 + 7%) (1.17)

Po podstawieniu (1.17) do (1.16) i przeksztatceniu:
ot | db [ A k+1@ k-1

2 _ 2
(1_Mm)%+5y_Mm (k+1)— +

2
M |+ Dyt Sy T

2 [0, @) (ou %)}

2
o k4192 k—lﬁz}




POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Zlinearyzowane réwnania potencjatu matych zaburzen

Po zatozeniu matych zaburzen (cienkie profile, mate katy natarcia):

m v
— <1 — <1 1.19
Réwnanie (1.18) moze zostaé uproszczone do postaci w ktérej pozostaja tylko
czfony liniowe (przyjmuje sie, ze uproszczenia te s3 stuszne dla Mo < 0.8 i
1.2 < My < 5):
ou  0v

2 —
(1—M)8—x+a—y 0 (1.20)

Po podstawieniu potencjatu matych zaburzen otrzymamy:

Py 0%

(17M2)82+6y

=0 (1.21)

R-e to jest eliptyczne dla M, < 1 i hiperboliczne dla M, > 1.
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Wspétczynnik ci$nienia dla matych zaburzen

Wspébtczynnik cisnienia jest zdefiniowane przez zaleznos¢:

_ ) V<>2<>
Cp = P~ Do gdzie: goo = Poo Yoo (1.22)
LS 2
Réwnanie (1.22) mozna przeksztatci¢ korzystajac z:
2
Poo Vo k poo Poo 2 k 2
= = Vi == M, 1.23
LS B) B (kpoo> ) 2 Poo Moo ( )
Wspétczynnik cisnienia mozna przedstawi¢ wtedy jako:
2 P
Cp, = Ve (poo — 1) (1.24)
Do dalszych przeksztatcen wykorzystamy zaleznos$¢ dla przemiany izentropowe;j:
k
D T )ﬁ
— == 1.25
Poo (Too (1.25)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Wspétczynnik ci$nienia dla matych zaburzen

Z catki réwnania energii:

& V2 E—1, o 2
S tal="22+¢Te — T-To= 2kR(V -V?*)  (1.26)

Korzystajac z definicji predkosci zaburzenia (1.13) otrzymamy:

%:1—%%@ (12:#‘2‘2%”2) (1.27)
Po podstawieniu: .
> [1_’“;11\430 (é‘oﬂvi)} (1.28)
Rozwijajac w szereg:
I%:(l—r)ﬁzl—kﬁlv"—&-... (1.29)

~ ~2 | ~2
pz1—kM§o(2“+“+”) (1.30)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Wspétczynnik ci$nienia dla matych zaburzen

Podstawiajac (1.30) do (1.24):

1.31

U
— 1.32
- (132)

T (1.33)

Przedstawione zaleznosci dotycza przeptywéw zardwno poddzwiekowych jak i
naddzwigkowych.



POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Korekta Prandtla—Glauerta

Rozwazmy przeptyw poddzwiekowy (Mo < 1) opisany zlinearyzowanymi r-mi
potencjatu matych zaburzen. Wprowadzajac wspdtczynnik:

=+/1-MZ (1.34)

réwnanie (1.21) moze zostaé zapisane:

¢ 0%
2
6 @ + @ =0 (135)

Réwnanie to moze zostaé sprowadzone do réwnania Laplace'a przez zmiane
wspdtrzednych, np.:

0

2

f—w =By — - i (1.36)
Po podstawieniu do (1.35):

02 o? 9% 07
ﬂ2agf+ﬁ2 o0 - ZZ24%%_ (1.37)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Korekta Prandtla—Glauerta

Jak jest zalezno$¢ miedzy ¢ a ¢?

Zatézmy, ze brzeg profilu na ptaszczyznie © — y jest opisany funkcja y = f(z).
Warunek na brzegu profilu to warunek zerowej predkosci normalnej:
d 0] 0 o b 96 _ d

&= oy = > @@
Podobnie dla £ — n:

Q

(1.38)

dieye 0O 5 00 _
?5(5)_vw+a”vm v

v &

oy = V= dgf(g) (1.39)

Przyjmujac, ze profile w x — y i £ — 1 s3 podobne to f = f.

O _10p _ 09 _ 1.40
9 = B3y — Oy p=0¢ (1.40)



POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Korekta Prandtla—Glauerta

przeptyw Scisliwy przeptyw niescisliwy
Y ¢ "= =509
Cyp, Cr, Cum Cp, Cr, Cur
y=f(z) n=f(&)
T E=u

Korzystajac z (1.33) mozna wyznaczy¢ zalezno$¢ na Cp:
U 1 0¢ 1 Oy U 1 A
Cp=—- ==t = - " =—-C 1.41
T Ve Vadz BV BV B 7 (141)

Poniewaz wspétczynnik sity nosnej i momentu s catkami wspétczynnika C),

otrzymamy:

G Cne B g _ (1.42)

Cp=—2
P 1— M2 1— MZ 1— M2

A
&



A
&

POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Zmodyfikowane korekty na $cisliwos¢

Poprawka Karmana-Tsiena:

Cp =

- = (1.43)
N + \/171V13c 2

Poprawka Laitone’a:

C
Cp = P Eyys (1.44)
T MZ + M2 (1+5 M2y A

24/1- Mgo P
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Zmodyfikowane korekty na $cisliwos¢

—2 I L T T
| | —— Prandtl-Glauert il
I | —— Karman-Tsien .
sl Laitone B
St |
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O L I | I I | I I | I I | I |
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Zlinearyzowny przeptyw naddZzwiekowy

W przeptywie naddzwiekowym (Mo > 1) réwnanie (1.21) mozna zapisaé:

e 0°¢ .

2 — . _ 2

R-e to jest réwnaniem falowym dla predkosci propagowania fali réwnej A. Roz-
wigznie takiego réwanania ma ogdlna postac:

¢ =fr(z+Ay)+ f-(z—Ay) (1.46)
gdzie f+ i f_ to pewne dowolnie dobrane funkcje. Wartosci funkcji f4 i f— sa
state wzdtuz linii:

x + Ay = const z — Ay = const (1.47)

Linie te nosza nazwe charakterystyk. Nachylenie charakterystyk mozna wyzna-
czy¢ z (1.46):
dy 1 1 +
=t -—=F+———=4 1.4
Womx 8 (1.49)

Charakterystyki r-a (1.45) pokrywaja sie wiec z liniami Macha.
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa

Zlinearyzowny przeptyw naddZzwiekowy

Na brzegu obszaru/profilu musi by¢ spetniony warunek stycznosci predkosci
v (1.49)

przeptywu:
te0) = =%
Na podstawie ogdlnego rozwiazania r-a falowego (1.46):
. 09 . 0¢
U:%:Ji"'fl U:afy:A(f;—fl—) -
_ 0 i
—  u= 3 |: T (1.50)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Zlinearyzowny przeptyw naddZzwiekowy

Korzystajac z warunku na brzegu (1.49) otrzymamy:

o Ve O [ fi S
0="Vo tgf) — a= 3 {f@ i (1.51)
Po podstawieniu (1.51) do (1.33) otrzymamy:
20 o+ r
“=- o {fi By (1.52)

Funkcje fi+ i f— moga by¢ dobrane dowolnie, mozemy wiec dla uproszczenia
rozwazy¢ dwa przypadki: fi jest stata lub f_ jest stata. Poniewaz charaktery-
styki powinny odpowiada¢ liniom Macha, nalezy wybraé te rodzine funkcji ktéra
propaguje zaburzenia zgodnie z predkoscia przeptywu.

20

U/L
& =%

(1.53)

gdzie: U — gérna powierzchnia profilu, L — dolna powierzchnia profilu
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Zlinearyzowny przeptyw naddzwiekowy - ptaska ptytka

/ . 7 . .
/ / Cp goérna powierzchnia

/

f 1
/ | !
/ I I
| |
N ’ wo | 1 xT
a "\ ; |
\ | |
\ \ +
N i dolna powierzchnia i
Gérna powierzchnia — charakterystyka = i 0 = —a :
2a
oV =— ———— 1.54
» 1 (1.54)
Dolna powierzchnia — charakterystyka ut i 6 = —a :
2
cf=_—_=2 (1.55)

M2, -1



POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Zlinearyzowny przeptyw naddzwiekowy - ptaska ptytka

Wspétczynniki sity w kierunku normalnym i stycznym do ptytki to:

1
o 1 ac L U o 4
Cn = T ; (Cpy = Cp)dx = m (1.56)
C;=0
Wspdtczynnik sity nosnej:
. 4
Cr = C, cos(a) — Cy sin(a) = C,, — CL= ﬁ (1.57)
Wspétczynnik sity oporu:
4 2
Cp =C, sin(a) + Ct cos(a) = Cp, . — Cp = ﬁ (1.58)

W potencjalnym przeptywie naddzwiekowym pojawia sie niezerowa sita oporu
(w odréznieniu do przeptywu poddzwickowego — paradoks d'Alemberta). Sita ta
nazywana jest oporem falowym.
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Zlinearyzowny przeptyw naddzwiekowy - ptaska ptytka

Przyktad:
Optyw ptytki dla kata natarcia @ = 10°, Mo =2 poo = 1

Teoria przyblizona - zlinearyzowany przeptyw naddzwiekowy:

Op = — 2% 403
MZ —1
2
Op = —29 0703
MZ —1

Teoria doktadna uwzgledniajagca réwnania skosnej fali uderzeniowej i réwnania
Prandtla-Meyera dla fal rozrzedzeniowych:

Cr =0.408
Cp =0.0719
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Zlinearyzowny przeptyw Scisliwy - dC}, /da

W przeptywie niescisliwym: dCr/da=2m
W przeptywie poddzwiekowym (poprawka P-G): dCr/da =27/vVMZ% — 1
W przeptywie naddzwigkowym: dCr/da =4 /vVMZ — 1
20 5 I e s e e o s |
L —— Prandtl-Glauert | |
| —_— Ackeret ]
15 - B
3 i |
3 [ -
S 10 ,
D |- .
'B |- .
5[ |
0 L I e e A A |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Mo
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa

Transoniczny optyw profilu J
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Krytyczna liczba Macha

0.435

Local M, =
M,.=03
—_—

(a)
Krytyczna liczba Macha M., to liczba Macha

Local M, =0.772 przeptywu niezaburzonego M, dla ktérej

M.=05 ® maksymalna lokalna predkos$¢ na powierzchni

profilu osigga predko$¢ dzwieku.
(b)

Jedli Moo < M., to przeptyw w catym ob-

Local My = 1.0
M= My =061 ® szarze jest podzwiekowy (a i b)

© Jedli Moo > M., to pojawia sie lokalny ob-
== Sonclnewhees=1  SZar przeptywu naddzwigkowego (d)
s N

M., =0.65>M,,

()



POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Krytyczny wspétczynnik ci$nienia

Dla przemiany izentropowej:

_k_
p _p opo_ (L+5FMINTT 2.1)
Poo Do Do\ 14 ELM2 '
Korzystajac z (1.24):
2 14 E=LAg2 \ BT
Cp:kM2 (1 = O;) -1 (2.2)
gdzie M jest lokalng liczbg Macha w danym punkcie na powierzchni profilu.
Jedli M =1 to:
2 1+ 212 =
0, = § ( k_1°°> -1 (2.3)
k Mss I+ 5=
C, nazywany jest krytycznym wspétczynnikiem cisnienia. Jesli w pewnym miej-

scu na profilu Cp > C)' to w tym miejscu M > 1, jedli Cp, < C) to M < 1.
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Krytyczny wspétczynnik ci$nienia

-2.07 mses NACA (0010
¥ 3.0 Rlfa = 0.0000
Mach Alfa Cch CM
-1.9 0.400 0.000 0.00000  -0.000
Cp 0.700 -0.000 .oopod -0.00D

1]
0,750 -0.000  D.000DO -D.000D

00D
L4oD
.0oo




POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Krytyczny wspétczynnik ci$nienia

16 pecs NACA 0010
v 3.0 Rlfa = 0.0000
Ly Mach  Alfa co M
M D.400 Q.000 0.00000 -0.000
1.2 D.700 -0.000  D.00DDO -D.00D
0.750 -0.000  D0.000D0 -0.00D
1.a " 0,000 © T0.00005 ° -0.000
0.000  0.00039 -0.000
.00 D.0DI29  -D.00D
0.8
0.6
o.u
0.2
0.a ‘
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Krytyczny wspétczynnik ci$nienia

—2HHxHHUHHHHwaHWHHWHHUHHHH
L " B

L | — Cp i

| | —— Cp (PG theory) i
—1.5F s
<o -1 .
L H B
—0.5 : y
L i B

L 1 B

1

L ! B

L | B

0 L O Y A
0 0.2 0.4 06 M. 0.8 1
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Krytyczny wspétczynnik ci$nienia

—2wwwwwwwwwxwawaHHHHUHHHH

L " B

L | — Cp i

| | —— Cp (PG theory) i

—1.5F s
S -1p 8
—0.5 N
07111111111111111111111111111111111111111111111111 J

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa

Krytyczny wspétczynnik ciSnienia - wptyw grubosci profilu

8% thick

15% thick

o . v CLe
P 12% thick [0
Q N
- .
N
!
= 9% thick Ci=03 .
'\.,_‘ \\
n ~
9 ~
U ~
t ~
3 6% thick .
£
P
05 0-6 07 08

Critical Mach number
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