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PRZEDMOWA DO DRUGIEGO WYDANIA

W obecnym wydaniu uwzgledniono wiele nowych osiggnigé, jakie uzyskano w teorii
sprezystosci i jej zastosowaniach w okresie, dzielacym nas od ukazania si¢ wydania pierwszego.
Ogélny uklad ksiazki pozostaje w jej przewazajace] czesci niezmieniony.

Czeéci dotyczace metod elastooptyki, zagadnien dwuwymiarowych we wspéhzednych
krzywoliniowych oraz naprezeil cieplnych zostaly napisane na nowo i rozszerzone do osobnych
rozdzialdéw; podaja one szereg metod i rozwiazan, nie uwzglednionych w wydaniu poprzednim.
Dolgezono takze Dodatek, zawierajacy oméwienie metody réznic skoriczonych i jej zastosowarl,
z uwzglednieniem metody relaksacji. Do ksigzki wlaczone zostaty takze nowe ustepy 1 para-
grafy, omawiajace nastepujace zagadnienia: tensometrycziy pomiar odksztalcen na powierz-
chni ciata, naprezenia spowodowane sitami grawitacji, zasada Saint-Venanta, skladowe obrotu,
twierdzenie o wzajemnoéci prac, rozwiazania ogdlne, przyblizony charakter rozwiazan dla
plaskiego stanu naprezenia, érodelk slkrecania i &rodek Scinania, koncentracja naprezen w za-
okragleniach zaloméw przekrojéw skrecanych, przyblizony sposéb obliczania smuklych
przekrojow (np. pelnego skrzydta samolotu) na zginanie i skrecanie oraz walec kolowy, ob-
ciazony na pierScieniowe]j czesci pobocznicy.

Material ksia#ki zawarty w rozdzialach 1—11 uzupelniono zadaniami przeznaczonymi dla
studentow.

Z prawdziwa przyjemnoscig skladamy wyrazy podzigkowania za wiele cennych uwag,
nadestanych przez czytelnikéw kesigzki.

S. TIMOSHENKO
J. N. GOODIER

PALO ALTO, KALIFORNIA
Luty, 1951
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PRZEDMOWA DO PIERWSZEGO WYDANIA

W ciggu ostatnich lat teoria sprezystosei znalazta powazne zastosowanie przy rozwiazywa-
niu zagadnief inzynierskich. Istnieje wiele praypadkéw, w ktérych elementarne metody
wytrzymaloéel materialdw nie pozwalaja na otrzymanie zadowalajacego wyobrazenia o roz-
kladzie naprezed w konstrukejach inzynierskich i trzeba ucickaé sie do bardziej doktadnych
metod teorii sprezystoéei. Elementarna teoria nie wystarcza do opisania naprezen lokalnych
w poblizu punktu przylozenia obeiazenia i w poblisu podpér belki. Podobnie nie moze ona
daé wiadeiwego wyobrazenia o rozkladzie naprezen w takich ciatach, kiérych wszystkie wy-
miary sg wielko$ciami tego samego rzedu Napregenia w watkach i lulkach lozysk mozna
okredli¢ jedynie za pomocg teorii sprezystoéei. Teoria elementarna nie pozwala na zbadanie
naprezen w tych punktach, w ktorych wystepuje nagla zmiana érednicy waléw lub belek.
Wiadomo, e w katach szezelin otrzymuje sig wysokie naprezenia lokalne 1w wyniku tego
zwykle od tych miejsc zaczynaja pojawiaé si¢ pekaiecia szozegdlnie wiedy, gdy konstrukeja
poddana jest dzialaniu napregen zmieniajacych znak, Wigksza czesé zniszezen czedcl maszy-
ni)}@jgh w trakcie pracy moina zozyé na karb tych peknieC.

77 W ciagu ostatnich lat osiagnigto dobre wyniki przy rozwiazywaniu wspormsanych prak-
,{/ tycznie wainych zagadnien. W przypadkach, w ktérych trudno bylo otrzymaé dokladne roz-
' wiazania, zastosowano przyblizone metody rozwigzania. W niektéryeh praypadlkach rozwia-
zanie otrzymano na drodze eksperymentalnej. Jako przyklad moina podaé elastooptyczng
metode rozwigzywania zagadnied plaskich. Aparature elastooptyczng mozna obecnie spotkaéd:
w wyzszych uczelniach, a takie w wielu przemystowych laboratoriach badawezych, Wyniki
badati elastoopiyeznych okazaly sie szezegdlnie pozyteczne przy badaniu zjawiska koncen-
tracji naprezerl w miejscach naglej zmiany wymiaréw peprzecznyceh 1 narozach wycieé o ma-

tym promieniu rozwarcid. Wyniki te mialy bez watpienia duzy wplyw na wspolezesne kon-

~ strukcje czedel maszynowych 1 pomagaly w licznych przypadkach w ulepszaniu konstruleji

| droga eliminacji jej stabych punktéw, od kiérych mogly zaczynad sig. peknigeia,

Jako inny przyklad uwiericzonege powodzeniem hadania doéwiadezalnego mozna podaé
metode barki mydlanej, stuzgcej do okreslenia naprezen przy zginaniu i skrecaniu pryzma-
tycznych pretéw. Prazy stosowanin tej metody trudne zagadnienie, polegajace na rozZwiazaniu
réwnait réiniczkowyech o pochodnych crastkowych przy danych warunkach brzegowych,
zastgpuje sie przez pormiar pochylen 1 ugigé odpowiednio naprezonej i obcigione] banld
mydlanej. Dodwiadczenia pokazuja, ze na tej drodze otrzymuje si¢ nie tylko pogladowy obraz
rozkladu naprezef, ale réwniez nieodzowne dane dotyczace wielkoéci naprezen, ktérych
dokladnoéé wystarcea do celdéw praktycznych. o i B

Oprobez tego interesujaca jest analogia elektryczma, kidra daje moztiwoéé badania wywo-

" lanych skrecaniem naprezen w watach o zmiennej érednicy w miejscach zalaman 1 wycigé.
Pruy rozwigzywaniu waznych zagadnien. technicznych stosuje si¢ réwniei z powodzeniem
analogie migdsy zagadnieniem zginania plyt i plaskimi zagadnieniami teoril sprefystoScl.




dla inzynierdw, podstawowych wiadomosci z zakresu teorii sprqiystoéa 05100; iego autor
pra'gnql zebraé rozwiazania tych szczegdnych zagadnien, ktére moga mieé znaczenie praktyczne
i omoéwié przyblizone 1 dodwiadezalne metody rozwiazywania zagadnien teorii sprezystodei.

Majac na uwadze pralc't}-fczne zastosowania teorii sprezystoéei, autor pominat te zagadnie-
nia, ktére maja przede wszystkim charakter teoretyczny i takie, kiére nie znajduja obecnie
bezpoéredniego zastosowania w technice, na korzy$é oméwienia przypadkéw szezegilnych.
Tylko na podstawie przestudiowania ze wszystkimi szczegélami takich przypadl&éw i pordw-
nania wyniléw rozwigzan écistych z rozwiazaniami przyblizonymi, podawanymi zwykle
w elementarnych podrecznikach wytrzymalodel materialéw, projektant moze otrzymaé pelne
wyobrazenie o rozkladzie naprezen w konstrukcjach inzynierskich i nauczyé sic wladciwie
i z korzyscia dla sicbie stosowaé bardziej dokladne metody analizy naprezen.

Przy rozwigzywaniu zagadnien szezegblnych w wigkszodei przypadkéw stosowana jest
droga bezpoéredniego okreélenia naprezen za pomoca réwnan nierozdzielnosci, wyrazonych
w naprezeniach. Taki spos6bs rozwigzywania jest blizszy inzynierom, ktérych interesuje
zwykle wielkoéé naprezen. Oprécz tego, przy wprowadzaniu odpowiednich funkcji naprezen
metoda ta jest prostsza od tej, w ktérej wykorzystuje sie réwnania réwnowagi wyrazone
w przemieszegzeniach,

W licznych przypadkach wykorzystane zostaly rozwiazania zagadnien, otrzymane za po-
moca metod energetycznych. Na tej drodze calkowanie réwnai rézniczkowych zastepuje si¢
przez poszukiwanie warunkéw na minimum okreélonych catek. Powyzsze zagadnienie ra-
chunku wariacyjnego przez wykorzystanie metody Ritza sprowadza si¢ do prostego radania,
polegajacego na znalezieniu minimum funkeji. W ten sposob w wielu praktycznie waznych
przypadkach, mozna otrzymad odpowicdnie rozwiazania przyblizone.

W celu uproszezenia wykladu — ksiazka zaczyna sie od oméwienia zagadnier plaskich,
a dalej, gdy czytelnik jest juz oswojony z réznymi metodami stosowanymi przy rozwigzywaniu
zagadnienl teoril sprezystodel, rozwaza sie zagadnienia tréjwymiarowe. Te czesei ksiazki,
ktére, mimo posiadania znaczenia praktycznego, moga byé przy pierwszym czytaniu pomi-
nicte, wydrukowane zostaly petitem. Do przestudiowania tych zagadnief czytelnik moze
powrdeié po opanowaniu podstawowych rozdzialéw ksiazki.

Wywody matemalyczne podane sg w postaci clementarnej i zwykle nic wymagaja glehszej
znajomodci matematyki niz ta, ktéra wykladana jest w wyiszych szkolach technicznych.
W przypadkich zagadniern bardziej zlozonych podano: wszystkie nieodzowne wyjaénienia
i obliczenia, na podstawie ktérych czytelnik moze bez trudnosci $ledzié tok rozumowania.
Jedynie w kilku praypadkach koticowe wyniki przytoczono bez Zadnych wyprowadzen.
Podane sa natomiast nicodzowne odsylacze do prac, w ktéryeh mozna znalezé wyprowadzenia.

W lieznych odnoénikach podano prace i ksiazki z teorii sprezystosci, ktére moga mieé
maczenie praktyczne. Moga one byé ciekawe dla tych inzynieréw, ktérzy pragna przestudio-
waé blizej pewne zagadnienia szczegblne. Oprécz tego, podane odsylacze daja obraz wspél-
czesnego stanu teorii sprezystodei i moga byé pozyteczne takze i dla studentéw wyzszych lat,
ktorzy chea w przyszlodel pracowaé na tym polu.

Przy przygotowywaniu pracy aulor w znacznym stopniu korzystal z poprzednie]j ksiazlsi
na ten sam temat.(Tieoria uprugosti, t. I, St. Petersburg, Rosja, 1914), ktora jest zbiorem
wykladéw na temat teorii sprezystoéci, wyglaszanych w kilku rosyjskich wyzszych szkolach
.technicznych. R
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OZNACZENIA

x,¥, z— wspélrzedne prostokatne
r, 8 — wspolrzedne biegunowe
&, 7 — ortogonalne wspolrzgdne kyzywoliniowe; czasami wspohzedne prostokatne
R, , B — wspohzedne kuliste
N — zewnetrzna normalna do powierzehni ciala
[, m, n — cosinusy kierunkowe normalnej zewnglrznej
A — pole przekroju poprzecznego
Jo fjg momenty bezwladnoéei przekroju wzgledem osi x 1y
J == biegunowy moment bezwladnoéci przekroju
g — przyspieszenie sily ciezkoscl .
0 — gestost
g — intensywnoé¢ obciazenia ciaglego
p — ci$nienie
X, Y, Z — skladowe sily masowej na jednostke objetoéei
X, Y, 7 — kladowe obciazenia powierzchni na jednostke powierzchni
M — moment zginajacy
M, — moment skrecajacy
i Tyy O — skladowe normalne naprezenia, réwnolegle do osi ,y, 2
0, — skladowa normalna naprezenia, réwnolegla do NV
0,; 6y — skladowa promieniowa i obwodowa naprezenia we wspolrzednych biegunowych
. — skladowe normalne napreieii we wspolrzednych krzywoliniowych

Oe Oy
Oy, Ogy O — sktadowe normalne naprezenia we wspblrzednych walcowych

@=U;+ay+a;=a,+a§+dz

7 — naprezenie styczne
oo Taer T skladowe styczne naprezenia we wspohzednych prostokatnych
7,q — maprezenic styczne we wspélrzednych biegunowych
Tep— naprezenie styczne we wspolrzednych krzywoliniowych
T,g Top Trp — Skladowe styczne naprezenia we wspolrzednych walcowych
S — calkowite naprezenie na plaszezyinie
u, v, w — skladowe przemieszezenia
& — wydluzenie jednostkowe
&, — wydluzenie jednostkowe w kierunkach x, ¥, z

E
LAl 4
e,, £y — promieniowe i obwodowe wydluzenie jednostkowe we wspolrzednych biegunowych

£
e=¢,+ &+ & — rozszerzenie objgtosciowe
p — odkszialcenie postaciowe
Vg Ve 'yy_—skladowe odksztalcenia postaciowego we wspolrzednych prostokatnych
Vot Vo Ve — skladowe odksztaleenia postaciowego we wspélrzednych walcowych
E — modut sprezystoéel rozciagania i ciskania
G — modut odksztaleenia postaciowego. Modul skrecania

¥ — wspolezynnile Poissona
vE

— - _stale Lamégo
1+ (1=27)

u=0G,1
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RO =

T

W TUURUd Naprozein -
w(2), (z_) — potencjaly zespolone; funkeje zmiennej zespolonej z=x-iy

z — zmienna zespolona sprzgiona x—iy

C — sztywnoéé skrgcania ¥

0 — kat skrecenia na jednostke dlugoéci

F = 2 GO; stosowane w zagadnieniach skrecania

V — energia odksztalcenia

¥, — energia odksztalcenia na jednostke objetosci

t — czas

T — pewien okres czasu. Temperatura

& — wspblezynnik rozszerzalnoéei cieplnej

Teoria sprezystoei 2




ROZDZIAL 1

WSTEP

1. Sprezysto§é. Wszystkie materialy konstrukeyjne maja w pewnym zakresie wlasnodci
sprezyste, polegajace na tym, ze w przypadku, gdy sily zewnetrzne, powodujace odksztalcenie
ciala nie przekraczaja pewnej granicy — odksztalcenie znika z chwila usuniecia tych sil.,
W ksigzce niniejszej przyjmuje sie, ze ciala poddane dzialaniu sil zewnetrznych sa doskonale
sprezyste, tzn., ze przyjmuja dokladnie ksztalt poczatkowy z chwila usuniecia sil.

Nie bedziemy tutaj uwzgledniaé struktury molekularnej cial sprezystych. Przyjmuje sie,
ze cialo sprezyste wypelnione jest materialem jednorodnym, roztozonym w sposéh ciagly
w calej jego objetodci tak, ze nawet najmniejszy jego element ma takie same whasnosci fizyczne
jak cale cialo. W celu uproszezenia dyskusji przyjmuje sig réwniez, ze cialo jest izotropowe,
tzn., ze jego wlasnosci sprezyste sa takie same we wszystkich kierunkach.

Materialy konstrukcyjne nie spetniaja zwykle powyzszych zatozeri. Material, np. tak wainy
jak stal, wykazuje pod mikroskopem budowg krystaliczna, na ktéra skiadaja sie krysztaly
réznych rodzajéw i réznej orientacji — jest wige bardzo daleki od jednorodnoesei. Dodwiadeze-
nie mimo to pokazuje, Ze rozwiazania teorii sprezystoéci oparte na przyjeciu jednorodnoéci
i izotropii materialu moga by¢ stosowane do konstrukeji stalowych z bardzo duza dokladno-
$cig. Tlumaczy sig to tym, ze krysztaly sa bardzo male — sa ich miliony w jednym cm? stali.
Chociaz wlasnoéci sprezyste pojedynczego krysztalu moga sie znacznie zmieniaé w zaleznoéei
od kierunku, to jednak poniewaz krysztaly sa zwykle rozlozone w sposéb przypadkowy,
wlasnoéci sprezyste wigkszych elementéw metalowych maja érednie wlasnodei krysztaléw.
Dopéki geometryczne wymiary okreélajace ksztalt ciata sq duze w poréwnaniu z wymiarami
pojedynczego krysztalu, mozna z duza doldadnoscia zakladaé, Ze material jest jednorodny,
a jedli krysztaly maja orientacje przypadkowe, material moina traktowaé jako izotropowy.

Gdy pewne procesy technologiczne (takie jak walcowanie) powoduja przewage jakiej$
orientacji krysztatéw w metalu, wlasnoéci sprezyste staja sie zaleine od kierunku i cialo po-
winno by¢ rozpatrywane jako anizotropowe. Zjawisko tego rodzaju ma miejsce np. w przy-
padku miedzi walcowane] na zimno.

2. Naprezenie. Zakladamy, ze cialo znajduje si¢c w stanic réwnowagi (rys. 1). Pod
dzialaniem sit zewnetrznych Py,... P, miedzy czasteczkami ciala zaczng dzialaé sity wewnetrzne.
W celu zbadania wielkosci tych sit w dowolnym punkeie O, wyobrazmy sobie cialo podzielone
na dwie czedci 4 i B za pomoca przekroju mm przechodzacego przez ten punkt. Rozpatrujac
jedna z tych czeéei, np. czeéé A, moina stwierdzié, ze znajduje sig ona w réwnowadze pod
dziataniem sit zewnetrznych Py, ... Py, oraz sit wewnetrznych rozlozonych na powierzchni
przekroju mm 1 przedstawiajacych oddzialywanie materialu czeéci B na material czedei A.
Przyjmiemy, Ze sily te rozloione sa mna powierzchni przekroju mm w sposéb ciagly,
podobnie jak parcie hydrostatyczne lub parcie wiatru rozlozone jest w sposéb ciggly na po-
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wierzchni, na ktéra dziata. Wielkoéci takich sit okreslane sa zwykle przez ich intensywnosci,
tzn. przez wartodé sily przypadajaca na jednostlke powierzchni, na kidra sila ta dziata. Przy
rozwazaniu sit wewnetrznych intensywnosé tg nazywamny naprezeniem.

W najprostszym przypadku pryzmatycznego preta, poddanego rozcigganiu silami rozto-
zonymi réwnomiernie na jego koticach (rys. 2), sily wewngtrzne sa takie réwnomiernie roz-
lozone na powierzchni przekroju mm. Tak wiec,
intensywnoéé tego rozkladu, czyli naprezenie,
mozma otrzymaé, dzielac catkowita site rozciagajaca
P przez powicrzchnie przekroju A.

W rozpatrzonym przykladzie (rys. 2) napre-
senie bylo rozlozone réwnomiernie na powierzchni
przekroju. W przypadku ogélnym, przedsta-
wionym na rys. 1, naprezenie mnie rozlkiada
sic réwnomiernie na powierzchni przekroju mm.
W celu okreélenia wielkoéci naprezenia, dzia-
lajacego na maly powierzchnie 04, wycigta
D; z przekroju m m i zawierajaca punkt O, przyj-

Rys. 1 mujemy, ze sily dzialajace na te elementarng

powierzchnig, wywolane dzialaniem ~materiatu

czedci B na material czesci 4, moga byé sprowadzone do wypadkowe] 6P. Jesli obeenie

w spos6b ciagly bedziemy zmniejszaé elementarna powierzchnig 4, to granica stosunku

0P|6A da nam wielkos¢ naprezenia dzialajacego na przekréj mm w punkcie 0. Kierunek

graniczny wypadkowej OP jest kierunkiem naprezenia. W ogélnym przypadku kierunek

naprezenia jest nachylony do powierzchni 04, na kiéra deziala. Zwykle rozkladamy napre-
senie na dwie sktadowe: naprezenie normalne prostopadle do powierz-

chni i napresenie styczne dzialajace w plaszezyznie powierzehni dA. 1

3. Oznaczenia sil i naprezef. Na cialo moga dzialaé dwa rodzaje
sit zewnetrznych. Sily roztozone ma powierzchni ciala, takie jak nacisk
jednego ciala na drugie lub cisnienie hydrostatyczne, nazywaja sie sifami
powierzchniowymi. Sily rozlozone wewnatrz obszaru ciala, takie jak sily
grawitacyjne, sily magnetyczne, czy tez, jak to ma miejsce W przypadku
ruchu ciala, sily inercji, nazywaja sie silami masowymi. Sily powierz- ]
chniowe odniesione do jednostki powierzehni bedziemy zwykle rozkladac Rys. 2
na trzy skladowe réwnolegle do osi wspéhrzednych i bedziemy je oznaczaé
X, 7, Z. Réwnie# sity masowe odniesione do jednostki objetosci rozlozymy na trzy skla-
dowe i skladowe te oznaczymy przez X, Y, Z.

Symbolu o uzywaé bedziemy do oznaczenia naprezenia normalnego, a symbolu 7 — do
oznaczenia naprezenia stycznego. Dla oznaczenia kierunku plaszezyzny, na ktéra dziala na-
prezenie, postuzymy sig wskagnikami. W punkcie O (rys. 1) przedstawiamy element szecien-
ny, ktérego scianki sa réwnolegle do osi wspéhzednych. Na rys. 3 oznaczono skladowe napre-
senia dzialajacego na Scianki clementu oraz dodatnie zwroty tych skladowych. Sktadowe
normalne naprezenia, dzialajacego na 4cianki elementu prostopadle na przyklad do osi ¥,
oznaczone sa przez o, Wskazmik y oznacza, #e naprezenie dziala na plaszezyzng prostopadla
do osi y. Naprezenie normalne uwazane jest za dodatnie, jesli powoduje rozciaganie i ujemne,

jesli wywoluje éciskanie.
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_ Naprezenie styczne rozklada si na dwie skiadowe réwnolegle do osi wspéhrzednych.
W tym przypadku uzywa si¢ dwéch wskaZnikéw; pierwszy oznacza kierunek prostopadly do
rozpatrywanej plaszezyzny, a drugi oznacza kierunek skiadowej naprezenia. Na przylklad,
jedli ponownie rozpatrzymy Scianki prostopadte do osi ¥, to skfadowa w kierunku x oznaczona
jest przez T,,, a W kierunku z — przez 7. Za zwroty dodatnie skladowych naprezenia stycz-
nego na kazdej ze écianek elementu szesciennego przyj-

muje sie te, ktére pokrywaja sie z kierunkiem osi wsp6l- Z &

s £ o s ; . 2
ednych, jedli naprezenie rozclagajace ma tej samej
scliauc‘e‘ma‘z“q'ot‘dodatni, z.godny ze zwrotem odpo- - g
wiedniej osi. Jedli naprezenie rozciagajace ma zwrot zx
przeciwny do dodatniego zwrotu osi, to zwroty doda- Tyx - -Ir” Bz
tnie sl.dadowy‘ch naprezenia stycznego sa odwrotne. 3—_‘7‘| Tz i =,
Zgodnic z ta zasada, dodatnie zwroty wszystkich skla- Lz o Loy | T
dowych naprezenia dzialajacego na prawostronne scianki o - g
elementu szeciennego (rys. 3) pokrywaja si¢ z dodat- "'—'lf
nimi zwrotami osi wspélrzednych. Dodatnie zwroty sa X v
przeciwne do zwrotéw osi, jesli rozpatrujemy lewo- Rys. 3

stronne $cianki tego elementu.

4, Skladowe naprezenia. Z dyskusji w poprzednim paragrafie widzmy, ze dla kaidej
pary réwnoleglych écianek elementu szedciennego, takiego jak na rys. 3, potrzeba jednego
symbolu do oznaczenia skladowej normalnej i dwéch symboli do oznaczenia skladowych
stycznych naprezenia. Aby opisaé naprezenia dzialajace na szesé Scian elementu szesciennego,
konieczne sa trzy symbole o,, 0,, 0, do oznaczenia naprezen normalnych 1 sze$é sym-

boli 7,,, Ty Tups Tow Top Ty odpowiadajacych naprezeniom stycznym. Na podstawie prostych
rozwazanl réwnowagi elementu, liczba symboli odpowiadajacych na-

- - prezeniom stycznym moze byé zmniejszona do trzech.
— Jedli na przyklad wezmiemy moment dzialajacych na element sil
wzgledem osi %, to nalezy uwzglednié jedynie naprezenia pokazane
z—yzl az ]Tyz na rys. 4. W interesujacym nas przypadku sity masowe, takie jak
3 ciezar elementu, moga byé pominiete, co wynika z faktu, 7e w miare
o ¥ y malenia wymiaréw elementu, dzialajace na niego sily masowe ma-
L2y leja z szeécianem wymiaréw liniowych, podezas gdy sily powierz-
Rys- 4 chniowe maleja z kwadratem wymiar6w liniowych. Talk wiee, dla bar-

dzo malego elementu sily masowe sa wiellodciami matymi wyzsze-
g0 1zedu, niz sily powierzchniowe i dlatego moga by¢ pominiete w poréwnaniu z silami
powierzchniowymi. Podobnie momenty wywolane nieréwnomiernym rozkladem sit normal-
nych sa wyiszego rzedu, niz momenty wywolane sitami stycznymi i znikaja w miarg
dazenia do granicy. Tak wiec, sily na kazdej Sciance moga byé uwazane za iloczyn powierz-
chni &cianki przez wartodé naprezenia na érodku écianki. Oznaczajac wymiary malego
elementu podanego na rys. 4 przez dx, dy, dz i biorac momenty wzgledem osi x, otrzymu-
jemy réwnanie réwnowagi tego elementu w postaci '

T, dx dy dz = 7,, dx dy dz

Dwa pozostale réwnania mozna otrzymaé w ten sam sposéb. Z réwnan tych znajdujemy

Txy = Tyx; Tz,x = 'Exz; TZ}' = TJZ []‘]
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Wynika stad, ze naprezenia styczne na dwéch wzajemnie prostopadlych éciankach elementu
szesciennego, prostopadle do krawedzi tych $cianek, sa sobie réwne.

Dlatego tez, dla opisu naprezen dzialajacych na plaszezyzny wspéhrzgdnych w dowolnym
wielkosci te nazy-

2 ’ 2’ . r .
punkeie, wystarcza szes¢ wielkosel 0., 0, 0, T = Ty Tuy = T Ty = Ty
waja sie skladowymi napregzenia w punkcie.

Pokazemy pozniej (par. 7), ze za pomoca tych szedciu skla-

z dowych naprezenia mozna bedzie okreélié naprezenie na dowol-

4% a’zdy nie nachylonej plaszczyznie przechodzacej przez ten sam punkt.

: y 5. Skladowe odksztalcenia. Przy badaniu odksztalcenia

o ciala sprezystego bedziemy przyjmowaé, ze istnieja odpowiednie

x-A wiezy, ktére zapobiegaja ruchowi ciala jako bryly sztywnej;
Rys. 5 w taki sposéb nie istnieje zadna mozliwoéé przemieszczen po-

szezegolnych czedei ciala bez jego odksztalcenia.
W niniejszej ksigzce rozpatrywane beda jedynie male odksztalcenia, jakie wystepuja
w konstrukcjach inzynierskich. Male przemieszezenia czastel odksztalconego ciala rozklada
sie na trzy sktadowe u, v, w, réwnolegle odpowiednio do osi wspélrzednych %, y, 2. Przyj-
miemy, Ze sktadowe te sa bardzo malymi wielkodciami, zmieniajacymi si¢ w sposdb ciagly
wewnatrz calego ciala. Rozpatrzmy maly element da dy dz ciata sprezystego (rys. 5). Jesli cialo
podlega odksztaiceniu, a u, v, w sa sktadowymi

przemieszezenia w punkeie O, to przemieszcze- £ ;lx 14 &
nie w kierunku osi & odlegtego o dv punktu "_““_"Jr_““‘— P g—;dx
A wynosi “0’ T ——— g
du o _,:‘
u+ —— dx L v
dx 1!
Przyrost (du/dx) dx funkeji u odpowiada przyro- B } ‘\
stowi wspotrzednej x o wielkoéci dx. Przyrost dlu- = —'rL'gf ’
godci elementu OA wywolany odkszialceniem Yy o Curs,qy
wynosi wiec (Ju/dx) dx, a odksztalcenie jednost- Rys. 6

kowe w punkcie O w kierunku osi x jest réwne
du/dx. W ten sam sposéb mozna pokazaé, ze wydluzenia jednostkowe w kierunku osi y i z
dane sa pochodnymi dv/dy oraz dw/dz.

Rozwazmy obecnie zmiang kata zawartego miedzy elementami OA i OB (rys. 6). Jeshi
u i v sa przemieszezeniami w punkeie O w kierunku osi x 1 y, to przemieszezenie punktu A
w kierunku osi y i przemieszezenie punktu B w kierunku osi « jest odpowiednio réwne
v+(9v)dx)dx oraz u+(9ufdy)dy. Spowodowany tymi przemieszczeniami nowy kierunek
0’'A" elementu 0A odchylony jest od kierunku poezatkowego o maty kat rowny dv[dx. Po-
dobnie kierunek O'B’ odchylony jest o maly kat du/dy od kierunku OB. Z tego widaé, ze
poczatkowy kat prosty 40B, zawarty miedzy elementami O4 i OB, ulegt zmniejszeniu o kat
Dv[dx+9u/dy. Ta zmiana kata jest odksztalceniem postaciowym migdzy plaszezyznami xz
i yz. Odksztalcenia postaciowe miedzy plaszezyznami xy i xz oraz yx iyz mozna otrzymad
w taki sam sposéb.

Dla oznaczenia wydtuzen jednostkowych bedziemy uzywaé symbolu &, a dla jednostkowych
odksztalcent postaciowych symbolu y. Dla oznaczenia kierunkéw odksztatcen postuzymy sie
takimi samymi wskasnikami, jakich uzywaliémy do oznaczenia skladowych naprezenia.
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Na podstawie tego, co zostalo powiedziane, moZemy napisaé:

Ju dv dw

=l &= y’ 2= 5

dz
Jdu v du  dw dv  dw

Ex

[2]

Vay= 6)_y+ e V= o + B Voz= E#—g

Olaze sie pézniej, ze majac trzy wydluzenia jednostkowe w trzech wzajemnie prostopadiych
kierunkach oraz trzy jednostkowe odksztalcenia postaciowe odniesione do tych samych kie-
runkéw, mozna wyznaczyé wydluzenia w kazdym kierunku i wyliczyé zmiang kata miedzy
kazdymi dwoma kierunkami (por. par. 73). Szesé wielkoéci e,,..., ¥y, ... nazywasie sktadowymi
odksztalcenia.

6. Prawo Hooke’a. Zwiazki miedzy skladowymi naprezenia i skladowymi odksztalcenia
zostaly ustalone na drodze doswiadezalne] i znane sa jako prawo Hooke’a. Wyobrazmy sobie
elementarny prostopadloécian ze Sciankami réwnolegtymi do osi wspélrzednych, poddany
dzialaniu naprezenia normalnego o,, roztozonego réwnomiernie na dwéch przeciwleglych
Sciankach. Doéwiadczenia pokazuja, ze w przypadku materialu izotropowego, naprezenia nie
wywotuja zadnych zmian katowych elementu. Wielkod¢ wydluzenia jednostkowego elementu

wyrazona jest réwnaniem

Ox
& = 7r [a]
w ktérym E oznacza modul sprezystosci przy rozcigganiu. W konstrukejach inzynierskich
uzywane sa materialy, ktérych moduly sa bardzo duze w poréwnaniu z dopuszczalnymi na-
prezeniami i dlatego wydluzenie jednostkowe [a] ma bardzo mala wartosé. W przypadku
konstrukeji stalowych wielkoéé ta jest zwykle mniejsza od 0,001
Wydluzenie elementu w kierunku x zwiazane jest ze zwezeniem poprzecznym, okreélo-
nym zaleznoéciami
Ty 91 Oy «

=V &= =V [b]

w ktérych » jest wielkoécia stala i nazywa sie liczbq Poissona. Dla wielu materialéw mozna
przyjaé liczbe Poissona réwng 0,25, Dla stali konstrulscyjnych przyjmuje sie zwykle »=0,3.

Réwnania [a] i [b] mozna wykorzystaé takze i w przypadku prostego $ciskania. Ponizej
granicy sprezystodci tak modul sprezystodci, jak i liczba Poissona sy takie same w przy-
padku éciskania i rozciagania.

Jedli omawiany element poddany jest dzialaniu naprezen normalnych o, 0,, o, rozlozo-
nych réwnomiernie na powierzchni écianek, to skladowe odksztalcenia wypadkowego mozna
otrzymaé za pomoca zwiazkéw [a] i [b]. Doéwiadezenia pokazuja, ze w celu otrzymania tych
skladowych moina superponowaé skladowe odksztatcenia wywolane przez kazde z trzech
naprezert. Stosujac te metode, otrzymujemy zaleznoéé: o

= a.— ¥ (0y+ay)]

=1

&= % [oy— v (0x+ ;)] [3]

1
Ep = ' [o.— v (0:+ 0y)]
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W naszych . dalszych rozwazaniach bedziemy czesto stosowad zasade SUpErpoZYCL PrIy
obliczaniu calkowitych odksztalcert i naprezenn wywolanych dziataniem killu sil. Zasada ta

dopéty obowiazuje, dopéki sq odksztalcenia male, a odpowiadajace im male przemieszczenia
nie wplywaja w sposéb istotny na dzialanie sit zewnetrznych. W takim przypadku pomijamy
male zmiany wymiaréw odksztalcanych cial, a tym samym pomijamy male przemieszczenia
punktéw przylozenia sit zewngtrznych i opieramy nasze obliczenia na xwmlalach poczatko-
wych i poczatkowym ksztalcie ciata. Przemieszczenia wypadkowe olrzymamy wiec
przez superpozycje w postaci liniowych funkeji sit vewnetrznych, podobnie, jal przy
wyprowadzeniu réwnai [3].

Istnieja jednakze takie przypadki, w ktérych male odksztalcenia nie moga by¢ pominiete,
lecz musza byé¢ brane pod uwage. Jako przyklad tego rodzaju moina podaé cienka belke,
na ktéra dzialaja réwnoczeénie sily osiowe i poprzeczne. Sily osiowe wywoluja jedynie proste
Sciskanie lub rozciaganie, ale moga mieé istotny wplyw na zginanie belki, jesli dzialaja one
réwnoczeénie 7 sifami poprzecznymi. Przy obliczaniu odksztalcenia belek znajdujacych sig pod
takim obcigzeniem trzeba uwzglednié wplyw ugigcia na moment sil zewnetrznych, nawet
gdy ugiccia te sa bardzo malel). Zatem, calkowiie ugiccie nie jest juz liniowa funkcja sil i nie
moze byé otrzymane za pomoca SUperpozycji.

Z réownan [3] wynika, ze zwiazki miedzy wydluzeniami i naprezeniami sg w zupelnosci
okreglone przez dwie stale fizyezne: E i v. Do okreélenia zwiazku migdzy odksztalceniem po-
staciowym i naprezeniem stycznym moga shuzyé réwniez te same stale.

Rozpatrzmy przypadek szezegélny odksztalcenia prostopadloscianu (rys. 7), w ktérym

0,=— 0, a0,=0. Po wycieciu elementu abed o $ciankach réwnolegtych do osi # i nachylonych

z
a) b)
t 1 b stopadtym do bc), %e naprezenie normalne na $cian-
oy ‘\r kach tego elementu réwna si¢ zern, a naprezenie styczne

pod katem 45° do osi ziy moina z latwodcia stwierdzié
(rys. 7b) (sumujac sity w kierunku réwnoleglym 1 pro-

=
b

= o b
=+ % I ma wartoéé
&G t—r 4 1
N - e b ) = g
] a i Taki stan naprezenia nazywa sie czystym Scinaniem.
i Wydluzenie elementu pionowego Ob jest réwne skré-
Rys. 7 ceniu elementéw poziomych Oai Oc. Pomijajac wielkosci

male drugiego rzedu, stwierdzamy, ze dlugodci ab
i be elementu nie ulegaja zmianie w procesie odksztatcania. Kat miedzy éciankami ab i be
zmienia sie, a odpowiednia wielkoéé odksztalcenia postaciowego moze by¢ wyznaczona
z trojkata Obe. Po odksztalceniu otrzymujemy

&—tg(ﬁ y):_].—i-ey

0b ©°\4 2 1+e,
Po podstawieniu réwnan [3]
1 1+ve
£5: 7 E (o — vay) = LT)i
___(+9)e,
N

1) Pewne przyklady tego rodzaju moina znalezé w ksigice: S. Timoshenko: ,,Strength of Materials®. T. 11,
str, 25—49,
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uwzgledniajac, ze dla malych »

y %
o ) I
tg(:n:y)_tgél- tgz_: 2

znajdujemy

2(1+v)o, 2(1+vw
o 20t 2040 .

W ten sposéb zwiazek miedzy odksztalceniem postaciowym 1 naprezeniem stycznym olkre-
&lony jest za pomoca stalych E i ». Czesto uzywa sie oznaczenia

E
G 2(149) 5]
Wtedy réwnanie [4] przyjmuje postaé
T
Y=

Stala G, zdefiniowana zwiazkiem [5], nazywana jest modutem odksztalcenia postaciowego,
modutem $cinania lub moduiem skrecania.

Jedli naprezenia styczne dzialaja na $cianki elementu, tak jak to pokazano na rys. 3,
zmiana kata miedzy kazdymi dwoma osiami wspélrzednych zalezy jedynie od skladowych
naprezenia stycznego réwnoleglych do tych osi i wyraza si¢ zaleznodeia

1 1 1
V= T Tap s Vo= G Tyz 5 Yoy = T Tex [6]

Wydhizenia [3] i zmiany postaciowe [6] sa wzajemnie od siebie niezaleine. A wige ogdlny
przypadek odksztalcenia, wywolany trzema normalnymi i trzema stycznymi skladowymi na-
prezenia, moze byé otrzymany przez superpozycje. Na trzy wydluzenia dane réwnaniami [3]
naklada sie trzy odksztalcenia postaciowe dane réwnaniami [6].

Réwnania [3] i [6] podaja skladowe odksztalcenia w funkeji skladowych naprezenia. Nie-
kiedy potrzebne sa skladowe naprezenia wyrazone w funkeji skladowych odksztatcenia. Mozna
je otrzymaé dodajac do siebie réwnania [3] i uzywajac oznaczen

e =¢+1¢+¢,
@ =o0,1+0,+0, (71

Otrzymujemy nastepujacy zwiazek miedzy odksztalceniem objgtoéciowym e i suma na-
prezenn normalnych

e=%@ 8]

W przypadku réwnomiernego cignienia hydrostatycznego o wielkoéei p, mamy
0, =0,=0,= —p

% 7
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a ze zwiazkéw [8] otrzymujemy zaleznosé

31—2vp
E

e=—

miedzy jednostkowym odksztalceniem objetosciowym e i cisnieniem hydrostatycznym p.
Wielkosé Ef3 (1 — 2v) nazywana jest modutem odksztalcenia objetosciowego lub modutem
seidliwosct.
Uzywajac oznaczen [7] i rozwiazujac réwnania [3] wzgledem o, 0,, 0,, znajdujemy

0. J;E—(J—F—E—s

A1 =29 1+
vE E

A T R L O]
vE E

0z

SERa—m 1™
Przy uzyciu oznaczenia

vE

A=l -

[10]

i zwiazku [5], zaleznodei [9] przyjmuja postaé:
o, = Ae+ 2Ge,
o, = Ae+2Ge, [ZX
o, = Ae+ 2Ge,

ZADANIA

1. Wykazaé, %e zwiazli [1] pozostaja w mocy, gdy element pokazany na rys. 4 znajduje si¢ w ruchu i podlega
przyépieszeniu katowemu w taki sposéb, jak cialo sztywne. .

2. Wyobrazmy sobie material sprezysty, ktéry zawiera szereg rownomiernie rozlozonych malych namagnety-
zowanych czastek, a ich pole magnetyczne dziala na kazdy element dx dy dz momentem f dx dy dz, liczonym
wezgledem osi roéwnoleglej do osi x. Jakicj modyfikacji powinny ulec réwnania [11?

3. Ugzasadni¢ kilkoma przykladami, dlaczego réwnania [2] sa waine jedynie dla malych odksztalcen.

4. Warstwa materialu sprezystego umieszezona jest miedzy dwiema doskonale sztywnymi plytami, do ktérych
jest przytwicrdzona, Warstwa ta jest éciskana miedzy plytami naprezeniem o,. Zakladajac, Ze tarcie o plyty zapo-
biega calkowicie odksztaleeniom poprzecznym &, i &, znalezé pozormy modut Younga (t. o fe,) w funkeji E i
Pokazat, #e modul ten moze hyé wielokrotnie wiekszy od E w przypadku, jesli material warstwy jest prawie
niedcidliwy pod ciénieniem hydrostatycznym.

5. Dowieéé, ze réwnanie [8] wynika z réwnan [11], [10] 1 [5].
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ROZDZIAL 2

PEASKI STAN NAPREZENIA I PLASKI STAN ODKSZTAXCENIA

7. Plaski stan naprezenia. Jesli cienka tarcza jest obciazona sitami przylozonymi na
brzegu, réwnoleglymi do plaszezyzn tarczy i réwnomiernie rozlozonymi na jej gruboéel
(rys. 8), to skladowe naprezenia o, 7, T,, 52 TOwne zeru na obu powierzchniach tarczy
i moina z poczatku przyjaé, ze sa one réwne zeru takze na calej grubosei tarczy. Stan napre-
#enia jest wiec okreélony przez o, 0, T,, i nazywa si¢ plaskim stanem naprezenta. Moina

1l

Rys. 8

takze przyjaé, ze wymienione trzy skladowe nie zaleza od wspolrzednej z, tzn. pozostaja nie-
zmienne na calej grubodei. Sa wiec one jedynie funkcjami zmiennych x i y.

8. Plaski stan odksztalcenia. Podobnego rodzaju uproszczenie mozliwe jest w in-
nym przypadku kraficowym, w ktérym wymiar ciala w kierunku osi z jest bardzo duzy. Jegli
cialo o ksztalcie cylindryeznym lub pryzmatycznym ma w jednym kierunku bardzo duze
wymiary i jest obciazone silami niezmieniajacymi sie na diugosci i prostopadlymi do tego
kierunku, to mozna przyjaé, ze wszystkie przekroje poprzeczne znajduja si¢ w tych samych
warunkach. Najlatwiej jest poczatkowo zalozyé, ze przekroje koficowe zawarte sa miedzy nie-
przesuwanymi sztywnymi plaszezyznami, co zapobiega przemieszezeniu w kierunku osiowym.
Wplyw usunigcia tego ograniczenia zbadamy pézniej. Poniewaz przemieszezenia osiowe na
koticach ciata réwnaja sie zeru, a wzgledem przekroju $rodkowego zachodzi symetria, to mozna
przyjaé, ze to samo odnosi sie do kazdego przekroju.

Istnieje wiele waznych zagadnien tego rodzaju; sa to np.: zapora obciazona cisnieniem
bocznym (rys. 9), rura tunelu (rys. 10), rura walcowa poddana ciénieniu wewnetrznemu,
walek ozyska tocznego éciskany sitami w plaszezyznie érednicy (rys. 11). W zadnym przy-
padku obciazenie nie moze si¢ zmieniaé wzdluz dlugoéci. Poniewaz kazdy przekrd znajduje
si¢ w tych samych warunkach, wystarcza rozwazyé jedynie warstwe wydziclona dwoma prze-
krojami w odlegloéci jednostkowej. Skladowe przemieszczenia u i v sa jedynie funkcjami
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