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17. Rﬂz“*iqzanie za pomoca wielomianéw. Pokazalidmy, Ze rozwigzanie zagadnien

dwuwymiarowych w przypadkach, gdy nie ma sit masowych lub maja one wartosci stale,
sprowadza si¢ do catkowania réwnania réiniczkowego
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z uwzglednieniem warunkéw brzegowych [20]. W przypadku dhugiego, prostokatnego pasma
mozna poszukiwaé rozwigzan réwnania [a] w postaci wielomiandw. Przyjmujac wielomiany
réznych stopni i odpowiednio dobierajac ich wspél-
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Rys. 21
ktéry spelmia dokladnie réwnanie [a] i przyjmujac
0 g=0, otrzymujemy na podstawie réwnan [29]
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Wszystkie trzy skfadowe sa wielkoéciami stalymi w catym obszarze ciala, czyli funkeja napre-
et [b] opisuje kombinacje réwnomiernego rozciagania lub $ciskania®) w dwéch wzajemnie
prostopadlych kierunkach oraz réwnomiere $cinanie. Sity na brzegach odniesione do jed-
nostki powierzchni musza byé réwne odpowiednim naprezeniom, zgodnie z oméwieniem
w par. 14; sily te w przypadku prostokatnej tarczy z brzegami réwnoleglymi do osi wspdl-
rzednych, pokazano na rys. 21.
Rozwazmy obecnie funkeje naprezen w postaci wielomianu trzeciego stopnia

d

@3= _x3 + %xzj’+%xy2+ ﬁyii [C]

Yy A. Mesnager: ,Compt. rend.%, t. 132, str. 1475, 1901; patrz takie A. Timpe: »Z. Math. Physik®, t. 52
str. 348, 1905.

%) Zaleiy to od znaku wspélezynnikéw a, i by. Kierunki naprezen na rys. 21 odpowiadaja dodatnim wartosciom -

@y, by i cy.

Funkeja powyzsza takze spelnia réwnanie [a]. Korzystajac z réwnaii [29] 1 prayjmujac ¢ g =0,

znajdujemy
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Przyjmujac dla plyty prostokatnej, pokazanej na rys. 22, wszystkie wspélezynniki z wyjat-
kiem dy réwne zeru, otrzymujemy czyste zginanie. Jesli jedynie wspélezynnik ay jest réiny
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od zera, to olrzymujemy czyste zginanie spowodowane naprezeniami normalnymi przylo-
zonymi do brzegbw tarczy y= Zc. JeSli przyjmie si¢, ze od zera réimy jest wspélezynnik

by lub ¢, to oprécz naprezen normalnych otrzymamy na brzegach tarczy naprezenia styczne.

Na rys. 23 przedstawiony jest np. przypadek, w ktérym wszystkie wspélezynniki wielomianu
[c] z wyjatkiem b, sa réwne zeru.

Oznaczone kierunki naprezeni odpowiadaja dodatniemu by, Wzdluz bokéw y= +c¢ dziala
odpowiednio réwnomiernie rozloZone naprezenie rozciagajace i Sciskajace, a mnaprezenia
styczne sa proporcjonalne do x. Na brzegu x=1 dziala jedynie stale naprezenie styczne —byl,
a na brzegu x=0 nie ma zadnych naprezeii. Podobny rozktad naprezenia otrzymuje sig, jedli
przyjaé ¢g rozne od zera.

Przyjecie funkeji naprezen w postaci wielomianéw drugiego i trzeciego stopnia pozwala
na calkowita swobode w wyborze wielkoéci wspolezynnikéw, poniewaz réwnanie [a] spel-
nione jest niezaleznie od ich wielkogci. W przypadku wielomiandw wyzszych stopni, réwnanie
[a] speione jest jedynie wtedy, gdy miedzy wspélezynnikami zachodza pewne zwiazki.
Jesli przyjmiemy funkeje naprezein np. w postaci wielomianu czwartego stopnia
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to po podstawieniu jej do réwnania [a] przekonamy sie, Ze jest ono spelnione jedynie wtedy,
gdy

eg=— (2¢cy+ay)




Skladowe naprezenia w tym przypadku wynoszq
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Wystepujace w tych wyrazeniach wspélezynniki ay, ..., dy sa dowolne i przez odpowiedni

ich dobér mozemy otrzymaé réine warunki obciazenia prostokatne] tarczy. Przyjmujac
np. wszystkie wspélezynniki, z wyjatkiem dy, réwne zeru,
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Foiss Na rys. 24 pokazane sy sily dzialajace na prostokatng

v tarcze pray d,>>0 wywolujace naprezenia [e]. Na diuz-
Rys. 24 szych brzegach y= 4c sily styczne rozloZone sq réwno-

miernie, a tozklad ich na koricach jest paraboliczny.
Dzialajace na brzeg plyty sily styczne sprowadzié mozna do pary sil'), ktérej moment
wynosi
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Moment ten réwnowazy sie z momentem wywolanym dzialaniem sit normalnych na brzegu

plyty x =1

Rozpatrzmy funkeje naprezed w postaci wielomianu piatego stopnia
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Po podstawieniu do réwnania [a] widzimy, ze jest ono spelnione, gdy
es= — (2¢5+ 3 as)
fom= — L(bs+2dy)

Odpowiednie sktadowe naprezenia sa réwne
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1) Przyjeto tu jednostkowa grubodé¢ plyty.

Wspélezynniki ag, ... dg sa dowolne i przez odpowiedni ich dobér olrzymujemy réine wa-
runki obciazenia tarczy. Prayjmujac np. wszystkie wspélezynniki z wyjatkiem dg réwne zeru,
otrzymujemy
2
o, =ds (x*y —57°)

o,= %df'ys [g]
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Sily normalne rozlozone sa réwnomiernie wzdtuz dtuzszych brzegow tarczy (rys. 25a). Wzdluz
brzegu %=1 sity normalne maja dwie skladowe, z ktérych jedna zmienia si¢ liniowo, a druga
podlega zmiennoéci parabolicznej trzeciego stopnia. Sily styczne sa proporcjonalne do x na
dluzszych brzegach tarczy, a zmicniaja sie parabolicznie wzdtuz boku x=[. Ich rozklad po-
kazany jest na rys. 25h.
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Poniewaz réwnanie [a] jest réwnaniem rézniczkowym liniowym, to moina stwierdzié,
76 suma kilku rozwigzafi tego rownania jest takze jego rozwiazaniem, Mozemy superponowaé
podane w tym paragrafie elementarne rozwigzania i w ten sposdb dochodzié do nowych roz-
wiazati o znaczeniu praktycznym. W dalszym ciagu rozwazamy kilka przykladéw zastosowa-
nia metody superpozycji.

18. Zasada de Saint-Venanta'). W poprzednim paragrafie oméwiliémy kilka przy-
kladéw, w ktérych écisle rozwiazania dla tarcz prostokatnych uzyskano przez przyjecie bar-
dzo prostych postaci funkeji naprezen @. W kazdym prazypadku spelnione sa wszystkie
réwnania teorii sprezystoéei, ale rozwiazania sq poprawne jedynie wtedy, gdy sily powierzch-
niowe roztozone sq w okreélony sposéb. W przypadku np. czystego zginania (rys. 22), moment
zginajacy powinien byé wywolany przylozonym na kericach rozciaganiem i éciskaniem, pro-
porcjonalnym do odlegloéci od osi obojetnej. Zamocowanie brzegu, jedli istnieje, powinno
byé takie, aby nie przeszkadzalo jego deplanacji. Jesli oméwione warunki nie sa spelnione,
tzn. jesli moment jest przylozony inaczej lub sposéb podparcia wymusza powstanie innych
sit w koricowym przekroju, to rozwiazanie podane w par. 17 nie jest juz rozwigzaniem Sci-
stym. Prakiyczny poiytek z rozwigzania nie ogranicza sie jednak do takiego szczegblnego
przypadku. Moze byé ono stosowane z wystarczajaca dokladnogcia i do takich przypadkéw
zginania, w ktérych warunki na konicach nie sa tak rygorystycznie spehnione.

Takie rozszerzenie stosowalnosci rozwigzania opiera sie zwykle na tzw. zasadzie de Saini-
Venanta. Zasada ta méwi, ze jedli uklad sit dzialajacy na mala czesé powierzchni ciala spre-

1) Zasada ta byla sformulowana w stynnej rozprawie o skrecaniu w ,,Mém. savants étrangers”, t. 14, 1855. Jej
awigzek z zasadq zachowania energii omodwiony bedzie w dalszym ciagu ksiazlki (patrz par. 47).
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Zystego zastapié innym, ale statycznie réwnowaznym ukladem sit dzialajacym na te sama
czedé powierzchni, to ta zmiana rozkladu obcigzenia powoduje tylko lokalnie istotne zmiany
w naprezeniach, ale znikomy jest jej wptyw na naprezenie w odleglodciach duzych w poréw-
naniu z liniowymi rozmiarami powierzchni, na kiérej zostat zmieniony uklad sil. W przypadku
np. czystego zginania prostokatnego pasma (rys. 22), ktérego wymiary poprzeczne sa male
w poréwnaniu z dlugodcia, sposéb przylozenia zewnetrznego momentu zginajacego wplywa
na rozklad naprezenia jedynic w okolicy jego koricow, a nie ma znaczenia dla przekrojow
dostatecznie od konicéw oddalonych, w ktérych rozklad naprezen bedzie praktycznie okre-
glony rozwiazaniem przedstawionym na rys. 22.

Jest to stuszne réwniez w przypadku osiowego rozciagania. Rozklad naprezen zalezy od
sposobu przylozenia sit rozciagajacych jedynie w poblizu obcigzonego korica, a w przekrojach
poprzecznych w pewnych odleglodciach od konica rozklad naprezen jest praktycznie réwno-
mierny. Kilka przykladéw ilustrujacych to twierdzenie i pokazujacych jak szybko rozklad
naprezen staje si¢ praktycznie réwnomierny omdéwimy pdzniej (patrz par. 23).

19. Wyznaczenie przemieszezefi. Skladowe odksztalcenia moina otrzymaé na pod-
stawie prawa Hooke'a (réwnania [3] i [6]), gdy znane sa skladowe naprezenia, wyznaczone
na podstawie poprzednich réwnar. Przemieszezenia uiv mozna wyznaczy¢ wtedy z réwnar

Ju Jdv du v

T T y = Dy y * % [a]

Catkowanie tych réwnati w kazdym konkretnym przypadku nie przedstawia zadnych trud-
noéci i mozemy podaé kilka praykladéw ich zastosowania. Skladowe odksztalcenia [a] nie
ulegna zmianie, co mozna natychmiast sprawdzié, jeéli do u i v dodaé funkcje liniowe

wy=a+by; v,=c—bx 2 [b]
w ktérych a, b i ¢ sa wielkodciami stalymi. Oznacza to, e przemieszczenia nie sa jednoznacznie
okreélone przez maprezenia i odksztalcenia. Na przemieszezenia wywolane wewnetrznymi
odksztalceniami mozna nalozyé takie przemieszezenie, jakiego doznaje cialo sztywne; stale
a i c wréwnaniach [b] okreélaja przesunigcie, a stala b — maly kat obrotu ciala (traktowanego
jako sztywne) wzgledem osi z.

Pokazaliémy poprzednio (patrz par. 15), ze w przypadku stalych sit masowych rozklad
naprezen jest taki sam dla plaskiego stanu naprezenia, jak dla plaskiego stanu odksztalcenia.
Przemieszezenia sa jednak réine w obu przypadkach, poniewaz w zagadnieniu plaskicgo
stanu naprezenia skladowe odksztalcenia wehodzace w sklad réwnail [a] okreélone sq zwiaz-

kami
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a w zagadnieniu plaskiego stanu odksztalcenia zwigzlkami
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Fatwo sprawdzié, ze ostatnie réwnania mozna otrzymaé z poprzednich (dla plaskiego stanu
naprezenia), jeéli zamiast E' podstawi¢ EJ(1—»?), zamiast » podstawi¢ »/(1—»). Wymienione
podstawienia nie dotycza G, ktdre nie zmienia sie i wynosi #/2 (14v). Sposéb catkowania
réwnar [a] pokazemy w dalszym ciagu przy omawianiu zagadnien szezegblowych.

20. Zginanie wspornika  obcigzonego ma
koficu. Rozpatrzmy wspornik o szerokosci jednostko-
wej, zginany przyloona na koreu sily P (rys. 26). 7
Bizeg dolny i gorny jest wolny od obcigzenia, a sity g
styczne, tworzace wypadkowa P, rozlozone sa wzdluz P
brzegu x=0. Warunki te mozna spelni¢ przez odpo- 5
wiednia kombinacje czystego $cinania z napreZeniami Rys. 26
opisanymi réwnaniami [e] w par. 17 i przedstawio-
nymi na rys. 24. Po naloZeniu czystego dcinania 7, = —b, na naprezenia okreélone przez
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[e] otrzymujemy

o, =dyxy; 0,=0

d,
Ty = — by — 543’2

Aby dluzsze brzegi y = ¢ byly wolne od naprezen, musimy przyjaé

(Tw)y= 2o = —52—%02:0

skad otrzymujemy

Dla spelnienia zadanego warunku na obeigzonym koricu, suma rozlozonych na nim sit stycz-
nych musi byé réwna P. Stad?)

skad

Po podstawieniu wartoéel dy i by do réwnan [a] mamy

3P
o= g g ag,=0

apf. a8

5) .Znak minus przed calka wynika z umowy okreélajacej znak naprezenia stycznego. Naprezenie Txy na brzegu
%=0 jesi dodatnie, jesli skierowane jest w gore (patrz par. 3).
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Wynik ten pokrywa sie catkowicie z elementarnym rozwigzaniem podawanym w podrqc-z- f
nikach wytrzymaloéci materialéw. Nalezy podkreélié, ze rozwigzanie to jest écisl.e jedyfne w
wtedy, gdy sily styczne na koncach rozlozone sa wedlug zalemosci par_abo]iczne], ?ak jak
i naprezenie 7,,, a intensywnos¢ sit normalnych na utwierdzonym brzegu jest pr?porc]o'nahm
do . Jedli sity na koficach sa rozlozone w jakié inny sposéb, to rozklad naprezeri [b] nie po-
krywa sie z rozwiazaniem $cistym na korcach wspornika, ale na podstawie zasady de Saint-

Venanta moze byé uwazany za zadowalajacy w przekrojach dostatecznie odleglych od koicow.
Rozwazmy obecnie przemieszczenia odpowiadajace naprezeniom [b]. Po zastosowaniu
prawa Hooke’a znajdujemy

du o _Pwy O 0. vPxy [c]
Ex:—-ax ZTE—_ EJj Sy*ay F Ly
Jdu v _ Ty _ . #P 2 _ 42 [d]
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W celu otrzymania skladowych przemieszczenia u i v nalezy scatkowaé réwnania [c] i [d].

Calkowanie réwnan [c] daje

P2y ) B v Pxy?

L=
gdzie f(y) i fi(x) sa dotychezas nieznanymi funkcjami jednej zmiennej y lub x. Po podsta-
wieniu znalezionych wartoéei u i v do réwnania [d] znajdujemy

B 2 df(y). - vPy? dfi®) 2?(; (2 — y?)

T 2E] T dy ' 2E] dx

W réwnaniu tym pewne wyrazy sa jedynie funkejami x, inne sa jedynie funkcjami y, a jeden
nie zalezy ani od «x, ani od y. Oznaczajac Wy1niéniq):16 grupy przez F(x), G(y) i K, mamy:

e : (Z
Pxt  dfil). L. dfly) Pyt BY
F@=—gp+ =g 6O ="3 1357 271G
Pe?
K=—57g

i réwnanie moze byé napisane ‘w postaci
F@)+ G =K

Réwnanie takie oznacza, ze F(x) musi byé pewna stala d, a G(y) — pewna stalg e. J esh bowifam
F(x) i G(y) moglyby si¢ zmieniaé wraz z x i y, to zmieniajac tylko x lub tylko y, nie mozna '

by spelnié naszej réwnoéci. Tak wiee

Pe?
e d = — m [e]
oraz
dfi(x) Px? .- GiE Py Pyt
& e tY g ~amtaeTe
Funkcje f(y) 1 fi(x) sa wicc réwne
_ vPy3  Pyd
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Jfilx) = LT +dx+h

Podstawiajac je do wyrazen na u i v, mamy

ixzy pPy? Py?
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Bd ol [e]
_.'.U xy i .%7_
U= STT ; 6Ef+dx+h

Stale d, e, g 1 b mozna obecnie okreélié z réwnania [e] i trzech warunkéw, spowodowanych
przez wiezy, zabezpieczajace belke przed takim ruchem, jakiemu podlegaloby cialo sztywne
w plaszezyinie xy. Przyjmujemy, ze punkt érodkowy A przekroju koticowego jest unieru-
chomiony. Wtedy dla x=/1i y=0 przemieszczenia u i v réwnaja sie zeru, a z réwnan [g]
znajdujemy:

P

g =10; h=—6EJ—dl

Krzywa ugiecia otrzymuje sie przez podstawienie y=0do drugiego z réwnan [g]. Wtedy

Pz PB —
(v)y=o=EE—J*6E—]—d€l—x) [h]

W celu okreélenia wystepujacej w tym 1‘(5\\fllaniu stalej d, musimy uzyé trzeciego warunku
utwierdzenia, ktéry eliminuje mozliwosé obrotu helki w plaszczyinie xy wagledem stalego
punktu 4. Takie zamocowanie mozna zrealizowaé w rézny sposéb. Rozpatrzmy dwa przypadki:

1) Gdy element osi belki jest utwierdzony zupemie na koricu w punkcie 4. Wtedy wa-

runkiem utwierdzenia jest
Jv
o) ) : 1
( 2P )y = f) : (k]

2) Gdy pionowy element przekroju jest utwierdzony zupehie w punkcie 4. Wiedy wa-
runek utwierdzenia ma postaé
du
= Ja=t'=0 1
(Qy ) ¥ Zo :
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a z réwnania [e] znajdujemy, ze
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Po podstawieniu wszystkich statych do réwnan [g] otrzymujemy

Pxty Py  Py* | (Pﬁ Pcﬂ)y
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Réwnaniem krzywej ugigcia jest
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Daje ono ugigcic obciazonego kotica (x = 0) réwne wartoéci PI33E] podawanej zwykle w ele-
mentarnych podrgeznikach wytrzymaloéei materiatéw.
W celu przedstawienia spowodowanego naprezenianii stycznymi odksztalcenia przekroju

poprzZeczego, rozwazmy przemieszezenie 1 na utwierdzonym leoticu x=1[. Na podstawie

réwnan [m] mamy:
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Ksztalt przekroju po odksztatceniu jest taki, jak pokazuje rys. 27a. Element przekroju w punk-
cie A obraca sie wzgledem niego pod wplywem naprezenia stycznego T, = — 3 Pldc o kat

3P/4cG w kierunku zgodnym z ruchem wskazbwek zegara.

Jedli zamiast elementu poziomej osi pionowy element przekroju jest utwierdzony w punk-
cie A (rys. 27b), to z warunku [1] i pierwszego z réwnan [g] znajdujemy, ze
P2
et
2.E]
a z réwnania [e]
d— P2 Be®
- 2E] 206
Po podstawieniu do drugiego z réwnaii [g] znajdujemy
. Px® Px PP | P&
e e S e g e [ r
Oy-0 =557 ~ 25y * 37 256 {77 i

Poréwnujac ten wynik z réwnaniem |n] moina stwierdzié, ze ugiecia wspornika spowodowane
obrotem korica osi w punkcie A (rys. 27b) wzrastaja o wartoéé

P2 3P
576 {9 = geg =%

Jest to tzw. wplyw sil poprzecznych na ugiecie belki. W praktyce, na utwierdzonych koricach
mamy warunki rézne od pokazanych na rys. 27. Utwierdzony przekréj nie posiada zazwyczaj

o) -

Rys. 27

swobody odksztalcenia i rozklad sit na omawianym koiicu réiny jest od tego, ktéry wyra-
#aja réwnania [b]. Rozwiazanie [b] jest jednak wystarczajace dla odpowiednio diugich wspor-
nilkéw w dostatecznej odleglosel od utwierdzonego korica.

21. Zginanie bhelki réwnomiernie rozloZonym obcigZzeniem. Belke o waskim
przekroju i jednostkowej szerokosci, podparta na koncach, poddajmy dzialaniu réwnomier-
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Rys. 28

nie rozlozonego obcigzenia o intensywnosci ¢ (rys. 28). Na gérnym i dolnym brzegu belli
mamy nastgpujace warunki:

(Tdym =0 (OBl y:=0 (@)oo ,=—¢ [a]
Warunki na koricach x= 4 maja postaé
[Credy=F gl [ ody=0; [ oydy=0 [b]

QStatnie dwa z warunkéw [b] wskazuja na to, ze na korcach belki nie ma sit podluznych i ze
nie dziataja na nie pary sil. Wszystkie warunki [a] i [b] mozna spelnié¢ przez kombinacje

4%
T




pewnych rozwiazan otrzymanych w par. 17 w postaci wielomianéw. Zaczniemy od rozwiazania
[g] pokazanego na rys. 25. W celu wyeliminowania naprezen rozciagajacych, dzialajacych
wzdluz brzegu y=c 1 naprezen stycznych na brzegach y= 4 ¢, dokonujemy superpozycji
prostego Sciskania 0, =a, (rozwigzanie [b] par. 17) i naprezen o,=bgy oraz 7,,= —bgx, przed-
stawionych na rys. 23. Postepujac w ten sposéb, znajdujemy:
o,= ds (5% — 37°)
=3dsy®+bsy +a, [c]
Ty = — dgxy® — bgx
Z warunkéw [a] otrzymujemy
—dge? — by =
%d503 + bge+a, =0-
i %dsca —bgeta,=—¢q
skad
q 3 ¢ 3 ¢
—=;  by= s dg=

4 ¢’ T 4B

Po podstawieniu do réwnan [c], wiedzac, ze 2¢%3 jest momentem bezwladnoéei J przekroju
prostokatnego o szerokosci jednostkowej, otrzymujemy

L Ba(1l.s 4 e o B Les e B

y 463(3y _chr?c =—ariat cy+ e [d]
3q q .

To = — g8 (== — 5 (@ —yIn

Mozna latwo sprawdzié, ze podane skladowe naprezenia spelniaja nie tylko warunki [a] na
dluzszych brzegach, ale takie pierwsze dwa warunki [b] na koricach belki. W celu zlikwidowa-
nia momentéw dziatajacych na kotice bellki, dodamy do rozwiazania [d] stan czystego zgi-
nania, o, =dsy, 0,=7,,=0, pokazany na rys. 22. Stala d3 wyznaczymy z warunku dla x= £1.

Cwaiy=1 | 20 0 2 ) S il
7““} = . 4 B 373}’ rGgy | Y &Y=

7z ktorego

[33]

j =l 3 ]

Pierwszy skladnil w powyzszym wyrazeniu przedstawia naprezenia, ktére otrzymuje si¢
zwyldle na podstawie elementarnej teorii zginania, a drugi — wprowadza konieczna poprawke.
Poprawka ta nie zalezy od % i jest mala w poréwnaniu z maksymalna wartoécia naprezenia
zginajacego przy zalozeniu, ze rozpigtoéé belki jest duza w poréwnaniu z jej wysokodcia. Dla
takich belele elementarna teoria zginania daje dostatecznie doldadne wartodci naprezenia.
Nalezy podkreélié, ze réwnanie [33] przedstawia rozwiazanie doktadne tylko wtedy, gdy sily
podhuzne na koricach x= +1I rozlozone sa wedlug zaleznosci

= 3g(2 4 214
X—Ecs(aﬁ 5

tzn. jesli sq takie same dla x= 1 jak naprezenia o, wyrazone réwnaniem [33]. Sily te maja
wypadlkowa i moment wypadkowy réwny zeru. Postugujac sie zasada Saint-Venanta mozemy
wnioskowaé, ze wplyw tych sil na naprezenia w dostatecznej odleglosci od koricow, powiedzmy
w odlegloéci wiekszej niz wysokoéé belki, moze hyé pominigty. Dlatego rozwiazanie [33] jest
w tych punktach dostatecznie dokladne gdy nie ma sil X,

Réinica miedzy rozwiazaniem écistym [33] i rozwiazaniem przyblizonym, okreélonym
przez pierwszy skladnik réwnania [33], wyv;folana jest tym, Ze przy otrzymywaniu rozwia-
zania prayblizonego przyjmuje sie, ze wiokna podinzne belki znajduja si¢ w stanie prostego
rozciagania. Z rozwiazania [d] wynika, ze miedzy wléknami dzialaja naprezenia ciskajace .
Naprezenia te odpowiadajg poprawce okreslonej drugim skladnikiem rozwigzania [33]. Roz-
klad naprezen $ciskajacych o, na grubodei belki pokazany jest na rys. 28c. Rozklad naprezen
stycznych 7,, na gruboéci belki opisany jest trzecim ze wzoréw [d] i pokrywa si¢ z rozkladem
olrzymywanyni zwykle na podstawie teorii elementarne;.

Gdy belka obciazona jest cigzarem wlasnym zamiast obciazenia g, to rozwiazanie nalezy zmodyfikowaé przez
podstawienic g=2 pge do [33] i do dwéch ostamich réwnan [d] oraz przez dodanie naprezen

0,=0; o,=pglc—y); Ty=0 y [e]

Rozklad naprezen [e] mozna otrzymaé ze zwiazkow [29] prayjmujac

@ = Log(ex + 57f3)
Rozklad ten przedstawia stan naprezenia wywolany ciezarem wlasnym i silami na brzegu. Na gérnym brzegu
y= —c mamy 0,=2gge, a na dolnym (dla y=c) o,=0. Tak wigc, gdy naprezenia [e] dodaé do poprzedniego
rozwiazania dla g=2pge, to naprezenie na obu brzeg'lch poziomych réwna sig zeru, a obciazenie belki stanowi
jedynie cigzar wlasny.

Przemieszezenia u i v mozna obliczyé w sposéh przedstawiony w poprzednim paragrafie.
Przyjmujac, ze w punkcie polozonym w érodku belki (x=0, y=0) przemieszczenie poziome
réwna si¢ zeru, a przemieszczenie pionowe réwne jest ugieciu 9, znajdujemy, wykorzystujac
rozwiazania [d] i [33], '

. g (22 e .ls_z.Lgs-

L9 _-ﬁ__czyz___?_a,. z_zﬁ Qi“lzz}
V= ZEJ{IZ Bt (12 — x%) 7 T % z +
g AR e ) oep 2.
2E][ B B 22 (14 w22 |+ 6
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7 wyrazenia okreflajacego u mozna wyciagnaé wniosek, e powierzchnia obojeina nie

pokrywa sie z linig érodkowa belki. Linia érodkowa doznaje odksztalcenia dodatniego »q/2E,
wywolanego naprezeniem $ciskajacym

q
(0y)y=0= — ol
skad znajdujemy, ze
g
(Why=0=—57
7 wyrazenia dla v wyznaczamy krzywa ugiecia
g [ a2t 1 oo (1.1,) e
(v)y=gé—-2EJ[2~E—§c%2—r 1I21' o [£]
Z warunku, ze ugiecie linii érodkowej na koncach (x= +[) jest réwne zeru, znajdujemy‘
.5 git 12 2{ 4 1)] [34]
S=mE 't s E\st 2

Czynnik przed nawiasem wyraza ugiecie, ktére otrzymuje si¢ na podsta.wie r.ozsziaﬁ elen%en-
tarnych przy zalozeniu, ze przekroje belki pozostaja plaskie w trakcie zginania. Drugi ze
skladnikéw w nawiasach przedstawia poprawle nazywana zwykle wplywem sit poprzecznych.

Przez dwukrotne zréiniczkowanie réwnania krzywej ugiecia [f] wzgledem x, otrzaymujemy

nastepujace wyrazenia na krzywizng

) _ gfe-=, (4+1)] [35]
a? ), o= EI| 2 572

Mozna zauwazyé, ze krzywizna nie jest éciéle proporcjonalna do momentu zginajacegol)
g(12—42)j2. Dodatkowy skladnik w nawiasach stanowi poprawke, ktérg trzeba dodaé do zwy-
klego réwnania elementarnego. Ogélniejsze badania krzywizny belek pokazuja?), ze po-pl:aw}ca
podana w wyrazeniu [35] moze byé wykorzystana réwniez w przypadku llx:aZdegc') obcmzema,
ktérego intensywnoéé zmienia sie w sposéb ciagly. Wplyw sily poprzecznej na ugiecie w przy-
padku obcigzenia skupionego oméwimy pézniej (par. 36).

Flementarne badania wplywn sil poprzecznych na krzywizane krzywei ugigcia belek byly prawadzon.e w é_ugli?
przez Rankine'a®), a w Niemczech przez Grashofa?). Gdy maksymalne odksztatcenie pO?taciowc na osi obojetnej
prostokatnej belki o szerokoéei jednostkowej jest rowne £ (Q/2¢G), gdzie (J oznacza sﬂ(g. poprzeczng, to x'vzrost
krzywizny okrefla pochodna tego odksztalcenia wzgledem x i wynosi §(q/2¢G). Poprawione na podstawie ele-
mentarnych rozwazan wyrazenie na krzywizng jest wiec réwne

q PP—a? 5 ¢ _ q 12— x? 21 ]
Tz TTERC EJ[ g roedad

. ; todEP
; S o - S 4 0dé
7, poréwnania tego réwnania z wyrazeniem [35] wynika, ze rozwigzanie elementarne podaje zbyt duza wartodéb)

poprawki.

; £ . « 809,
1) Pierwszy zwrécil na to uwagg K. Pearson: ,Quart. J. Math.“, t. 24, str. 63,“1
%) Patrz praca T. v, Kdrmdn: ,,Abhandl. aerodynam. Inst., Techn. Hochschule®, Aachen, t.7. str. 3, 1927.
3) Rankine: ,Applied Mechanics®, Wyd. 14. Str. 344, 1895.
%) Grashof: ,Elastizitit und Festigkeit“, Wyd. 2. 1878. _’ ] T
5) Lepsze przyblizenie zostalo otrzymane na podstawie elementarnych rozwazaf opartych na energii odksatat-
cenia, Patrz S. Timoshenko: ,Strength of Materials®. Wyd. 2. t. 1. Str. 299.
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Poprawki na krzywizng w réwnaniu [35] nie mozna przypisac jedynie sile poprzecznej. Wywolana jest ona
czgéciowo naprezeniami Sciskajacymi oy Naprezenia te roztozone sa nieréwnomiernie na wysokoéei belki. Wywo-
lane nimi rozszerzenie poprzcczne w kierunku x maleje w miare zhlizania sie do powierzchni dolnej belki i w ten
sposéb powstaje krzywizna odwrotna (o wypuklosci skierowanej do géry). Krzywizna ta, lycznie z wplywem sily
poprzecznej, powoduje poprawke w réwnaniu [35].

¥
22. Inne przypadki belek obcigizonych w spo- mE
s6b ciagly. Przez zwigkszanie stopnia wielomianéw uzy- —
tych do otrzymania rozwiazan zagadnienia dwuwymiarowego L C O 4
(par. 17) mozna olrzymaé rozwigzania zagadnienn zginania e
w przypadku réinych rodzajéw obciazenia zmieniajacego T
sie w spos6h ciaglyl). ORI RSE e
Przyjmujac na przyklad rozwiazanie w postaci wielo- Rys. 20 =

mianu szostego stopnia i laczac je z rozwigzaniami uzyska-
nymi w par. 17, mozna otrzymaé naprezenia w pionowym wsporniku obcigzonym cidnieniem
hydrostatycznym (rys. 29). W ten sposéb mozna pokazaé, e wszystkie warunki na pionowych
krawedziach wspornika spelnione sa przez nastepujace skladowe naprezenia:

I gl o o B,
%5 = " L 4-63( =5y —i—gcxy
e By P By
== ey +f_m( i 40) [a]

3gx? G 3
=53 (c®— y?) — 8_1;3_ (c* — y4) + %3 - c3(c? — y?)

Tutaj g jest cigzarem cieczy na jednostke objetodci, a wiee intensywnoéé obcigzenia na gle-
bokoéci & wynosi gx. Sita styczna i moment zginajacy na tej samej wysokosci sa réwne od-
powiednio ¢x*2 i gx3/6. Pierwsze skladniki wyrazen na o, i 7,, pokrywaja sie oczywiécie
z wartoéciami naprezeft obliczonych na podstawie zwyklych réwnah elementarnych.

Na gérnym koricu belki (x=0) naprezenie normalne jest réwne zeru, za naprezenie
styczne wynosi

Py =i= @ij (et — ¥+ %'2‘ efEh— 1)
Chociaz naprezenia te résnia sie od zera, sg jednak bardzo male na calej powierzchni prze-
kroju, a ich wypadkowa réwna si¢ zeru i dlatego nasz warunek zblizony jest do warunku
korica swobodnego.

Przez dodanie do o, w réwnaniach [a] skladnika —g,% (przy czym g, oznacza ciezar jed-
nostki objetoéci materiatu zapory) uwzglednia si¢ wplyw cigzaru wlasnego na rozklad napre-
zenia. Proponowano?®) jui zastosowaé otrzymane wlasnie rozwiazanie do obliczania naprezen
w zaporach o przekroju prostokatnym. Nalezy zaznaczyé, ze rozwiazanie to nie spelnia wa-
runkéw przy podstawie zapory. Rozwiazanie [a] jest Scisle, jesli rozklad sit dzialajacych na
podstawe pokrywa si¢ z rozkladem o, i 7,, okredlonych rozwiazaniem [a]. W rzeczywistosci
podstawa zapory polaczona jest z podiozem i warunki sa rézne od tych, ktére narzuca rozwia-

1) Patrz prace Timpe'a, loc. cit.; W. R. Osgood: ,,J. Ressarch Natl. Bur. Standards®, T. 28. Str. 159, 1942,
%) M. Levy: ,Compt. rend.* T. 126. Str. 1235, 1898,
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zanie. Na podstawie zasadyede Saint-Venanta moina stwierdzié, ze wm

podstawy mozna pominaé w duzych odlegloéciach od podstawy, ale w przypadku zapory
szerokosé przekroju 2c zwykle nie jest mala w poréwnaniu

b4 J, I l I l z jej wysokoécia [ 1 wplyw ten nie moze byé pominigty?).
_é_ Przyjecie funkeji naprezen w postaci wielomianu siéd-
:f: “* mego stopnia pozwala okreéli¢ naprezenia w belce pod-

- i danej dzialaniu obciazenia rozlozonego parabolicznie.
v W ogdlnym przypadku ciaglego rozkladu obeiazenia ¢ (rys. 30)
Ry, 30 naprezenia w kazdym przekroju polozonym w odpowiedniej odleglogei

od brzegébw, powiedzmy w odleglodei wickszej niz szerokoéé belki,
mozna obliczaé w sposob przyblizony z nastepujacych réwnan®):

My (¥ _.3,1) .
= J +g(203 10 =
q 3y ¥
TR IG5 PN . W 36
&= 1 ”(4c 403) | [26]
o= & @)

w ktérym M i Q oznaczaja moment zginajacy i sile poprzeczna, obliczone w zwykly sposob, a g jest intensywnoécia
obcigzenia w rozpatrywanym przekroju. Réwnania te sa zgodne z otrzymanymi poprzednio dla belki obeiazonej
réwnomiernie (patrz par. 21).

Jeéli obciazenie o intensywnoéci g rozlozone jest wzdlui dolnezo brzegu belki (y=-+¢) i skicrowane w dél,
wtedy wyrasenia dla napreZen otrzymuje sig z réwnan [30] przez superpozycje z réwnomiernym rozciaganiem
Oy=¢ 1 mamy:

_ My # 3
WSS +q(2c3 10 ¢
g 3y ya)’_ .
o Lo 2 36
i) 2+9(4c i [367]
Txy = ?f (02—}'2)

23. Rozwiazania zagadnienia dwuwymiarewege w postaci szevegéw Fouriera. Pokazalismy,
zc jesli obcigzenie roztozone jest w sposéb ciagly wadhui prostokatnej belki o waskim przekroju, to mozna postu-
giwaé sie w pewnych prostych przypadkach funkeja napreett w postaci wielomianéw. Jesli obciazenie jest nie-
ciagle, moina uzyé funkeji naprezen w postaci szeregéw trygonometrycznych®). Réwnanie dla funkeji naprezen

N D NP 0

; = [«

o T2 a0,

1) Zagadnienie naprezefi w zaporach kamiennych przedstawia duZe znaczenie praktyczne i bylo omawiane przez
réanych autoréw. Patrz K. Pearson: ,,0n Some Disregarded Points in the Stability of Masonry Dams®. Drapers’Co.
Research Mems., 1904; K. Pearson and C. Pollard: ,,An Experimental Study of the Stresses in Masonry Dams®.
Drapers’ Co. Research Mems., 1907, Patrz takie prace: L. F. Richardson: ,,Trans. Roy Soc.“ (London) seria A.
T. 210, str. 307, 1910; S. D. Carothers: ,,Proc. Roy. Soc. Edinburgh®, T. 33, str. 292, 1913; L Muller: ,,Publi-
cations du laboratoire de photoélasticité®, Ziirich, 1930. Fillunger: ,Oesterr. Wochschr, 6ffentl. Baudienst®,
1913, Zesz. 45; K. Wolf: ,,Sitzber. Akad. Wiss.“ Wien. T. 123, 1914.

%) F. Seewald: Abhandl. aerodynam. Inst., Techn., Hochschule, Aachen. T. 7, str. 11, 1927.

%) Pierwsze zastosowanie szeregdw trygonometrycznych do rozwiazania zagadniefi dotyczacych belek podal
M. C. Ribiére w dysertacji: ,,Sur divers cas de la flexion des prismes rectangles”, Bordeaux, 1889, Patrz takie
jego praca w Compt., t. 126, str. 402—404 oraz 1190—1192. Dalszego rozwoju zastosowania tej metody
Tozwiazania dokonal L. N. G. Filon: ,,Phil. Trans.%, seria A, t. 201, str. 63,1903, Kilka zadan szczegétowych opra-
cowal F, Bleich: ,,Bauingenieur®, t. 4, str. 255, 1923.
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moina spelnié przez przyjecie jej w postaci -

=5 [b}

gdzie m jest liczhy calkowita a funkeja fly) zalezy jedynie od y. Podstawiajac [b] do réwnania [a] i oznaczajac:
majl=¢, otrzymujemy mnastepujace rownanie okreélajace funkeje f(y):

aif (y) — 2% (y) + TV (5) =0 lc)

Calka ogélna tego liniowego réwnania rézniczkowego ze stalymi wspélezynnikami jest

@ = sin

f(y) = Cy cosh ey 4 Cy sinh ay + Cyy cosh ay + Cyy sinh ey

Funkeja naprezen nalomiast ma postad

@ — sin x(C; cosh oy + C, sinh ey + Cyy cosh ay + C,y sinh ay) [d]:
a odpowiednie skladowe naprezenia
&2
Ox= nr sin &z [Cy0% coshay 4+ Co? sinh ey + Cy@ (2sinh ey - @y cosh azy) +
+ C42 (2 cosh ey -+ ey sinh &y)]
22D ! : .
ay= ke ? sin &x (C, cosh ey -+ Cysinh ary + Cyy cosh ety -+ Cyy sinh ay) [e]:
%
020 !
Tay = — T e o cos ox[C, & sinh oy 4 C, & cosh ey + C, (cosh oy -
x Jy

+ ay sinh eey) + C, (sinh ezy + @y cosh ey)]
Rozpatrzmy szezegdlny przypadek prostokatnej belki podpartej na koncach i poddanej na gérmej i dolnej
powierzehni dziataniu rozlozonych w sposéb ciagly pionowych sil o intensywnoéci odposwiednio 4 sinetx i B sin ax.

e —
N ** Z ‘

0TI 0
L e

v

it

Rys. 31

Rys. 31 przedstawia przypadek, w ktérym ¢=4am/l, a A i B maja wartoci dodatnie. Rozklad naprezenia dla tego
przypadku mozna otrzymaé z rozwigzania [e]. Stale calkowania C,...C; moina otrzymaé z warunkéw brzegowych
na goérnej i dolnej krawedzi belki y=-¢. Warunki te maja postaé:

dla y= +¢
T,=10; o= — B sin ax
dla y= —¢
- Ty=0; o,= —4dsinax [£]

Po podstawieniu tych wartodci do trzeciego z réwnail [e], znajdujemy:
Cye sinh ote -+ Cy cosh oe ++ Cy(cosh e + e sinh ac) 4~ € (sinh &e -+ e cosh aic) = 0

— (e sinh ac -+ Cye cosh ac + Cy (cosh e + oe sinh ¢e) — Cy (sinh ctc + cc cosh ae) = 0

skad
C,=—G, e cosh ﬂcc:
cosh ¢c + ¢c sinh &c lel
Com—C— o sinh oe

sinh ¢c -+ ¢c cosh o
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Korzystajac z warunkow na powierzchniach y=-¢ na podstawie drugiego z réwnan [e] otrzymujemy

% (Cy cosh ae + C, sinh ote + Cye cosh @e -+ Cyesinh oc) = B
o? (C; cosh ctc — C, sinh &tc — Cye cosh ae - Cye sinh ac) = A
Przez dodanie i odjecie tych réwnan oraz wykorzystanie zwiazkéw [g], znajdujemy:

A4+ B. sinh ¢ + ae cosh ac

G .
«? sinh 2we -+ 2cc
Co—— A -—B_ cosh ¢e + e sinh ac
2 o2 sinh 20c — 20
[h]
C_AMB_ exc:osllo.’c
3 i? sinh 2ee — 2ec g
A+ B o sinh ac
Co=— T 20

o? sinh 2ec -+ 20c

Po podstawieniu powyZszych zwiazkéw do réwnan [e] otrzymujemy nastgpujace wyrazenia dla skladowych na-

prezenia:
6e—(A + B) (o6c cosh ezc — sm.h?tc) cosh oy — oy sinh &y sinh e i
- sinh 2ee + 2ece
. (eee sinh ote — cosh ae) sinh ety — &ty cosh &gy coshare —
sinh 2ec — 20
1 y il [k
gy = td +B) (ete cosh ozc 4+ sinh @e) cosh ey — ey sinh &y mﬁnhﬁac sk
‘ sinh 2uc + 2ec
+(4—B) (e sinh ecc + cosh ac) sinh ¢ty — ey cosh eey cosh aze | o

sinh 20¢ — 20c¢

& h e s » 5 W
Ty =— (4 + B) @c cosh ac -:m'h oy — oy cosh @y sinhac S
sinh 2¢c + 2ac

+(4—B) &c sinh ac cosh &y — &y sinh ety cosh ac

= * COs 0%
sinh 2a¢ — 2cc

Naprezenia te spelniaja pokazane na rys. 31 warunki wzdhuz brzegéw y= -4-c. Na koncach belki x=0 i x=1
naprezenia g, réwnaja sig zeru, a wystgpuja jedynie naprezenia styczne Ty

Naprezenia te przedstawione sa dwoma sktadnikami (patrz wzory [k]). Pierwszy skladnik jest proporcjonalny
do A4-B i odpowiada naprezeniom, ktére na gérnej i dolnej poltéwee przekroju koficowego maja te same wielkoéci,
ale 1oznia sig znakiem. Wypadkowa tych naprezen na calym przekroju koficowym réwna sie zeru. Drugi skladnik
jest proporcjonalny do A4 —B i posiada na konicach belki wypadkowa, ktéra jest w réwnowadze z obeiazeniem
przytozonym na powierzechniach belki y= ¢,

Jegli obcigZenia sa talde same na obu powierzchniach, to wspélezynniki 4 i B sa sobie réwne, a sily reakeji
na koticach belki znikaja. Rozpatrzmy ten praypadek szczegélny bardziej szezegélowo przyjmujac, e dlugodé
belki jest duza w poréwnaniu z jej wysokoécia. Z drugiego réwnania [k] wynika, 7 naprezenia o, na powierzchni
srodkowej belki y=0 réwnaja sie

oc cosh we + sinh ¢ il

o, =—24 sin &x
sinh 2ee + 20

Dla diugich belek ac réwne mae/l jest wielkocia maly pod warunkiem, Ze liczba fal m nie jest duza. Wtedy, po
podstawieniu do [1] rozwinieé
(@)® | (@c)® (ore)® | (2e)*

simhace=oc 4+ — 24 22 4 . hoec=1 o
e 120 T sgthde e Lo, bty
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i po pominieciu wielkoéei malych rzedu wyzszego niz (ezc)*, znajdujemy:

(eec)* )

oy =— Asin ax (lf 5

Tak wiec, w praypadku malych wartodci orc rozkdad naprezen na powierzehni Srodkowej belki jest prakiycznie

2 - taki sam, jak i na obu powierzchniach poziomych y= .

Mozna wige stwierdzié, e naciski przenoszone sa przez material

belki lub tarczy bez jakichs istotnych zmian pod warun-
—m—[—r‘rl/l’ kiem, ze zmienno$é tych naciskéw wzdluz brzegbw nie jest
T szybka.

¥
Rys. 32

I X Naprezenia styczne T;y w tym przypadku sa bardzo mate.

Na gérnej 1 dolnej poléwee przekrojow koficowych tworza one

E,m-nq

male wypadkowe, konieczne do zréwnowazenia malych réinic

miedzy naciskami na powierzchniach poziomyeh (y= - ¢)
i w plaszezysnie srodkowej (y=0)."

W najogélniejszym przypadku rozklad obeiazenia piono-
wego na powierzchni gérnej i dolnej belki (rys. 32) mozna przedstawié za pomoca nastepujacych szeregow!):

na brzegu goérmym
o] oo
qu=4d,+ ZAm sin mj;x + Z A cos —

m=1 m=1

na brzegu dolnym

(=] [s=]
g="B, + Z B Sin$+ ZBn: cos mj;x
m=1

m=1
Stale skladniki 4, i B, odpowiadaja réwnomiernemu obciazeniu belli oméwionemu w par. 21. Naprezenia wywo-
tane skladnikami zawierajacymi sin (msx/l) mozna otrzymaé przez zsumo-

wanie rozwiazan [k]. Naprezenia spowodowane skladnikami zawierajacymi vzl 1
cos (msx/l) mozna latwo uzyskaé z rowwiazan [k] przez zamiane sin 0x na T
cos &x 1 odwrotnie oraz przez zmiane znaku Ty 77:: x
C
a P y
1.5 i
lIll}e i
¢ & o)
N S s " W
£ 05 /
Mitte 5 :
0 pd A
¢ i 32 -1 0 1 23
v . x/d
Rys. 33 Rys. 34

W celu zilustrowania zastosowania tej ogélnej metody obliczania naprezen w tarczach prostokatnych rozpatrzmy
przypadek pokazany na rys. 33. W przypadku tym obciazenie jest symetryczne i w wyrazeniach [m] znikajg skta-

dniki zawierajace sin (mmx/l), a wspoleaynniki 4, i A, otrzymuje sie w zwykly sposéb;

. mna
‘ 1 i mIE 2qsm—l [n]
A0=BO=E_; Am=BmI:7 g cos ] dx = - L
—a

1) Odnoénie szeregow Fouriera patrz Osgood: ,,Advanced Calculus®, 1928; Iub Byerly: ,Fourier Series and
Spherical Harmonies®, 1902, lub Churehill: ,Fourier Series and Boundary Value Problems®, 1941,
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Skiadniki 4, i B, odpowiadaja réwnomicrnemu éciskaniu w kierunku y réwnemu ga/l. Naprezenia wywolane
skladnikami trygonometrycznymi otrzymuje sie przez wykorzystanie rozwigzan [k], zamiang sin (¢¢x) na cos (ex)
i zmiang znaku 7,

Rozpatizmy plaszczyzng érodkowa y=0, na ktérej istnieje jedynie naprezenie normalne o,. Wykorzystujac
drugie z rownan [k], znajdujemy:

- sin e i L Nl £, -+ sinh il
e 28 g i L e ms
S " sink 21 g % z
m=1 I l

Naprezenie to otrzymal Filon') w przypadku pasma nieskoficzonego, gdy wymiar a jest bardzo maly (tzn. w pray-
padku sity skupionej P=2ga). Wyniki tych obliczeni pokazane sa na rys. 34. Moina si¢ przekonaé, Ze o, malgje
bardzo szybko ze wzrostem v, W punkeie x/c=1,35 naprezenie osiaga wartoéé zero, a nastgpnie zmienia mak
i staje sie¢ napreZeniem rozciagajacym. Filon omawia takie pray-

padek pokazany na rys. 35, w ktérym sily P sa przesunigte wzgle- jg
dem siebie. Rozklad naprezen stycznych na przekroju nr ma w tym [, B
przypadku znaczenie praktyczne i pokazany jest na rys. 36. Mozna |0 2
zauwazyé, ze dla malych wartoéei stosunku bfe rozklad ten odbiega -"“‘--——..L W
od rozkladu parabolicznego, otrzymanego na podstawie teorii 08 N ’7-!
clementarnej oraz, ze w poblizn gérnej krawedzi belld istnicja 06 % 'oé’f[;' q
wtedy duZe naprezenia styczne, podczas gdy powierzchnia $rodkowa k / 3 L ‘-Eb.,.s_‘_'
jest od nich praktycznie wolna. 04 /| N

W zagadnieniu przedstawionym na rys. 34, z powodu symetrii, / /\[‘\E 3
na powierzchni érodkowej y=0 nie wystapia ani naprezenia styczne, 072 ‘ l}?’f
ani przemieszezenia pionowe. Wobec tege gérna polowa belki zacho- J 2o 00
wuje sig tak, jak warstwa sprezysta na gladkim nieodksztalcalnym 0 \
podlozu®). Rozpatrzmy obecnie inny przypadek ekstremalny, wkto- -9 \ J
rym wysokodé tarczy 2¢ jest duza w poréwnaniu z dlugoécia 21 ,

(rys. 37). Wykorzystamy ten praypadek, aby pokazaé¢, ze w miare =04

\
R

n P ’>Q
- {)1-— -08 1 q\
= 7 ==
¥ Pb 1
Py 2c 7 -1,0
/ 1 0 05 10 15 20 25 30 35
.‘1[;,*_ 2€Tyy
L n 21 e
Rys. 35 Rys. 36

wzrostu odleglodei od punktéw przylozenia sit P rozklad naprezen na powierzchni przekrojow staje sig
bardzo szybko réwnomierny. Postugujac sie drugim z réwnan [k] i zastepujae sin (02x) przez cos (#x) w wyrazeniach
[n], okreslajacych wspélezynnili A, réwne B,;, znajdujemy

o0

L 4q Z sin @a _ (ec cosh &c + sinh «c) cosh ay — ay sinh ety sinh ¢
g m sinh 2¢cc + 20c¢

* 008 0X [l
! 7
=

1) L. N. G. Filon: ,,Trans. Roy. Soc.“ (London), seria A, t. 201, str. 67, 1903. To samo zagadnienie omawiali
takze: 4. Timpe: ,,Z. Math. Physik®, t. 55, str. 149, 1907; G. Mesmer: ,,Vergleichende spannungsoptische Unter-
suchungen...”, Dissertation, Gottingen, 1920; F. Seewald: ,,Abhandl. aerodynam., Inst. Tech. Hohschule®,
Aachen, t. 7, str. 11, 1927; H. Bay: ,Ingenieur-Archiv®, t. 3, str. 435, 1932. Rozwiazanic przyblizone tego zagad-
nienia podal Pigeaud: ,,Compt. rend.” t. 161, str. 673, 1915. Badania tego zagadnienia w praypadku prostokatnej
tarczy o skoficzonej dlugoéci przeprowadzit J. N. Goodier: ,,J. Applied Mechanics® (Trans. A. S. M. E.), t. 54,
nr 18, str. 173, 1932.

%) K. Marguerre: ,Ingenieur-Archiv®, t. 2, str. 108, 1931, rozwazal przypadek podloza chropowatego, a zagad-
nienie gigtkiej lecz nierozciagliwej warstwy zanurzonej w ciele sprezystym — zagadnienie interesujace z punktu
widzenia mechaniki gruntéw — rozpatrywal M. Biot: ,,Physics®, t. 6, str. 367, 1935. ~
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przy czym ga=P/2. Jesli [ jest male w poréwnaniu z ¢, to ¢e jest duza liczba i moze by¢ pominiete w poréwnaniu
z sinhee. Mozemy wige przyjaé

sinh ¢ = cosh o = § e%

Dla przekrojéw znacznie odleglych od powierzehni érodkowej tarczy mozemy przyjac sinh ey = cosh oy = Lewy.
Po podstawieniu tych wyrazen do réwnania [p], otrzymujemy

)
Y -

"y~ QT 2 Z 3 %0 (oo + 1) = — arye®2 =] cos o =

i m=1 i
oo gip M2 ma
qa 4q I | mn ——b—e) mx
:_Tfiz u—z T(c~y)+1 e cos ]

= m=1 i

Jesli c—y nie jest zbyt male, na prayklad c—y=//2, to szeregi powy#sze sa bardzo szybkozbieine i wystarcza

uwzglednié tylko kilka pierwszych skladnikéw przy obliczaniu a,. Mozemy wigc przyjaé

. maa maa
sin =
1 l
ipodstawiajac 2aq=P, znaleié
P P el mi (y c)
5)):—*—*Z m—(c—y)—{—l gt cog ¥
21 l A
m=1
Np. dla y=c—1I
P P 7
b i S e n+lcnsﬁ+2n+l_cos@_+3ﬂ:+l 3z ;
21 1 L ¥ e2m l e3m 1

Pierwsze trzy skladniki szeregu wystarczaja do otrzymania dobrej dokladnoéei, a odpowiedni rozklad naprezenia
pokazany jest na rys. 38b. Na tym samym rysunku pokazane sa takze rozklady naprezenia
dla ¢ —y=1/2 oraz ¢ — y=2I'), Widzimy, e w odleglosci od koniea réwnej szerokoéei pasma lp
rozklad napresen jest praktycznie réwnomierny, co potwierdza wniosek, ktory czyni sie zwykle

na podstawie zasady de Saint-Fenanta.

W przypadku dlugiego pasma (rys. 37), naprezenia o, beda przenoszone przez caly szero- >
koéé plyty 21 z malymi zmianami, pod warunkiem, #e wielkoéé zmian w kierunku podhuznym j
nie jest zbyt szybka. Naprezenia okreslone naszym rozwiazaniem wymagaé beda jednakze X
z tego wzgledu pewnych zmian, zwlaszeza w poblizu koficéw y=--c, Rozwigzanie zagadnienia

przedstawionego na rys. 37 dla =2/ przy pomocy innej metody?) daje, zgodnie z rys. 38c, s K-

na powierzchni poziomego $rodkowego przekroju® praktycznie réwnomierne naprezenic éci-

skajace. Naprezenia w poblizu punktéw praylozenia obciazens P oméwimy poéiniej (patrz par. 33).
24. Inne zastosowanie szeregéw Fouriera. Obcinzenie silami ciezkodei.

Zagadnienia rozwazane w par. 23 dotycza pojedynczych ,,rozpietosci® [ lub 27, jednak ze ¥

wazgledu ma okresowosé szeregéw Fouriera mozna przyjaé, e przedstawiaja one periodycznie Rys. 37

zmienne stany naprezenia w dlugich pasmach, réwnoleglych do osi x, Taki okresowy rozklad

naprezenia wystapi w belce ciaglej, obeigzonej jednakowo w poszezegdlnych przestach i odpowiednio podpartej.

Jedli, jak to.ma miejsce w pewnych konstrukejach zhiornikéw zelbetowych, belka jest wlasciwie Sciana podparta

punktowo w odstepach poréwnywalnych z jej gruboscia (rys. 39,) to postugujac sie ta metoda®) moina uzyskaé

dobre wyniki. Elementarna teoria belek jest tutaj nieprzydatma. Réwnomiernie rozlozone obcigzenie g; na

P

1) Patrz praca F. Bleicha, loc. cit.

%) J. N. Goodier: ,,Trans. A. S. M. E.“ t. 54, str. 173, 1932, :

%) Zagadnienia tego rodzaju oméwione s z podaniem 4rédet w ksiazce: K. Beyer: ,, Die Statik im Eisenbetonban®
wyd. 2, str, 723, 1934; patrz takze H. Craemer: ,Ingenieur-Archiv®, t. 7, str. 325, 1936.
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dolnym brzegu, na ktéry dzialaja skierowane do géry reakeje podporowe, rozlozone réwnomiernie na odcinkach
crokosci 2b i rozmicszezone w odleglodciach I, przedstawia szeczegblny przypadek zastosowania réwnan

0 sz
[m] par. 23. Jesli obciazenie ¢, jest przylozone na gérnym brzegu,

= wystarczy tu jedynie nalozyé stan naprezen wywolany przylozeniem
a } ,-‘3 ;Tt) na obu krawedziach réwnych i przeciwnie skierowanych naprezei
==+ Sciskajacych gy,
e-y-£ f
C
D .‘ 0—*——-“—:\:
b eSS s T2 !
) SELE] s (2 3 b4 y ‘f
C-vs=s
: 4 NEREEEEEEEEEEERET
R q,
c) & Rie 5]
a
& c-y=2¢
2 Y ) 26 ‘ 2
Rys. 38 Rys. 39

Jesli belka obeigzona jest cigzarem wlasnym, to takiec zagadnienie sit masowych mozna natychmiast sprowadzié¢

do zagadnienia obciazen brzegowych. Prosty rozidad naprezen
0,=0; o,=—gglyt+c; Ty =0

spelnia réwnania réwnowagi i réwnanie ciaglodci [19] i [24]. Rozklad ten okrefla oczywiscie podparcie dolnego
brzegu za pomoca réwnomiernie rozloionego obcigzenia Sciskajacego 20g¢ (rys. 39). Warunek, ze o, réwne jest
zeru na dolnym brzegu wszedzie z wyjatkiem odcinkéw podparcia (o szerokosci 2b) speknia sig przez dodanie
tego rozkladu naprezenia do rozkladu, pokazanego na rys. 39, przy czym ¢, zastapiono przez 20gc. W ten sposéh
obliczone naprezenia zwiazane zostaly z obcigzeniami hrzegowymi ¢ i g; bez udzialu sil masowych.

ZADANIA

1. Zbadaé, jakie zagadnienie plaskiego stanu naprezenia rozwiazuje sig za pomocy funkeji naprefef w postaci
3F xy® P

D= " |[xy — A 4+ R

4e 3c? 2

2. Zbada¢, jakie zagadnienie rozwiazuje sie za pomoca funkeji
F
S 2 AL
@ 7 xy? (3d — 2y)

gdy rozpatrywany obszar zawarty jest migdzy y=0, y=d, x=0 i rozciaga si¢ po dodatnic] stronie osi #.

3. Pokazaé, ze

1
@ =L | a2y — 8% + 26%) — —7°0°—2¢")
8c3 5
jest funkeja naprezen i okreélié, jakie zagadnienie ona rozwiazuje, gdy obszar zawarly jest migdzy y=--¢, =0
i rozciaga si¢ po dodalniej stronie osi x.
4. Chcemy, by funkcja naprezen
1 2 3 L2 I3
P Ly B _HE W I ,
dc 42 4c 4c?
okreélala rozwiazanie w przypadku wspornika (y=d-¢, 0<<x<l) obciazonego réwnomiernie roztozonymi sitami
stycznymi wzdluz krawedzi dolnej, podezas gdy brzeg gy i koniec wspornika =1 sq wolne od obciaZenia.

o0

Pod jakim wzgledem rozwiazanie to jest niedoskonale? Poréwnaé ofrzymane naprezenia z naprezeniami, ktor
5 & n » . 306 3 : 2
uzyskuje sie z elementarnych réwnan dla rozeiagania i zginania. '

5. Obciazeniem belki przedstawionej na rys. 28 jest cigzar wlasny zamiast obciazenia g na powierzehni zhrnej
Znalezé réwnania na skladowe przemieszezenia w i v. Znalezé takze wyrazenie na zmiane (poczatkowo jeds .
kowej) grubodei. -

6. Wspornik przedstawiony na rys. 20 posiada zamiast waskiego — szeroki przekrdj prostokatny i utrzym
wany jest w plaskim stanie odkszlaleenia przez odpowiednie sily, przylozone wzdtuz jego $cian pionowych, Ob 'y
) - . . P— A - s Gl
zenic wynosi P na jednostke szerokodci kotica wspornika. *

rawdzié twi ie, 7 ‘gzenis raja si i, kté i
, ”Sp v-_ 153 h\qerdz-eme, Ze NAprezenia ox, oy, T, pokrywaja sie z tymi, ktére zostaly znalezione w par. 20, Zna-
eié wyrazenie o i ¢ j ad w z 4ci 8 i isaé zeni :
: 'y : 19- na o, i nas‘zklcowac jego rozklad wzdluz écian wspornika. Wypisa¢ wyrazenia na skladowe prze-
mieszezenia u i v, gdy poziomy element osi utwierdzony jest w punkcie x=1.
7. V jest plaska funkcja harmoniczng, to znaczy spelnia réwnanie Laplace’a
a2y o2y
S g B
oz dy?
Nalez kazaé, 7e kaida u I 7, (2243 s ia 16 i i
y wykazat, kagfia e unkc:]z.‘ aV, yV, (3*+y®)F spelnia réwnanie [a] z par. 17 i moze byé tym samym
wykorzystana jako funkeja naprezen.

8. Wykazaé, ze
' (dew - Be— @y + Cye® +Dye— @ )sinax
jest funkeja naprezen.

Wyprowadzié wyrazenia w i 5 Zeni

Fenie ostaci szer b OGhnieskon j
W y P A m-gow na naprezenia w péhieskoriczone] tarczy (y= 0), wywolane ob-
cigzeniem brzegu y=0 za pomoca cifnienia o rozkladzie

co
Z b sin 2%
m=1 l

Wrkazaé. 3 =7 T - .
; y a.?ac, ze naprezenia o, w dowolnym punkeie potozonym na brzegu sa naprezeniami éciskajacymi o wiclkosci
réwnej naciskowi w tym punkeie. Przyjaé, ze naprezenia zanilcaja w miare wzrostu y
9. Pokazaé, ze naprezenia okreé 6 iami : Ini
; 4 prezenia okreélone réwnaniami [e] w par. 23 oraz naprezeni i iaj
! aprezenia z zadania 8 spelniajg 6 i
. p ja réwnanie

1(](3
‘b |
4&"9{?\ 3
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