ROZDZIAL 4
ZAGADNIENIA DWUWYMIAROWE WE WSPOLRZEDNYCH BIEGUNOWYCH

25. Réwnania ogélne we wspélrzednych biegunowych. Przy omawianiu na-
prezen w tarczach i pierécieniach kolowych, w pretach zakrzywionych o waskim przekroju
prostokatnym, ktérych o8 ma ksztatt tuku kola itd., wygodnie jest postugiwaé sie wspotrzed-
nymi biegunowymi. Polozenie punktu w plaszezyznie érodkowej tarczy okreélone jest wtedy
odlegloscia r od poczatku ukladu O (vys. 40) i katem 6 zawartym miedzy promieniem r a pewna
osia Ox o ustalonym kierunku, lezaca w rozpatrywanej plaszezyznie.

Rozwazmy obecnie réwnowage malego elementu 1234 wycietego z tarczy dwoma prze-
krojami promieniowymi Oy, O,, prostopadtymi do plaszezyzny tarczy i dwiema powierzch-
niami walcowymi 3, I, takze prostopadlymi do plaszezyzny

g ) "x tarczy. Skladowa normalna naprezenia w kierunku promie-
niowym oznaczamy przez g,, w kierunku obwodowym przez oy,

a6 (Zro/s (03)s sldadowa stycang —- przez 7,5; kazdy z tych symboli przedsta-
(7)., tJ » #Ta1s wia naprezenie w punkeie r, 0, bedacym érodkiem elementu

D P. Z powodu zmiennosci naprezeri ich wartoéci w punktach

o)y -.. 7 I lezacych w érodlku écianek I, 2, 3, 4 nie sa dokladnie réwne
gz | (@), O 0p T,y i oznaczamy je przez (o)) itd. (rys. 40). Promienie

Y op (6 écianek 5 il oznaczono przez ry i ry. Sila promieniowa na
Rys. 40 gciance I wynosi 0,4 r;d0, co mozna wyrazié prodeiej piszac

(6,)1d0 i podobnie sila promieniowa na $ciance 3 jest
— (0,7)3 df. Sila normalna na éciance 2 ma skladowa skierowana wzdhiz promienia prze-
chodzacego przez punkt P o wielkodci — (0,)g (r;—7s) sin(d0/2), co mozna napisaé w postaci
—(0g)2dr{df/2). Odpowiednia sktadowa sity dziatajacsj na Sciance 4 jest réwna — (og)adr(d6/2).
Sily styczne na ciankach 2 i 4 daja [(7,6)5—(7,0)4]dr
Po zsumowaniu sil dziatajacych w kierunku promieniowym i uwzglednieniu promienio-
wej skladowej sily masowej R, odniesionej do jednostki objetosci, otrzymujemy réwnanie
réwnowagi

do

(0,7)1d0 — (0,1)5d0 — (a)ydr 22 ~ (o0 dr -+ [(z0)s — ()] dr+Rrdf dr =0
Po podzieleniu przez drdfl réwnanie to przyjmuje postaé
(G}T) = (D’,r) 1 T - (Tr )
—1? % 5 [(00)g + (06)a] + u% %% L Rr=0

Jesli teraz wymiary elementu maleja i daza do zera, to pierwszy wyraz réwnania ma gra-
nice J(o,7)/dr. Drugi przechodzi w oy, a trzeci przyjmuje wartosé &7,,/d0. Réwnanie

w kierunku stycznym mozna wyprowadzié w ten sam sposéb. Oba réwnania prayjmuja .
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ostateczna postaé
30‘,- 1 3‘6’,9 O',.
ar oy r 26 il

+R=0

[37]
1 90‘3 9‘1’,5 27.',9

a0 ar T
Réwnania powyisze zastgpuja réwnania [18], jesli przy rozwiazywaniu zagadnien dwuwy-
miarowych postugujemy sie wspéhrzednymi biegunowymi. Gdy nie ma sily masowej R,
réwnania te spelni¢ mozna przyjmujac:

=0

_129 1290
TET or TR g0
9P
s= [38]
180 10 9 (100
T 00 T a0 or\r 20

gdzie @ jest funkcja naprezen i zalezy od ri 0. Moina to oczywidcie sprawdzié przez proste
podstawienie. Sposéb wyprowadzenia zwiazkéw [38] jest nastepujacy.

Aby otrzymaé prawidlowy rozklad naprezenia, funkeja ta musi zapewniaé spelnienie
réwnania ciaglodei odksztalceni. We wspélrzednych kartezjanskich (patrz par. 16) réwnanie
to ma postaé

1P 1D D
Bt T2 pmgyr gy =0 o
Y B
Musimy to réwnanie przetransformowaé do wspétrzednych biegunowych. Zwiazki miedzy
wspéhrzednymi biegunowymi i prostokatnymi maja postaé

r2=axf4+y% 0 =arc tg%

i mozna z nich otrzymaé

ar % ar oy .
S cos 0; WkT-—smG
d ¥y sinf %  cosh
ax 2 r’ ¥ 2 7
Po wykorzystaniu tych zwiazkéw i po uwzglednieniu, ze @ jest funkeja r i 6, znajdujemy
P 2D Ir i oD a0 oD 0 1 99 0
—_— — t ———=——¢cos 0 — 1n
95— ar ox ' @0 ax o "V 7 ap "
Aby otrzymaé druga pochodna wzgledem x, trzeba jedynie powtdrzyé powyisza operacje.
Tak wiec
%P d 1 ) dD 1 od
sz__('_&rmba 5111698) ( CObG"T 50 smﬂ)
_ 90 cos? 0 2i¢‘ sinflcosfl ~ IP sin?f o JO@ sinfcosf = I*P sinl) [b]
a2 809r " ar 1 SR 20* 7
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W ten sam spos6éb znajdujemy

ﬂﬁ J*Q sin? 0 +27993 sin B cosg L @ cos2h i
ayr  ar? 20 dr r or ”
[
9 20 sinfcosl 9D cos*l
4% T 2 TaE T

Po dodaniu [b] i [¢] otrzymujemy

2P 20 2P 1P 19D

R R A 1 [

Po uwzglednieniu tozsamoci

s L 0 g (2 o)\ (20 0
oat | “ a0yt T gyt 92 | 9yt

Ox? > ay?

i réwnania [d], réwnanie cigglodcei odksztalceri [a] we wspéhrzednych biegunowych przyj-
muje postaé

—0 [39]

* 32 T o TR o

iﬁi_é)__}lé)z 22 lg 1 @2
ar? roar 262

Spoéréd wielu rozwigzari tego réwnania rézniczkowego o pochodnych czastkowych otrzy-

mujemy rozwigzania zagadniei dwuwymiarowych we wspélrzednych biegunowych przy’

réznych warunkach brzegowych. Kilka przykladdw takich zagadnient omdwimy w tym roz-
dziale.

Pierwsze i drugie z wyrazen [38] wynikaja ze zwiazkéw [b] i [e]. Jesli wybierzemy dowolny punkt w plaszczyZnie
tarczy i poprowadzimy przez niego oé x, to wtedy 0 =0, a o, io, wiym szezegblnym punkeie sa takie same, jak
o, i 0. Tak wiee, z wyrazenia [c], podstawiajac 0 = 0, otrzymamy

( 22D 1 29 1 9D
Or=0x=|—— e T
Iy? Je=0

a2 e
Wyrazenie to przedstawia o, niezaleinie od orientacji osi x. Podobnie, z wyrazenia [ b], podstawiajac =0

dostajemy

@2@) 20
6=0

S ( oA o

Trzecie z wyrazeh [38] mozna otrzymaé w podobny sposoh, po uprzednim znalezieniu wyraZenia na —3?@/dady
analogicznie do [b] i [c].

26. Osiowo-symetryczny rozklad mnaprezenia. Je$li rozklad naprezenia jest sy-
metryczny wzgledem osi przechodzacej przez punkl O i prostopadlej do plaszezyzny xy
(rys. 40), to skladowe naprezenia nie zaleza od 0 i sa jedynie funkcjami r. Z symetrii wynika
nadto, ze musi zniknaé naprezenie styczne t,,. Wtedy, z dwoéch réwnan réwnowagi [37]
pozostaje jedynie pilerwsze, kidre w tym przypadku sprowadza si¢ do postaci

L. [40]
Gdy nie ma sily masowej R mozemy postugiwaé sie funkcja naprezen @. Gdy funkeja ta za-
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Jezy jedynie od r, to réwnanie ciaglosci odkszialcenn [39] przybiera postaé

(d2 1d)(d2@ 1d®) AP 2 ¢ 1 &P 1 dD

wrra)\ e T ) T T E e te e =0 M

Réwnanie to jest réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym i mozna je sprowadzi¢ do liniowego
rwnania rézniczkowego ze stalymi wspélezynnikami droga wprowadzenia nowej zmiennej
takiej, ze 7 S Postgpujac w ten sposéb, latwo mozna otrzyma¢ ogdlne rozwigzanie réwnania
[41]. Rozwiazanie to zawiera cztery stale calkowania, ktdre nalezy okreélié z warunkéw brze-
gowych. Droga podstawienia mozna si¢ przekonaé, ze

®=Alogr+Br?logr+ C2+D [42]
jest rozwiazaniem ogdlnym réwnania [41]. Mozna z niego otrzymaé wszystkie rozwigzania

zagadnieni osiowo-symetrycznych rozkladéw naprezenia bez udzialu sit masowych. Odpo-
wiednie skladowe napreenia z réwnan [38] maja postaé

1 o0 A
grﬁ.?W:?A—B(l—&-Zngr)%—ZC

92 A . 143]
Oo=gn——— g+ BE+2legr) + 264
T,e=0

Gdy w poczatku ukladu wspéhrzednych nie ma otworu, to stale A 1 B musza byé réwne zeru,
poniewaz skladowe naprezenia [43] dazylyby do nieskoriczonoSei przy r zdazajacym do zera.
Tak wiec dla larczy bez otworu w poczatku ukltadu wspélrzednych i bez sil masowych, moze
mieé miejsce tylko jeden przypadek stanu naprezenia symetrycznego wzgledem osi, a mia-
nowicie taki, w ktérym o, = o, =const, co odpowiada réwnomiernemu wszechstronnemu
dciskanin lub rozciaganiu tarczy w jej plaszezyinie.

Jedli w poczatku ukladu istnieje jakid otwér, to z wyrazen [43] mozna otrzymaé rozwig-
zania réine od réwnomiernego rozciggania lub $ciskania. Np. przy B réwnym zeru') wyra-

zenia [43] przyjmuja postaé \
6, = £2 +2C
r
; [44]
Op : = % =+ 24

Rozwiazanie to mozna przystosowaé do opisu rozkladu naprezen w rurze poddanej réwno-
miernemu ciénieniu na powierzchni wewnetrznej i zewnetrznej?) (rys. 41). Niech a i b ozna-
czaja promien wewnelzny i zewnetrzny rury, a p; i p, — réwnomierne ciénienie wewnetrzne
i zewnetrzne, Wtedy warunki brzegowe sa nastepujace:

(Gf)fza =P (Ur)r=b =Py [a]

Po podstawieniu do pierwszego ze zwiazkéw [44], otrzymujemy uklad réwnan stuzacy do

) Dowéd, ze B musi hyé zerem, wynika z rozwazan nad przemieszezeniami. Patrz par. 29.
%) Rozwiazanie tego zagadnienia podat Lamé: ,,Lecons sur la théorie de 1élasticité®. Paris 1852.

5% ar




okreslenia stalych A4 i C

A
'b—z-l 2C = — po

Wynika stad, ze
2780 o
L ap—p)

b* —a*

pia® — pb®
2C = T _a?

Po podstawieniu w zwiazki [44] otrzymuje si¢ nastepujace wyrazenia na skladowe naprezenia:

1 pia®— pb?

a®p,—p) 1
= " bE _ a?

= b2 — g

[45]

oo — PP —p) 1 pie®—pb
52 a® 2 % a®
Interesujace jest stwierdzenie, ze suma g, + g, jest wielkoécia stata w kazdym punkcie cianki
rury. Z tego powodu naprezenia o, 1 0y wywoluja réwnomierne
rozszerzenie lub skrécenie w kierunku osi rury i przekroje pro-
stopadle do osi pozostaja plaskie. Tak wigc odksztalcenia wy-
% wolywane przez naprezenia [45] w elemencie wycigtym z rury
przez dwa sasicdnie przekroje prostopadie do jej osi nie wplywaja
na odkeztalcenia sasiedniego elementu i dlatego poprawne jest
zalozenie, ktére uczyliémy poprzednio, Ze element znajduje sie
w plaskim stanie naprezenia.
W przypadku szezegélnym, gdy p,=0 i rura poddana jest
dzialaniu jedynie cisnienia wewngtrznego, zwigzki [45] upraszezaja sie do postaci

a2p; b2
Oy = bza?(1' ,3)

, a’p; b2
%= g2 (1_._?)

7 powyzszych réwnan wynika, e o, jest zawsze napreZeniem éciskajacym, a 05 — rozciaga-
jacym. To ostatnie przyjmuje najwigksza wartoéé na powierzchni wewnetrznej, gdzie wynosi

Rys. 41

[46]

(a? + b? :
(Uﬂ)max = P_(;'T: ag) [47]

sze liczbowo wicksze od cignienia wewnetrznego i dazy do niego, gdy b werasta,

(0p) max JESL ZAW!
bez wzgledu na to, ile materialu doda sie na powierzchni

ale nigdy nie moze zmale¢ ponizej p;

—

rury. Réine zastosowania réwnan [46] i [47] przy projektowaniu czescl maszyn omawiane
sg zwykle w elementarnych podrecznikach wytrzymalosci materiatow?!).

Odpowiednie zagadnienie dla przypadku walca z otworem ekscentrycznym rozpatrzone
bedzie w par. 66. Zostalo ono rozwiazane przez G. B. Jeffery?). Jesli promien otworu wynosi a,
promien powierzchni zewnetrznej b, natomiast odlegloéé miedzy érodkami réowna sie e, to
maksymalna wartes¢ naprezenia, gdy dziala tylko ciénienie wewngtrzne p;, ktére osiaga na-
prezenie obwodowe na powierzchni wewngtrznej, |
najcieriszej czedei Scianki dla e << § @, wynosi —

109 (o —af—Zae— )

|: 2b2(b% + a® — 2ae — ¢?) ]
0= D —

Gdy e =0, réwnanie powyzsze pokrywa sie
z réwnaniem [47].

27. Czyste zginanie pretéw zakrzywio-
nych. Rozpatrzmy zakrzywiony pret o stalym,
waskim przekroju®) prostokatnym i osi w ksztalcie
luku kola, zginany w plaszezyznie krzywizny
momentami M przylozonymi na jego koricach (rys. 42). Moment zginajacy w tym
przypadku jest staly na calej diugoéci preta i mozna oczekiwaé, ze rozklad naprezen w kazdym
przekroju promieniowym jest taki sam, a rozwiazanie tego zagadnienia mozna otrzymac
za pomocg wyrazen [42]. Warunki brzegowe, po oznaczeniu przez [a] i [b] wewnetrznego i ze-
wnetrznego promienia oraz po przyjeciu, ze szerokodé prostokatnego przekroju réwna sie

jednostce, przyjma postaé:

(1) o,=0 dla r=aorazr=25

@ [lopdr =05 [logrdr=—M [a]
(3) 7,5 =0 na kazdym z brzegéw

Warunek (1) oznacza, 7e brzeg wypukly i wklesly nie-sa obeiazone sifami normalnymi. Wa-
runek (2) wskazuje, ze naprezenic normalne na koricach daja jedynie moment pary sit M.
Warunek (3) natomiast oznacza, e brzegi wolne sa od sit stycznych. Po wykorzystaniu pierw-
szego ze zwiazkéw [43] wraz z pierwszym spoéréd warunkéw [a] otrzymujemy:

A

P +B(1+2loga)+2C =0

P b]
T;+B(1+210gb)+20=0

1) Patrz na przyklad S. Timoshenko: ,,Strength of Materials®, wyd. 2, str. 236, 1941.
: %) :zTrlaérazsi Roy. Soc. (London)®, seria A, t. 221, str. 265, 1921. Patiz takze ,,Brit. Assoc. Advancement Sci.
epls.”, 5
n 3_) 7 ogélnych rozwazanh nad zagadnieniem dwuwymiarowym w par. 15 wynika, e rozwigzanie otrzymane po-
nizej stuszne jest takie i w drugim przypadku ekstremalnym, gdy wymiar przekroju w kierunku prostopadlym
::lo plaszezyzny krzywizny jest bardzo duzy, jak to ma miejsce na przykiad w powloce tunelu, jesli tylko obcigZenie
jest stale na calej jego dlugosci.
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7 warunku (2) [a] wynika
oD

b b
Q2P
faﬂ'e(ll'faar—.zdi': —QT

a po podstawieniu zamiast @ jego wartodei [42] znajdujemy

A
[% + B(b+ 2blog b) + 2Cb:l — [—I— B(a-+ 2alog a) + 2Cr_1] =0 [e]

b

a

@

Poréwnujac z [b] widzimy, ze [c] jest spelnione, a sily na koficach sprowadzaja sie do pary sil
pod warunkiem, Ze spelniony jest warunek [b]. Aby moment pary sit réwnal sie M, musi

oprdr = s rdr=— M [d]
Fia a Or?

byé spelniony warunek

Wiedzac, ze

: b
28 - [l o]
i uwzgledniajac, ze na podstawie [b] jest
wyznaczamy z [d] \leﬂ o
lub po podstawieniu zamiast @ wyrazenia [42]
A]og%—O—B(bzlogb—azloga)+C(bz—az)zﬂf [e]

Réwnanie to lacznie z réwnaniami [b] wystareza w zupelosci do okreélenia statych 4, Bi C.
Po rozwigzaniu tego ukladu réwnan otrzymujemy
4M b 2M
i 252 Jog — - R clly 7 X B
A= Nabloga, B N( a?)
[f]
C= %[b2 —a? 4+ 2(b2logb —a?loga)]

w ktérych w celu uproszezenia oznaczono
p\?2
N = (b2 — a¥)? — 4a2b? (iog E) lg]

Po podstawieniu wartoéci statych [f] w wyraZenia [43] otrzymujemy nastepujace réwnania

na skladowe napreZenia:

AM a2 b, T . @
O = — 77 (J_—zlog-al—#- b*log 3*' a®log r)
AM gl

a?b? b fi LR T
( 2 log—cz-i—bﬂlug?Taﬁlog r_er a)

op = N

MnNn

Powyisze réwnania okreslaja rozklad napreZen spelniajacy wszystkie warunki brzegowe [a]
wprzypadku czystego zginania i stanowia $ciste rozwiazaniel) tego zagadnienia pod warunkiem,
e rozktad sit normalnych na koricach okreélony jest drugim ze zwiazlkéw [48]. Jesli sity na
koticach preta wywolujg moment zginajacy M, ale rozlozone sa nieco inaczej, to rozklad na-
prezenia w poblizu koncéw bedzie sig r67ni¢ od rozwigzania [48]. Na podstawie zasady de
Saint-Venanta mezna stwierdzié, ze w duzych odleglosciach od koricéw odchylenia od roz-
wiazania [48] sa bardzo male i moga byé pominiete (np. w odleglodciach wiekszych, niz wy-
sokosé preta).

7, praktycznego punktu widzenia interesujace jest pordwnanie rozwigzania [48] z rozwia-
saniami elementarnymi, podawanymi zwykle w ksiazkach o wylrzymalodci materialow.
Jedli wysokosé preta b—a jest mata w poréwnaniu z promieniem osi srodkowej (b+a)/2, to
przyjmuje sie zwykle taki sam rozldad naprezenia, jaki ma miejsce w pretach prostych.
Jedli natomiast wysoko$é ta nie jest mala, to w praktyce przyjmuje si¢ zwykle, ze w trakcie
zginania przekroje preta pozostaja plaskie, a na podstawie tego zatozenia mozna pokazaé, ze
rozklad naprezenia normalnego g, na powierzchni przekroju zmienia sie hipel'bo]iczniez),
We wszystkich przypadkach maksymalne i minimalne warto$el naprezenia o, mozna przed-

stawié w postaci

M
= [1]

gg = 1M

Zamieszezona nizej tablica podaje wartoéci liczbowe wspétezynnila m, obliczone za pomoca
oméwionych dwdch metod elementarnych oraz réwnania écislego [48]%). Z podanej tablicy

WARTOSCI WSPOLCZYNNIKA m 72 ROWNANIA [h]

b Liniowy rozklad Hiperboliczny rozklad .

- G 5 Rozwiazanie dokladne

a naprezei naprezei

1,3 466,67 +72,98 —61,27 +73,05 —61,35
-6,000 -+ 7,725 — 4,863 4+ 7,755 — 4,917

3 41,500 + 2,285 — 1,095 + 2,292 — 1,130

wynika, ze elementarne rozwiazanie oparte na hipotezie plaskiego przekroju daje bardzo
dokladne wyniki.

Pokazemy pdiniej, ze w przypadku czystego zginania przekroje pozostaja rzeczywiscie
plaskie, a rozbieznodé miedzy elementarnym i dokladnym rozwiazaniem wynika z fakin,
7e W rozwigzanin elementarnym pomija sig naprezenie ¢, 1 przyjmuje si¢, ze wiékna podluzne
zginanego preta podlegaja prostemu rozeiaganiu lub $ciskaniu.

Na podstawie pierwszego ze wzordw [48] mozna pokazad, ze w przypadku takiego kierunku
zginania, jaki pokazany jest na rys. 42, naprezenia o, sq zawsze dodatnie. To samo mozna

1) Rozwiazanie to podal H. Golowin: ,Tzw. Techn. Inst.*, St. Petersburg, 1881. Praca, opublikowana w je-
zyku rosyjskim, byla nieznana w innych jezykach i to samo zagadnienie Tozwiazal pozniej M. C. Ribiére (Compt.
rend., t. 108, 1889 i t. 132, 1901) oraz L. Prandtl. Patrz A. Foppl: ,Vorlesungen iiber technische Mechanik®,
t. B, str. 72, 1907, Patrz takze A. Timpe: ,,Z. Math. Physik®, t. 52, str. 348, 1905.

%) Omawiana teorig przyblizona podat H. Résal: ,,Ann. mines®, str. 617, 1862 ovaz E. Winkler: ,,Zivilingenieur®
t. 4, str. 232, 1858; patrz takie — jego ksiazka: ,,Die Lehre von der Elastizitit und Festigkeit®, rozdz. 15, Praga
1867. Dalszego rozwiniecia teorii dokonal F. Grashof: ,Elastizitiit und Festigkeit®, str. 251, 1878 i K. Pearson:
»History of the Theory of Elasticity®, t. 2, str. 422, 1893,

%) Wyniki te pochodza z rozprawy doktorskie j V. Billewicza, Univ. Michigan, 1931.
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wywnioskowaé natychmiast z kierunku naprezen o, dzialajacych na elementy n—n z rys. 42,
Wypadkowe w kierunku radialnym sit obwodowych daza do rozdzielenia wlékien podhuz-
nych i wywoluja naprezenie rozeiggajace w kierunku promienia. Naprezenie to wzrasta w miare
przyblizania si¢ do powierzchni obojetnej 1 esiaga w jej poblizu maksimum. To maksimum

jest zawsze znacznic mniejsze niz oy ... Np. dla bla=1,3, (6,),,,,=0.060 (0,)_..; dla bla=2,

(9,) max = 0,138 (04) smax s dla bfla=3,(0,) 10 =0,193 (o) ... Na rys. 43 podany jest rozklad napre-
m zenia ¢y i o, w praypadku bjla=2. Na ry-
W sunku tym spostrzegamy, ze punkt odpo-
8 \ wiadajacy maksymalne] wartoéei o, jest
Ny ‘*\ nieco przesuniety z osi obojetnej w kierun-
A E & ‘\ 05 obored ku $rodka krzywizny.
b:2a @ 2 denirpied 28. Skladowe odksztaleenia we
g 0 NG ( g = }:44_2) wspblrzednych biegunowych, We wspél-
N2 ‘\.\ rzednych biegunowych przez w oznacza-
4 = my przemieszczenie w kierunku radial-
§~ 76],0 T2 03 18 56 T 930 ny}n, 8 praez v w l<;ic.1'unku s.lyczuym..]eél%
P £ u jest przemieszezeniem radialnym $cianki
o 15
T, T 1]
&= ch Q?NO,‘? h{_ﬁ;lm\t(/,&?’t?/
S0 \‘\
& 03 A
@TOI,O l.ll 2 13 14 15 16 1T 18 19 20
13
Rys. 43

ad elementu abed (rys. 44), toprzemieszezenie promieniowe $eianki be wynosi u -+ (du/dr) dr
Wtedy wydluzenie jednostkowe elementu abed w kierunku promienia jest réwne

du

By [49]

ar .
Jesli natomiasl chodzi o odksztalcenie obwodowe, to nalezy zauwazyé, ze zalezy ono nie tylko
od przemieszczenia v, lecz takize od przemieszezenia promieniowego w. Przyjmujac np., ze
punkty a i d elementu abed (rys. 44) doznaja jedynie przemieszezenia u, mozemy stwierdzié,
ze nowa dlugosé lku ad jest (r+u)df, a odksztalcenie obwodowe wynosi

(r+ w)df — r df u

rdf o

Réznica obwodowych przemieszezen écianek ab 1 cd elementu abed wynosi (Jv/@0)d0, a wy-
wolane przemieszczeniem obwodowym v odksztalcenie obwodowe réwne jest (Qv/réf). Cat-
kowite odksztalcenie obwodowe wynosi wiec?)

3
r rdo

1) Symbol & uzyty w par. 10 mial inne znaczenie.
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Przystepujemy obecnie do rozpatrywania odksztatcenia postaciowego. Niech « Cbtcids
oznacza nowe polozenie elementu abed po odksztalceniu (rys. 44). Kat migdzy kierunkiem
ad i a'd’ wywolany jest przemieszczeniem promieniowym u i wynosi du/rd0. Podobnie, kat
miedzy a'b’ i ab réwna si¢ dv/dr. Nalezy zauwazyé, Ze jedynie czesé tego kata (zakreskowana
na rysunku) stanowi odksztalcenie postaciowe, a druga czesé, réwna ofr, odpowiada przemiesz-
czeniu katowemu wywolanemu obrotem clementu abed (traktowanego jak cialo sztywne)
wzgledem osi przechodzace] przez punkt O. Z tego powodu callowita zmiana kata dab, sta-
nowiaca odksztalcenie postaciowe, wynosl

du  dv v

%g=mﬂ‘§___ [51]

7

Po podstawieniu wyrazeh na skladowe odkszlalcenia [49], [50], [51] do réwnart Hooke’al)

L)
1

&9 = (G‘a — »a,) [52]

VYo = E Tr0

otrzymamy uklad réwnan wystarczajacy do okreslenia u i v.
29. Przemieszezenia w przypadkach osiowo-symetrycznych rozkladéw na-
prezenia. Po podstawieniu skladowych naprezenia okreélonych réwnaniami [43] w pierw-

sze 7z rownan [52], znajdujemy

N} [7(1“’ 4 13 {1.—3) Blog r4- (L~ B)B- r2(1—v)6}
ar E r2
Przez calkowanie otrzymujemy
w = % [-— (+nd +2(1 —9»)Brlogr—B(+»)r+2C(1 — '.u)rJ + f(0) la]
J r

gdzie f(0) jest jedynie funkcja 6. Z drugiego z réwnan [52], po uwzglednieniu zwiazku [50],
znajdujemy

dv 4Br '
EC A

skad po scatkowaniu

i e ff(f)) df + f,() b]
gdzie fi(r) jest jedynie funkejg r. Po podstawieniu [a] i [b] do [51] 1 uwzglednieniu, ze y,q
réwna sie zeru (poniewaz T,y jest rowne zeru), znajdujemy

1 9/(0) _9h0) .
T a0 + o ff(ﬂ)d@#———fl()— ]

1) Przyjmuje sie tutaj, ze mamy do czynienia z plaskim stanem naprezenia, tzn., #e nie istnieje naprezenie 02
prostopadle do plaszezyzny tarczy (patrz par. 7).
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skad wynika, ze
S0y =Fr; f(0)=Hsin0+ K cosl [d]
gdzie 1, [ i K sa stalymi, lktore nalezy wyznaczyé z warunkéw zamocowania pierécienia lub

zakrzywionego preta. Po podstawieniu [d] do [a] i [b], znajdujemy nastepujace wyrazenia na
przemieszezenial) :

1'[“W+2

T

(L—#»)Brlogr— B(1+»)r+2C(Q1 —»)r|+ Hsin 0+ K cos 0

U =

b

480 -

B = 7;‘5’,'—+Fr_‘_ Heos 0 — Ksin 0 [53]
w ktérych wartodei statych 4, Bi C nalezy obliczaé osobno dla kazdego poszezegélnego przy-
padku. Rozpatrzmy na przyklad czyste zginanie. Przyjmujemy, ze element promienia w punk-
cie $rodkowym przekroju, od ktérego zaczynamy mierzyé kat 0 (rys. 42), jest utwierdzony
zupelnie. Wtedy warunki utwierdzenia maja nastgpujaca postaé:
) b
i: =0 przy 0=0 oraz r=ry;= (L;

)

Po zastosowaniu ich do réwnai [53] otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan:

L[ﬁw_w:

jox +2(1—v)Br(,logrD-B(l+v)r0+2C(1v)r[,}JrK:G

o
Fro + H=0
F=0

z ktorego wyznacza si¢ stale calkowania F, H i K. Z ukladu tego wynika, ze F=H=0, oraz
olrzymujemy przemieszczenie

4Brf
v =

T Ksin 0 [54]

Taka postaé réwnania oznacza, Ze przemieszezenie dowolnego przekroju sklada sig z trans-
lacji— przesunigcia réwnoleglego— K sin 0, jednakowej dla wszystkich punktéw przekroju
i z obrotu calego przekroju o kat 4B6/E wrzgledem érodka krzywizny O (rys. 42). Widadé,
ze w przypadku czystego zginania, zgodnie » elementarna teoria zginania pretéw zakrzywionych,
przekroje pozostaja plaskie.

Przy omawianiu osiowo-symetrycznego rozldadu naprezenia w pelnym pierdcieniu przyj-
mowali$my, e stala B w rozwiazaniu [43] réwna sig zeru (par. 26) i w ten sposéb dochodzi-
lismy do rozwiazania zagadnienia Lameégo. Obecnie, po otrzymaniu wyraZen na przemiesz-
czenia (réwnania [53]) widzimy, co pociaga za soba przyjecie B réwnego zeru. Stalej B odpo-
wiada przemieszezenie v o wielkosci ABr 6/E. Skladnik ten jest niejednoznaczny, zmienia
bowiem swa wartos¢ gdy 0 wzrasta o 2, to jest, gdy dochodzimy do danego punktu po obejs-

ciu calego pierdcienia w kolo. Takie wieloznaczne wyrazenie w przypadku przemieszezenia

1) Réwnanie [c] spelnione jest jedynie wtedy, gdy catka [f(0)d0, gdzie f(0) wyrazone jest réwnaniem [d],
auwzgledniana jest bez stalej calkowania.

A

jest fizycznie niemozliwe w pierécieniu pelym i d_latego w tym przypadku, w ogélnym roz-
wigzaniu [43], trzeba bylo przyjaé B=0.

Pelny pierdcient jest przykladem ciala wielospdjnego, to jest ciala, w ktérym moina do-
konaé przecigé nie dzielacych go na dwie czesci. Przy okreélaniu naprezen w takich cialach
dochodzimy zwykle do wniosku, ze warunki brzegowe wyrazone w na-
prezeniach nie wystarczaja do pelnego okreslenia rozkladu naprezen i
i trzeba uwzglednié dodatkowe zwiazki, ktére zapewniaja jednozna- )T"“
cznoéé przemieszezen (patrz par. 39).

Sens fizyczny rozwigzan wieloznacznych wyjasnia sie za pomoca
rozwazan dotyczacych naprezen wstepnych, ktdre moga istnieé w cialach
wielospéjnych. Jesli wycia¢ z pierécienia element, ograniczony dwoma Rys. 45
bliskimi przekrojami (rys. 45), a nastepnie zespawaé lub polaczyé
w jakikolwiek spos6éb jego konce, to otrzyma sie pierfcieft, w kiérym istnicja napre-
zenia wstepne, to jest naprezenia nie wywolane dzialaniem sit zewnetrznych. Jeshi « jest ma-
Iym katem okreélajacym wielkoéé wycigcia, to przemieszczenie obwodowe, konieczne do zlg-
czenia koncdw pierscienia, wynosi

v=ar [e]
To samo przemieszezenie, otrzymane z réwnania [54] przez przyjecie 8#=27m, ma wartoé
4 Br
=2
v T % [f]
Na podstawie [e] 1 [f] znajdujemy
wl
B=—
87 le]

Stata B, ktéra wchodzi w sklad wieloznacznego skladnika réwnania na przemieszezenie [54],
ma obecnie écigle okreélong wartoéé, zaleina od sposobu wywotania naprezen poczatkowych.
Po podstawieniu [g] do réwnan [f] par. 27 znajdujemy, ze moment zginajacy, konieczrny do
polaczenia koricdw rozcietego piericienia, ma wartosé

. b\*
(b2 — a®? — 4a® b2 ( log a)

g ok
M= — - = .
8x 2 (b2 — a?)
Postugujac si¢ tym réwnaniem, na podstawie rozwiazania [48] dla czystego zginania, moima
Tatwo obliczyé naprezenia poezatkowe w pierécieniu.

[h]

30. Tarcze wirnjace. Rozklad naprezen w wirujacej tarczy kolowej posiada wielkie
znaczenie praktycznel). Jeéli gruboéé tarcsy jest mata w pordwnaniu z jej promieniem, to
mozna pominaé zmiany naprezenia promieniowego i obwodowego na grubodei 2) i wtedy
zagadnienie rozwigzuje si¢ bardzo latwo®). W przypadlu stalej gruboéei tarczy mozna postu-
zy¢ sig rownaniem [40], a sily masowe zastapié sitami bezwladnogcit). Wiedy

R = pw? [a]

') Wyezerpnjace oméwienie tego zagadnienia i jego bibliografie moina znalesé w znanej ksiazee: 4. Stodola:
»Dampf- und Gas-Turbinen®, wyd. 6, str. 312, i 889, 1924,

%) Rozwigzanie éciste dla przypadku tarczy w ksztalcie splaszezonej elipsoidy obrotowej podat C. Chree: ,,Proc.
Roy. Soc.* (London) t. 58, str. 39, 1895. Pokazal on, e réznica miedzy naprezeniem maksymalnym i minimal-
nym na osi obrotu stanowi zaledwie 5% wartoéci maksymalnego naprezenia w tarczy o stalej gruboécei, wynosza-
cej 1/8 jej érednicy.

8y Bflrdziej szczegblowe omowienie tego zagadnienia podane bedzie dalej (patrz par. 119).
%) Cigiar tarczy pomija sie.
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gdzie p oznacza masg przypadajaca na jednostke objetodei materialu tarezy, a w — predkoéé
katowa tarezy.
Réwnanie [40] mozna obecnie napisaé w postaci

d
% (ro,) — og+ 0?2 =0 [b]

Rownanie to jest spelnione, jeéli skladowe naprezenia wyrazaja sie przez funkcje naprezen

w nastepujacy sposob:

o, =F; o05= = + pw?r? lel

1

Skladowe odksztatcenia, jak wynika ze zwiazkéw [49] i [50], maja postaé

Po wyeliminowaniu z nich u, znajdujem
? jdujeny

sg—£,+r%:0 [d]

Wyrazajac skladowe odksztalcenia przez sldadowe naprezenia (zwiazki [52]) i wykorzystujac
zaleznoéei [c], znajdujemy, ze funkeja naprezet F powinna spelniaé nastgpujace réwnanie

P2F
ﬂéﬁﬁﬁég—F+@+ﬂ@ﬂﬁ=0 [e]

Przez podstawienie mozna sprawdzi¢, ze calka ogélna tego réwnania ma postaé

F=Cr+ C'll — 3—?;2) pw? r® [f]
=

a ze zwiazkow [c] wynika, ze

1 34w

o,=C+ Clr_2 ~— g pw? r?
[5]
1 143y
crﬂ:C_Clr—z— 3 ow? r?

Stale callkowania € i C; okreéla sie z warunkdéw brzegowych.

W przypadku tarczy pelnej nalezy przyjaé C;=0, poniewaz w przeciwnym razie napre-
zenia [g] przyjmowalyby w érodku tarczy wartodci nieskoniczone. Stala C okresla sig z wa-
runku na obwodzie tarczy r=b. Jeéli obwéd wolny jest od sil, to mamy -

3+

(6)res=C~— pw?h* =0

skad

C:3+v

ow® b?
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5 :
0, = L ow? (b2 — 1?)
[55]
: 14+3
op = _%% 02 b2 _‘T_v@wz 2
Najwigksze naprezenia wystepuja na osi tarczy, gdzie wynosza
O, =G = —8'>le2 bz [56]

W przypadku tarczy ze wspdlsrodkowym otworem kolowym o promieniu a, stale catko-
wania wystepujace w réwnaniach [g] otrzymuje sie z warunkéw na brzegu wewnetrznym i ze-
wnetrznym. Jesli brzegi te wolne sa od sit, to

@)i=0% @)es=0 [h]
skad wynika, Ze
Go=— %sz([;hﬂﬁ); Gy = —S—E;-vgwaa,zbz

Po podstawieniu w zwiazki [g]

3+v a? b?
O, = —8’\[)&)"" (b2 + at — e — ?'2)
[57]
34% wlig, .3, 080 143w,
Gp= g 0W (b + a®+ 8 e
Naprezenia promieniowe osiagaja swe maksimum przy r= Vc:g: gdzie
3
(0)mae = 2+ pws? (b — a)® 58]
Maksimum naprezenia stycznego wystepuje na wewnetrznym brzegu, gdzie
3+ 1 —m@
Voo ST il B " 50
(06) max 3o (b + B—Q—v“) [59]

Mosna sie przekonaé, ze naprezenie to jest wieksze niz () pux-

Gdy promien otworu a dazy do zera, to wartoé¢é maksymalna naprezenia obwodowego
staje sie dwukrotnie wieksza od wartoéci tego naprezenia w przypadku pehej tarczy [56];
Znaczy to, ze przez wylonanie otworu osiowego w wirujacej tarczy powiekszamy dwukrotnie
maksymalng warto$é naprezenia. Takie zjawisko foncentracji naprezen przy otworze omo-
wimy péZniej (patrz par. 32).

Przyjmujac, e naprezenia nie ulegaja zmianie na grubodci tarczy, mozna powyzszy sposéh
obliczenia zastosowaé do tarczy o zmiennej gruboéei. Jedli & oznacza gruboéé tarczy zmienia-
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jaca sie wraz z promieniem r, to réwnanie réwnowagi elementu pokazanego na rys. 40 ma
postaé

;—i (hroy) — hog+ how?r2 =0 [k]

Réwnanie to jest spelnione, jesli prazyjaé

hro, = F;  hog= —— + how?r?
dr
gdzie F' ponownie oznacza funkeje naprezen.
Po podstawieniu tych naprezeni do réwnania ciaglodei odksztatcer [d] dochodzimy do
nastepujacego réwnania, ktére okreéla funkeje naprezen F:
L d*F  dF r dh (‘dF

A N " 2 < R 0 e
.r 7 +rdr F+(3+) pw? hr 7\’ ar

v F ) =0

W ten sposéb zagadnienie znalezienia rozkladu naprezenia w tarczy o zmiennej gruboéei
sprowadza si¢ do rozwigzania réwnania [1]. W przypadku szezeglnym, gdy grubosé tarczy
zmienia si¢ wedlug zaleznosci '

h=Cr" [m]

w ktorej C jest stala, a n pewna liczbg, réwnanie [I] mozna tatwo scalkowaé?). Rozwiazanie
ogdlne ma postaé

' F = mr84 4r*+ Br®
gdzie

__ B+t»owtC
~ (»m+3n+8)

podezas gdy & i  sa pierwiastkami réwnania kwadratowego
2 —nx-+wm—1=0

a 41 B — stalymi calkowania, kiére okredla sie z warunkéw brzegowych.

Dobre przyblizenie dla rzeczywistych ksztaltéw tarcz wirujacych moina otrzymaé przez
podzial tarczy na czesci i dobranie w sposéb przyblizony do kazdej z nich krzywej typu [m]2).
Przypadek tarezy stozkowej omawiany byt przez kilku autoréw®). Bardzo czesto prowadzi
si¢ obliczenia droga podzialu tarczy na kilka czeéei, z kiérych kazda traltuje sie jako tarcze
o statej gruboéci?).

1) Przypadek ten badal Stodola, loc. cit. Patrz 1akse H. Holzer: 7. ges. Turbinenwesen®, 1915.

%) Patrz M. Griibler: V. D. L, t. 50, str. 535, 1906.

®) Patrz A. Fischer: ,7. oesterr. Ing. Arch. Vereins®, 1. 74, str. 46, 1922; H. M. Martin: , Engineering®,
t. 115, str. 1, 1923; B. Hodkinson: ,,Engineering®, t. 116, str. 274, 1923; K. E. Bisshopp: ,,J. Applied Mechanics®
(Trans. A, S. M. E), t. 11, str. A-1, 1944.

%) Metode te podat M. Donath; patrz jego ksigzka ,, Die Berechnung rotierender Scheiben und Ringe”, Berlin,
1912. Opis metody w jezyku angielskim podal H. Hearle w »Engimeering®, t. 106, str. 131, 1918. Metode te roz-
winal dalej R. Grammel: ,,Dinglers Polytech. J.“ t. 338, str. 217, 1923. Przypadek, w ktérym material nie podlega
prawu Hooke'a, badal M. Griibler, V. D. 1. t. 41, str. 860, 1897 oraz t. 44, str, 1157, 1900. Patrz takie H. Schlech:-
weg: ,Z. angew. Math. Mech.”, t. 11, str. 17, 1931 oraz HIng. -Archivé,,t. 2, str. 212, 1931,
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31. Zginanie zakrzywionego preta sily przylozona na konen'). Zaczniemy
od prostego przypadku pokazanego na rys. 46. Pret o waskim, prostokatnym przekroju
i osi w ksztalcie lulu kota obciazony jest sily P przylozona na gérnym lkoneu w kierunku
promienia a utwierdzony na drugim koncu. Moment zginajacy w kazdym przekroju mn
jest proporc; onalny do sin 0, a naprezenie normalne o, zgodnie z elementarna teoria zginania

zakrzywionych pretéw, jest proporcjonalne do momentu zgina- p
jacego. Przyjmiemy, ze zalozenie to jest sluszne takze w przy- O T x
padku édislego rozwiazania, co potwierdza dalsze wyniki, Tak v
wiec, funkcja naprezen @, spelniajaca réwnanie s i

2 1 a2\ (o2 120 1 2@

e <552 ] =0 [a]

ark ' r dr @0 or? roar r® 30
na podstawie drugiego ze zwiazkéw [38] powinna byé propor-
cjonalna do sin 6. Przyjecie funkeji y

: Rys. 46
D= f(r)sinl [b] &

i podstawienie jej do réwnania [a] pozwala stwierdzié, ze funkeja f(r) musi spelniaé nastepu--

jace zwyczajne réwnanie rézniczkowe:

@2 1d 1\(a&f 1df f\
( , —‘)(dﬂ*rzfr?z“)o

dr? rdr  r?

[l

Réwnanie to mozna przeksztalcié w liniowe réwnanie rézniczkowe ze stalymi wspélezynnika-.

mi (patrz par. 26), a jego calka ogélna ma postaé

S () =4+ B+ Cr+ Drlogr L]

Stale catkowania A4, B, C i D okredlimy z warunkéw brzegowych. Po podstawieniu rozwia-.
zania [d] do wyrazenia na funkcje naprezen [b] i wykorzystaniu ogélnych réwnan [38], znaj-

dujemy nastepujace wyrazenia na skladowe naprezenia:

2
i ¢ LA (2Ar_%§+$)sine

roor 2 90%
2P 2B DY\ . .
Gp = T (6A;—-{- — + 1') sin 0 [60]
) D
Ty = — qi (1 ﬁ) s (ZA"_z—f+_) cos 0
ol rc r r

Z warunkéw, ze wewnetrzny i zewnetrzny brzeg zakrzywionego preta (rys. 46) jest wolny od:

sit zewnetrznych, wynika, ze

6,=T,=0 dla r=a 1 dlar=5

1) H. Golowin, loc. cit.
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lub na podstawie [60]

24a— 2B D
a a
[e]
2B D
2Abﬁ?3 +_b_:0

Pozostaly warunek oznacza, ze suma sil stycznych roztozonych na gérnym koniecu preta po-
winna byé réwna sile P. Przymujac, Ze szerokoéé przekroju jest jednostkowa lub ze P jest
sity przypadajaca na jednostke grubodci zakrzywionej tarczy, otrzymujemy dla 0=0

]

b b A a a
129 109 B
odr=—| |2 )= = |42+ | =
LTB r j; Qr'(r Qﬁ)dr =30, {Ar +3 +C+Dlogjrb 2
lub
(0% — a?) b
—A4 (b2 — a?) —i—B—a-’-ﬁ)-z—-D]Dg;= [£]
7 [e] i [f] znajdujemy
_r. _ . Patb? _ P e
A_ZN’ B—'—W*a Dﬁ——l\?(a +6%) lg]

gdzie

b
N=a? — b2+ (a?+ %) log

Po podstawieniu wartodci statych calkowania [g] do réwnan [60] otrzymujemy wyrazenia na
sldadowe naprezenia. Dla gérnego konca preta (0=0) znajdujemy

Jg = 0
o a?b? 1 .
Trﬂ*N[J‘-l- r3——r(a2+b“)] [b]
Dla dolnego konca (0=mn/2)
Trg = 0
2 2h? 1
% =37 [3 r— 31,3_ — (a4 b?) r—] [k]

Réwnania [60] przedstawiaja écisle rozwigzanie zagadnienia jedynie wtedy, gdy sily zewnetrzne
na konicach zakrzywionego preta rozlozone sa w sposéb okreslony zaleznosciami [h] i [k].
Dla kazdego innego rozkladu sit rozklad naprezenia w poblizu koncow bedzie rézny od [60],
ale w dugych odleglodciach od koncéw rozwiazanie to bedzie shiszne na podstawie zasady
de Saint-Venanta. Obliczenia pokazuja, 7e prosta teoria oparta na zalozeniu, Ze w trakcie
zginania przekroje pozostaja plaskie, daje ponownie zupehie zadowalajace wyniki.

Na rys. 47 pokazano rozklady naprezenia stycznego 7,, w przekroju koticowym 0 =0
(w przypadkach: b = 3a, 2a oraz 1,3a). Odcicte sa odlegloéciami od brzegu wewnetrznego
r=a. Rzedne odpowiadaja numerycznym wartoéciom mnoznikéw, przez ktére nalezy mnozyé
érednig wartodé naprezenia stycznego P[(b—a), aby otrzymaé naprezenia styczne w rozwa-

zanym punkecie. Wartodé tego mnoznika réwna 1,5 odpowiada maksymalnej wartoéci napre-
7enia stycznego w prostej belce prostokatnej, zmieniajacego sie wedhig zaleznoéci parabolicz-
nej. Z wykreséw wynika, ze gdy wysokosé przekroju jest mala, rozklad naprezen stycznych
sbliza sie do rozkladu parabolicznego. Dla takich proporcji, jakie maja zwykle miejsce w lulach

20

18] lal s
4 /""-l'-"‘=‘ 5 E’ %,_
e ﬂ:’{:"f}l’}’ | IS
3 /) 31 I N
B QJ,U r | ~
5 /) // 1. 1 N
n [ Azsis-ap] _J]. | SN
NI 033/(6-x) ! N
U Loassterei) . AN
g 0.500(b-a)
(&-a} )

Rys. 47

i sklepieniach, mozna przyjaé z dostateczna dokladnoécia paraboliczny rozklad naprezenia
stycznego, podobnie jak w prostych belkach prostokatnych.

Rozwazmy obecnie przemieszczenia wywolane sila P (rys. 46). Wykorzystanie zwiazkow
[49] = [52] i przyjecie skladowych naprezeri w postaci [60] pozwala nam znalezé

D
8y b [2Ar(1 — 3) —3r§(1+v)+7(1 - v)]

ar E

'

e P — 1
39 r (1]

. du dv W

=198 Tor 7

7 pierwszego z tych réwnail otrzymuje sie przez calkowanie

5 Si;?ﬁ [Arﬂ(l = 3v)+r£2(1+v) +D(1 —'V)logf] +/(0) L

gdzie £(0) jest jedynie funkcja 0. Po podstawieniu [m] wraz z wyrazeniem dla g, do drugiego
z réwnan [I] i po scatkowaniu, znajdujemy

E

gdzie F(r) jest jedynie funkcja r. Obecnie, podstawiajac [m] i [n] do trzeciego z réwnan I,

dochodzimy do réwnania

M o0 [Arﬂ (5+9)+ ;fzz(p ) —Dlogr(1—»+D(1 - v):l —ff(ﬂ) A8+ F() [n]

ﬁ"(ﬁ) do+f (0)+rF () —F(@) =— %ﬂ

Réwnanie to spelnimy przez przyjecic
2

DOCOSB—I—KsinﬁJ.—LCUSG (p]

F(y=Hr; fO)=-7%
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gdzie H, K 1 L sa dowolnymi stalymi, ktére nalezy wyznaczyé z warunkéw zamocowania.
Skladowe przemicszezenia, na podstawie [m] i [n], sa wobec tego rowne:

sin 0 T
L _T—GCQSB’% T [D(] — ) logr++-A (L —3v) Pt it 2‘ J_)] L+ Ksin0+Lcos 8
) r
2. cosf| | , B+
v="F% Bh‘m@~fE— [_.-a (5+»)r2+ %zl—}) (3 —) log r':l+ [q]
2 D1

a5 .
! —Eiv) cos 0+ K cos 0 — L sin 0+ Hr

Ugiceie promieniowe gornego kotica preta olrzymuje sig przez podstawienie (=0 w wyra-
zenin na u. W wyniku tego .

(W)gmo =1L [z

Stala I wyznacza sig z warunku utwierdzenia zupelnego lonca preta (rys. 46). Dla 0 =2
mamy v=01 dvfor=0, a stad, na podstawie drugiego # réwnan [q],

H=0; L=-— <]

Po wykorzystaniu [g]. ngiecie gérnego konca jest tym samym rowne

Dx Pr (a®+ b?)

(i = e e P S g
E p=
I I:(uz — b?) + (a®+ b?) log %J [01]

Zastosowanie tego réwnania podamy péiniej. Gdy b jest bliskie a i wysokoéé preta h=b—a
jest mala w pordéwnaniu z a, mozemy posluiyé sie rozwinieciem

b B h h 1 A2 1AK%
1%54%@+ﬂ e TETI S

Po podstawieniu w [61] i pominigciu skladnikéw malych wyiszego rzedu, otrzymujemy

(TL) S — f’_ﬂ_"‘z
o Lh?

Réwnanie to nie rézni sie od réwnania otrzymanego na podstawie teorii elementarnejt).
Przyjmujac funkeje naprezein w postaci

@ = f(r) cos O

i postepujac jak poprzednio, dojdziemy do rozwigzania przypadku, w ktérym na gormy koniec
preta dziala sila pionowa 1 moment pary sit (rys. 46). Odejmujac od tego rozwigzania stan
naprezeri wywolany momentem pary sit (patrz par. 27), otrzymamy naprezenia wywolane
sita pionowa, przylozona na gornym koticu preta. Majac rozwiazanie dla obciazenia poziomego
i pionowego, MoOZemy Przez SUperpozycje otrzymaé rozwigzanie dla dowolnie nachylonej sily.

1) Patrz S. Timoshenko: ,Strength of Materials®, t. 2, par. 13, 194L.

- s,

W powyzszych rozwazaniach zawsze przyjmowaligmy, Ze spelnione sa rownania [e], a brzcgi
kolovie wolne sa od sil. Przes przyjecie prawych stron w wyrazeniach [e] romych od zera
otrzZyImamy przypadek, w Jtérym na powierzehniach kolowych preta wyslepuja sity normalne
i styczne proporcjonalne do sin i cos 0. Kombinacja takich rozwiazan z rozwiazaniami otrzy-

manymi poprzednio (proste zginanie 1 zginanie

silg przylozona na Loticu) pozwala przyblizy¢ sig T8
do warunkoéw, jakie wystapia przy obciazeniach ™| >
. o - . 5 . q ) =
sklepien przykrytych piaskiem lub ziemig ). - .

32, Wplyw otworéw kolowych ma roz- . %
klad naprezen w tarczach. Rys. 48 przed- e
stawia tarcze poddana r6wnomiernemu rozeigga- <7 ==
niu o wielkodei S w Kierunku x. Jesli w érod- ™ —
. g o
Ju tarczy wykonaé maly otwor kolowy, to rozidad v s

paprezen W jego okolicy zmieni sig, ale na pod- Rys. 48

ctawie zasady de Saint-Venanta nozemy stwier-
dzié, 7 zmiany te mozna pomina¢ w odleglodciach duzych w poréwnaniu z promicniem

olworu .
Rozwazmy czedé tarczy zawarta wewnatrz wspolérodkowego kola o promieniu b, duzym

W poréwnmliu 7z @. Naprezenia na obwodzie kola o promieniu b sa praktycznie takie same,

jale w tarczy bhez otworu i tym samym okredlaja je réwnania

(u‘r)r:b:Scuszﬁ:—%—S(l+cos2ﬂ) ]
aj

(t,0)y—p = — £ S8in 20
Sily te, dzialajac wokol brzegu zewnetrznego pierécienia o promieniu wewnglrznym r=a
i zewnetrznym r=>b, wywoluja w tym pierécienin rozlkdad naprezen, kiéry mozna uwazaé za
zlozony z dwoéch czedel. Pierwsza czesé odpowiada stalej skladowej S sily zewngtrznej 1 wy-
wolane jej dziataniem naprezenia mozna obliczyé za pomoca zwiazkow [45] par. 26. Pozostala
czeéé ohciazenia, ztozona z ¢it normalnych &S cos 26 1 stycznych — 35 sin 20, wywoluje napre-

senie, ktére mozna wyznaczy¢ za pomocy funkeji naprezen przyjetej w postact
@ = f(r) cos 20 [b]

Podstawiajac ja do réwnania ciaglodei odksztalcen

a2 19 1 92 92D 120 1 92
= = A, —_ +._Tjr_+._. — )

i _l7 —_— 01— ~ g
ar? r or 2 802 ar? r

dochodzimy do réwnania réimiczkowego zwyczajnego

@ 14 a\(daf 14 _Af)_
(ﬁ*?ﬁ*ﬂ@ﬂ*?@’?'“

ktére okredla funkeje f(r). Calka ogblng tego réwnania jest

)= A Bré+C 1—12 + D

5151) lKjlka przvkladéw tego rodzaju omawial Golowin, loc. cit. oraz Ribisre, loc. cit. i Compt. rend. L. 132, str.
, 1901.
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a funkecja naprezen ma wobec tego postad

D = (/Jr‘3+ Bré+ C_}i ] D) cos 20 [e]
Odpowiednie skladowe naprezenia otrzymujemy na podstawie réwnan [38]
(f,=% ijj + ]—lzé;—ﬁf = — (2A+% -+ %J) cos 20
- :%ﬁi = (2_4+ 1282+ ‘%f) c0s 20 [d]
Ty = — % (%%(BE) = (2A+ 6Br2 — —675 —21—2])) sin2 0

Stale callkowania wyznacza sie i unld
e Wy sie Obe‘cme z warunkéw [a] na brzegu zewngtrznym i z warunku,
ze brzeg otworu jest wolny od sil zewnetrznych. Warunki te daja

6C 4D 1
I Rl B R |
-+ = + 52 25
6C 4D
2dt—g t—5 =0
a a
6C 2D 1
244680 —— . — _ .~
+ b4 b2 2S
a? a?

Po rozwiazani 6 i Feniu, ; i

2 azaniu ty(.:h réwnan i zalozeniu, ze a/b==0, co znaczy, Ze tarcza rozeigga sie w nieskon-
czonosc, otrzymujemy
4

)
A = : ) a
7 B=0: €= ——

a2
;S D=%s

P(? wstuwiem'u' powyzszych stalych do zwiazkéw [d] i dodaniu naprezen wywolanych réwno-
miernym rozcigganiem % S, dzialajacym na brzeg zewnetrzny, obliczonym ze zwiazkéw [45]

znajdujemy?):
-8 a? 5 3at* 4a?
O',—E (1 — —]3) -+ 5(14‘1—4—7) cos 20
s
2

, a? S gt
( Trz')"2(1+?)00520 [62]

. g 3a¢ £
Tro:__z(l_- %+ 2‘:’ )siu.‘Z@
. 7B

1) Powyzsze rozwiazanie otrzymal ;
2 ymal prof. G. Kirsch; patrz V. D. L, t. 42, 1898. Prawidtowoss i i
e ; y : I B . 2 f OWOSC v
Zostab b thlm_dzlona wielokrotnie przez pomiary odksztalcent otz pomocg metod elastoo egOPTOZleazama
rozdz. 5 i ksiazki cytowane w par. 42). ’ Phyesseh. (por,

24

edli 7 jest bardzo duze, to o, i 7,y zblizaja sie do wartodei okreslonych réwnaniami [a]. Na
] ’ r 0 ] il
brzegu otworu r=da mamy
6,=T,,=0; ©o3=5—25cos20

Mozna zauwazyé, ze a, jest najwicksze, gdy 0=m/2 lub 0=37/2, to jest w punktach min

© (vys. 48), poloZonych na érednicy prostopadlej do kierunku rozciagania. W punktach tych

(00 mase —38. Jest to maksymalne naprezenie rozciggajace i ma trzykrotnic wigksza wartoéé
my
od réwnomiernego naprejenia rozciagajacego S, przylozonego na koncach tarezy,

W punktach p i g, dla ktérych odpowiednia wartoéé 6 réwna si¢ w i O
og=—35

co oznacza, ze w punktach tych w kierunku stycznym dziala naprezenie Sciskajace.
W przekroju tarczy przechodzacym przez Srodek otworu i prostopadtym do osi x, na pod-
sawie réwnan [62] przy 0=mn/2, mamy

2

S a at
70 =0; G0 =5 (2—'—?-{—3?)

Widzimy, ze wplyw otworu ma éciéle lokalny charakter i, w miarg wzrostu r, naprezenia o,
zdazaja bardzo szybko do wartoéei S. Rozklad tych naprezen przedstawia na rysunku obszar
zakreskowany. Lokalny charakter naprezen wolkdél otworu
usprawiedliwia stosowanie rozwiazania [e], otrzymanego dla
nieskoniczonej tarczy, do tarczy o skorficzonej szerokogci.
Jesli szerokosé tarczy nie jest mniejsza niz czterokrotna szero-
kosé otworu, to blad rozwiazania [62] przy obliczaniu (0)
nie przekracza 6%?%).

Jedli mamy rozwiazanie [d] odpowiadajace jednokierun-
kowemu rozcigganiu lub $ciskaniu, to latwo moina otrzy-

I

m f
- nt, Onl s x

<~ 72 [—

madé przez supcrpozycj@I'OZWiazanie,odpowiadajqcerozciqganiu h) 1 T 1 f E
lub 4ciskaniu w dwéch wzajemnie prostopadlych kierun- v
kach. Na przyklad dla naprezen rozciagajacych S dzialajacych Rys. 49

w dwoch prostopadlych kierunkach, otrzymujemy na brzegu )

otworu naprezenie rozciagajace o,=2S (pairz par. 30). Przez przyjecie w kierunku x napre-
senia rozciagajacego S (rys. 49), a w kierunku y naprezenia éciskajacego — S, otrzymujemy
przypadek czystego Sciskania. Naprezenie obwodowe na brzegu otworu, na podstawie réwnar
[62], jest rowne

0g=S—2S5c0s20 —[S—2Scos (20 —m)]
Dla f=/2 lub =372, to znaczy w punktach n i m, majdujemy oy=45. Dla 0=01Iub 0 =z,

to znaczy w punktach n; i my, jest o,=—4S. Tak wiec, w przypadku duzej tarczy poddanej
ezystemu $cinaniu maksymalna warto$é naprezenia obwodowego na brzegu otworu jest
czterokrotniec wieksza niz przylozona warto$é naprezen stycznych.

Tak duza koncentracja naprezeii, kiéra powstaje na brzegu otworu, ma wielkie znaczenie
praktyezne. Jako przyklad moima podaé otwory w pokladzie okretu. Przy zginaniu kadtuba

1) Por. S. Timoshenko: ,Bull. Polytech. Inst.“ Kiew, 1907. S nalesy przyjaé réwne obciazeniu podzielonemu
przez powierzchnie krawedzi plyty (bez potracenia otworu).




okretu poklady podlegaja éciskaniu lub rozciaganiu, a na brzegach otworéw powslaja duze
koncentracje naprezen plvwerr ‘es ZImi zeni

fgl je mapreZed. Pod wplywem okresowych zmian naprezenia powodowanych przez
ale, zmeczenie metalu w obszarach przeciazonych doprowadzié moze w koticu do peknieé!
zmeezeniowych,

'C76_-.[0 taje si¢ konieczne zmniejszenie koncentracji naprezenia w okolicach olworéw
takich, jak otwory wlazowe w skrzydtach i kadhubach samolotéw. Mozna tego dokonaé przes
s zagiecie brzegu otworu?) lub wzmocnienie go
pierécieniem?®). Trudnosei analityezne zostaly
rozwiazane w len sposéb, ze do obliczenia po-

stuzono sig taka metoda, jaka stosuje sie pray
zwyklym otworze, a wyniki sprawdzono za
pomoca pomiaréw Lensomelrycznych®).
-— Przypadek otworu kolowego, znajdujacego
sig w poblizu prostego brzegu p(’)hlies]s‘.oﬂczb-
nej tarczy, poddane] réwnomiernemu rozcia-
ganiu w kierunku réwnoleglym do tego brze-
gu, badal G. B. Jeffery®). Poprawne wyniki i poréwnanie z wynikami badar elastooptyeznych
(por. rozdz. 5) podal kilkanascie lat pézniej R. D. Mindlin®). Naprezenia na brzegu ot\\'c;ru
w pEmkcie n najblizszym brzegu tarczy, staja sie wielokrolnie wieksze od stalego napreﬁeuiz:
rozciagajacego, gdy tylko mn jest male w poréwnaniu ze drednica np. -5

B G B Jeffery badal takie przypadek, gdy brzeg otworn poddany jest réwnomiernemu
cisnieniu. wewnetrznemu p;. Zagadnienie to posiada znaczenie praktyczne, gdyz dolyczy

- —

Rys. 50 -

naprezen w ekolicy otworu nitowego, w ktéry pod ciénieniem wprowadza si¢ goraey, upla-
styczniony nit. Jesli otwér znajduje sie w znacznej odleglosei od prostego brzegu tarezy, na-
preZenia na jego brzegu, na podstawie zwigzku [46] par. 26, wynosza

Oy = Py O

Jedli natomiast otwoér znajduje sie blisko brzegu, to naprezenia obwodowe nie sa juz stale
a brzegu otworu. W punktach /4 i I naprezenia obwodowe praybieraja wartoéé maksymalng

(o ) L o2 2 6
0)max =— Pi }3
a2 —r? [63]

T s . B e i . . 3 ‘
Naprezenie to porownamy z naprezeniem rozeiggajacym na brzegu plvty w punkeie m

4pir )
B2 [64]

Dla d=rV3, rrazenia maja te s ; 6, Jedhi d i i

2 { r\/S, oba wyrazenia maja te sama wartodé, Jedli o jest wicksze, to maksymalne napre-
zenic wyst¢puje na brzegu otworu, a jesli d jest mniejsze, to maksymalne naprezenie wyste- -
puje w punkecie m. ik

g =

1) Patez T. L, Wilson: ,The S, S. Leviathan, Damac i i
) ‘ | . i yThe S, 8. Levia , Damage, Repairs and Strength Analysis®; praca byla przedsia-
“wg)a ;:tposgedjzfmu;hc;;#‘xmeﬂc;lin Society of Naval Architects and Marine Engineers, lisl‘opIad ]93()5 AR
1z S, enko: i i & ; 5, 192 e S. Ti > :
L t-u;o:tr-z%]a’].' sJ+ Franklin Inst.%, t. 197, str. 505, 1924; takze S. Timoshenko: ,Strength of Mate-
e 7 D, . : ;
1918) %Leuy, A. E. Me Pf%cr.son an(,l T. C. Smith: ,,]. Applied Mechanics® (Tvans. A, S. M. E), t, 15, str. 160,
i podanej pracy moina znalezé odnoéniki do pracy wezedniejszej. ) ’
5) Trans. Roy. Soc. (London), seria A, t. 221, str. 265, 1921,
) Proc. Soc. Expl. Stress Analysis, t. 5, str. 56, 1948.

Przypadek tarczy o skonczone) szerokoéel = olworem na osi symelrii (rys. 51) omawial
R. C. J. Howland?). Znalazt on np., ze dla 2r=14d, o, =4,35 w punkcie n, a w punkeie m

og = 0,758

Metoda wylkorzystana w tym paragrafie do badania naprezenn w okolicy malego otworu
kolowego mozna si¢ postuzyé w przypadku tarczy poddanej czystemu zginaniu?). Przypadki

takie jak: szereg otworéw lkolowych w tarczy nieskon- o S
czonej) &) 5), szereg olwordw w pasmie tarczowym?), §) g ==
i w tarczy®) potnieskoriczonej oraz pierscien otwordw : (E 4 :
w tarczy”) (poddanej wszechstronnemu $ciskaniu), byly — __| o
juz rozwazane przez SZeLeg badaczy. Hengst obmyslit

metode, ktéra znalazla zastosowanie w przypadlu Rys. 51

kwadratowej tarczy®) poddanej wszechstronnemu, row-
nomiernemu rozciaganiu oraz tarczy poddanej écinaniu®), z otworem zwyklym lub wzmo-
crionymi.

Otrzymano rozwiazania: dla nieskoriczone] tarezy z otworem lolowym obcigzonym silamina
brzegu9), podohnego zagadnienia dla pasma?), oraz dla szeregu otwordéw polozonych réwno-
legle i w poblizu prostej krawedzi potnieskoriczonej tarczy?) (szew nitowy).

Jeéli w nieskoniczone] tarezy poddanej rozciaganiu S jest otwér eliptyczny, kirego jedna
7 osi jest réwnolegla do kierunku rozciggania, to naprezenia na koricach osi prostopadlej do

kierunku rozciagania przedstawione sa réwnaniem

. 5(1 N 2%) 165]

gdzie 2a jest osia elipsy prostopadla do kierunku rozciagania, a 2b — druga osig. To i inne
zagadnienia dotyczace elips, hiperbol i dwéch kol omoéwione sa w vozdz. 7, gdzie podana jest
takze literatura.

Bardzo wydluzony otwér (duza wartoéé stosunku afb), prostopadly do kierunku rozcia-
gania, wywoluje duza koncentracje naprezei'?). To wyjaénia, dlaczego pekniecia poprzeczne
do kierunku dzialania sit maja tendencje do wydluzania si¢. Temu powigkszaniu si¢ mozna

3 R. C. J. Howland: Trans. Roy. Soc. (London), seria A, t. 229, str. 49, 1930.

%) Z. Tuzi: ,,Phil. Mag.”, luty 1930, str. 2105 takze: ,Sci. Papers Inst. Phys. Chem. Research.” (Tokyo),
t. 9, str. 65, 1928, Podobne zagadnienie dla otworu eliptycznego rozwiazal wezeénicj K. Wolf: ,,Z. tech., Physik"®,
1022 str. 160. Otwor kolowy w pasmie tarczowym omawial R. C. J. Howland i 4. C. Stevenson: ,»Trans. Roy.
Soc.“ (London), seria A, t. 232, str. 155, 1933. Dowéd zbieznosci rozwiazai w postaci szeregdw podal R. C. Knight:
»Quart. J. Math®., Oxford series, t. 5, sir. 255, 1934.

% M. Sadowsky: .Z. angew. Math. Mech.”, t. 8, str. 107, 1928,

4 R. C. J. Howland: ,Proc. Roy. Soc.” (London), seria A, t. 148, str. 471, 1935.

5) K. J. Schulz: ,Proc. Nederl. Akad. van Wetenschappen®, t. 43, strony 233, 341, 457 oraz 524, 1942,

© ot 48, str. 282 1 292, 1945.

% (. B. Ling, P. S. Wang i K. S. Jing: Tech. Rept. No. 9, ,,Bur. Aeronaut. Research.”, Chengtu, Chiny,
styczen 1944.

) C. B. Ling i P. S. Wang: Tech. Rept. No. 6, ibid., czerwiec 1943.

8) H. Hengst: ,,7. angew. Math. Mech.”, t. 18, str. 44, 1938,

% C. K. Wang: ,J. Applied Mechanics® (Trans. A, 5, M. I.), t. 13, str. A-T7, 1946.

1) 7. G. Bickley: , Trans. Roy. Soc.* (London), seria A, t. 227, str. 383, 1928,

1) R. C. Enight: ,,Phil. Mag.“, seria 7, t. 19, str, 517, 1935.

12) ¢. B. Ling i M. C. ITsu: Tech. Rept. No, 16, ,,Bur. Aeronaut. Research.”, Chengtu, Chiny, luty, 1945.

13) Zagadnienie dotyczace waskiej szezeliny omawiat: M. Sadowsky: »Z. angew. Math. Mech.“, t. 10, str. 77,
1930.




zapobiec przez wywiercenie otworéw na kotcach peknigé, co dzieki zmniejszeniu kry
zmniejsza takze koncentracje naprezer.

Gdy otwér jest wypelniony materiatem nicodksztalcalnym albo takim, ktérego stale spre-
Zyste sa inne, niz stale materiatu tarczy (plaski stan naprezenia) lub bryly (plaski stan od-
ksztalcenia), to méwimy o zagadnieniu sstywnej lub spregystej inkluzji. Zagadnienie to zo-
stalo rozwiazane w przypadku inkluzji kolowej!) i eliptycznej?). Wyniki dla doskonale sztywnej
inkluzji kotowej uzyskaly potwierdzenie na drodze elastooptyeznej®) (patrz rozdz. 5).

Naprezenia dane réwnaniami [62], odpowiadajace zagadnieniu przedstawionemu na Tys. 48,
sq takie same w praypadku plaskiego stanu odksztatcenia, jak i naprezenia. Jednakie w pray-
padku plaskiego stanu odksztaleenia na plaszczyznach koricowych, réwnoleglych do plasz-
czyzny xy, musza istnie¢ naprezenia osiowe

ywiziy

UZ =i (D.r g5 68)

po to, aby utrzymaé odksztalcenia ¢, réwne zeru. Usunigeie tych naprezen z plaszezyzn kon-
cowych da w wyniku swobodne kotice, ale wywolany tym nowy stan naprezenia nie ma juz

b b)
o
:/A o B
W
Y
Q.
a B &
e\ N\
N
N\
mpt -t — | —— n .

Rys. 52

charakteru dwuwymiarowego (plaskiego stanu odksztalcenia lub naprezenia). Jedli érednica
otworu jest mala w poréwnaniu z odleglodcia miedzy koricami, to zaburzenia ogranicza sie
do sgsiedztwa koficéw. Jednak gdy érednica otworn i odlegloéci miedzy koficami sg wielko-
Sciami tego samego 1z¢du, zagadnienie musi byé rozpatrywane jako tréjwymiarowe. Badania
tego rodzaju?) pokazuja, ze g, pozostaje najwicksza skiadowa naprezenia, a jej wartoéé jest
bardzo bliska wartodci. otrzymanej na podstawie rozwiazania zagadnienia dwuwymiarowego.

33. Sila skupiona dzialajgca na prostej krawedzi tavezy. Rozpatrzmy obecnie
dzialanie sily skupionej, przylozonej na poziomym, prostym brzegu AB tarczy pélnieskon-
czonej (rys. 52a). Sila P, prostopadia do brzegu, rozlozona jest réwnomiernie na caltej gru-
boéci tarczy w sposdb pokazany na rys. 52h. Przyjmuje sie, e tarcza ma gruboéé jednost-
kowa, a wiec P jest obciazeniem na jednostke gruboéei.

Y) K. Sezawa i G. Nishimura: »Rept. Aeronaut. Research. Inst.”, Tokyo Imp. Univ., t. 6, nr 25, 1931;
J. N. Goodier: ,Trans. A, S. M. T.“ t. 55, str. 39, 1933.

%) L. H. Donnell: ,,Theodore von Karmén Anniversary Volume®, str. 293, Pasadena, 1941.
3) W. E. Thibodeau i L. A. Wood: »J. Rescarch. Natl. Bur. Standards®, t. 20, str. 393, 1938.

Y) 4. E. Green: ,Trans. Roy. Soc.* (London), seria A, t. 193, str. 220, 1048; E. Sternberg i M. Sadowsky:
»J. Applied Mechanics® (Trans. A. S, M. E.), t. 16, str. 27, 1949.
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Rozklad naprezeri w tym przypadku jest bardzo prosty i nazywamy go prostym ro..z.’cladc.m.
promieniowymt). Dowolny element C, polozony w odlegloéei r od punktu przylozenia obeig-
ienia poddany jest w kierunku promieniowym prostemu gciskaniu o wielkodci

4

2P cos @
T

0y = [66]
Naprezenie obwodowe oy 1 styczne 7, réwne s zeru. Latwo sprawdzié, ze te wartodci napre-
genia spelniaja réwnania réwnowagi [37] (patrz par. 25).

Warunki brzegowe sa takie spelnione, poniewaz a, 1 7,5 sa rowne zeru wzdluz breegn tar-
czy, ktéry jest wolny od sit zewnetrznych z wyjatkiem punktu przylozenia obciazenia (r=0).

’ . » . - + ’
W punkcie tym o, dazy do nieskoriczonosci. Wypadkowa sit dzialajacych na powierzchnie
walcowa o promieniu 7 (rys. 52b) musi réwnowazy¢ site P. Otrzymuje si¢ to przez zsumowanie
pionowych sktadowych o,r d 0 cos 0§ dzialajacych na kazdy z elementéw r dfl powierzehni wal-
cowej. W ten sposéb znajdujemy

ki1

2
[ cos2 0df =— P
0

.

4P
2] o,cos0 - rdf = —

0 T,

Tl

Aby dowiedé, Ze rozwiazanie [66] jest $cistym rozwiazaniem zagadnienia, nalezy rozwazyé
nadto réwnanie cigglodei odksztalcen [39]. Przytoczone rozwigzanie wynika z funkeji na-
prezen

2 D= — £ rfsinf a]
N 7T

Mozemy to sprawdzié postugujac sie zwiazkami [38]

1 2 19*0 2P cosl
TTY o TRt T w
¥ [66']
%= om0
: 2 (La2)
=" \ree) T

kiére sa zgodne z rozwiazaniem [66]. Przez podstawienie funkeji [a] do réwnania [59] mozemy
latwo pokazad, Ze réwnanie to jest spelnione. Tak wige réwnanie [a] przedstawia poprawna
funkeje naprezeni, rdwnania [66'] — poprawny rozlklad naprezen. - : ‘

Przyjmujac okrag o dowolnej érednicy d, styczny do osi y w punkcie Q, ze srodlklem Po-
tozonym na osi x, mamy w dowolnym punkeie C okregu d cos 6 = r. Natej podstawie, z réw-
nania [66] wynika, ze

2P

gy = — —
’ qd

) . - Spel . . . . ] o8 a,
1) Rozwigzanie tego zagadnienia zostalo otrzymane z rozwiazania tréjwymiarowego zagadnienia Boussinesq

1 : i ie rozwiazania na przypadek
str. 362) przez Flamanta: ,,Compt. rend.”, t. 114, str. 1465, 1892, Paris. Rozszerzenie rozwigzania na prz £
gil)’ nac]l)}ionej pochodzi od Boussinesqa: ,Compt, rend.%, t. 114, str. 1510, 1892. Patz takze Prgct: X fg ﬂ:f;
chella: ,,Proc. London Math. Soc.”, t. 32, str. 35, 1900. Eksperymeut.ahle hafama, ktére daly pggftawq of
wyzszych opracowan teoretycznych przeprowadzit Carus Wilson: ,,Phil. Mag.”, t. 32, str. 481, 1891.
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co oznacza, ze naprezenia we wszystkich punktach okregu maja te sama wartosé — z wyjat-

Wypadkowa ta réwnowazy sile zewnetrzna P, a poniewaz skladowe napreizema 7,1 g5 N2
kiem punktu O, ktdry jest punktem praylozenia obeiazenia.

krawedzi tarczy rownaja sig zeru, to rozwigzanie [66] spelnia réwniez warunki brzegowe.
Fnasac rozwiazania dla pionowyeh i poziomych sif skupionych, moina przez superpozycje
/najae rozwiazania dla p y I y

olrZymaé rozwigzania dla sit nachylonych pod katem do krawedzi. Po rozlozeniu pochylonej

Skladowa normalna i styezng naprezenia w dowolnym punkcie M plaszcayzny mn, po-
fozonej w odleglodei @ od brzegu (rys. 52a), moina obliczyé rozpalrujac proste éciskanie
w kierunku promieniowym:

.

- A Q B
. 2P cos36 2P ﬁ
Go=pio0s? fm — ST 2 st !“l
7T T Ta ! Gt
op 7
1
oy =0,8m20 = — — —sin?6 cos? 6 67 i
> r — B I_GJ’] '”i C
- | |
1 2P sin O cos? 0 2P
Ty =0sinfleosll = — ——n— = — gin @ cos® 60 Rys. 54 Rys. 55
] T r Ta ) lys. y

Na rys. 53 przedstawiony jest graficznie rozklad naprezen o, i 7., Wzdluz poziomej plasz-

sity P na dwie skladowe: pionowg P cosa i pozioma P sing (vys. 55) 1 po wykorzystaniu zwiaz-
CZyZny mit.

kéw [66], naprezenie w kisrunku promieniowym w dowolnym punkeie C wyraza si¢ za po-

i
{
\ mocg réwnania
1

D B, 2
A Uil 5 9 : , a s P
y’ o O O 58 \ o, = —— | Pcosacos 0+ Psina cos | o5+ B | = ==__cens (a+ 0) [68]
ar | 4
1 ;/ e i ! Tak wice zwiazki [66'] mozna wykorzystad przy lazdym kierunku dzialania sity pod warun-
—a ) :
( // N ( l “kiem, ze kat 0 mierzy sie od kierunku sity.
( v 2P N ; o+ ( Funkeje naprezen [2] mozna wykorzystaé i w tym przypadku, gdy na plaski brzeg tarczy dziala moment pary
= = \,{fg_ sit (rys. 50a), Latwo zauwazyé, ie w przypadku, gdy sila rozciagajaca P praylozona jest w punkcie O; w odleglodci a
Q;—-jﬁ AT 2 N (A & 1 od poezatku nkladu wspotrzednych, to funkeje naprezen moina otrzymaé z funkeji @ 01(_"3510170} réwnaniem [a],
X I jedli zamienié zmienne r i 0 na yix, podstawiajac jednoczeénic y - @ zamiast y oraz — P zamiast P. Ta nowa funkeja
™ { w polaczeniu z funkeja wyjéciowa @ pozwala otrzymadé funkcjg naprezen odpowiadajaca dzialaniu dwdch réwnych
~ = 1 ) i ) ) k .
( I . i przeciwnie skierowanych sil, przytozonych w punkeie O 1 O w postaci
’ — D (v, y+a)+D(xy)
x
Rys. 53 ) l Gy a jest bardzo male, funkeja ta dazy do wartosei
| @ - [b]
1 > 3 . 5 s L . : - . . = —a
Naprezenie w punkeie przylozenia obcigzenia jest teoretycznie mieslkoniezone, poniewaz f » L dy
sila o wielkosci skoiiczonej dziala tu na nieskoneczenie mala powierzchnie. W praktyce, w punk- ) ) : o 2y s
. e R . 3 s ol : DI = ! Podstawienie [a] do réwnania [b] i uwzglednienic (patrz par. 25), e
cie przylozenia obciazenia zachodzi zawsze pelne uplastycznienie materialu, a w wyniku tego
Bl w ; ; " : . y i 12 : Al &4 dD cosl
obciazenie rozklada sig na skoticzona powierzchnie, Wyobrazmy sobie, ze ta czeéé materiat, i‘b = Cr‘j sin 0 i? -
. x ’ £ . ¥ er c r
ktéra ulegla odkssztalceniu plastycznemu, zostala wycigta wzdluz powierzehni walcowej . 2
S : i _ o ; pozwala nam znalezé
o malym promieniu r (rys. 52b). Wtedy do pozogtalej czedei tarezy mozna stosowaé réwnania ’ Pa LR ) . [69]
x . ~ 3 — A s0)y= —— (0 -+ sinf cos Rt
teoril sprezystoscl. 1 @, — (8 -+ sinf cos 0) = 0+

Analogiczne rozwiazanie moina otrzymaé dla sily P przylozonej stycznie do prostej kra- /
wedzi tarezy pélnieskoriczonej (rys. 54). Skladowe naprezenia oblicza si¢ w tym przypadku
zn6w z réwnan [66], inaczej tylko mierzy si¢ kat 0. Nalezy go mianowicie mierzyé od kie- |
runku dziatania sily, tak jak to jest pokazane na rysunku. Obliczenie wypadkowej sil
dziatajacych na powierzehni¢ walcows, zaznaczona na rys, 54 linia przerywana, daje

gdzie M jest momentem przylozonej pary sil. "
: . e senicrkowani ¥ Funkej ezen
Rozumujac w ten sam sposoh przekonamy sig, ge przez arozniczkowanie @, otrzymamy funkejg napr Lh- . z
. ) 5 . e o T : bw M v SKiIC
kidra opisuje przypadek dwoch rownyeh i przeciwnie skierowany ch momentéw M umieszezonyeh w

sobie punktach Qi Oy (rys. 56b). Znajdujemy wobec tego, zo

¢ ¢ M
D, =Py — @Jrcq)l—a :—a-C(ﬁl:u?—ﬂcos“B [70]
QP 11 2 1 1 8')” 6},}_ ar
—— | cos?0df=—P | e mpinmy W - T
7T 0 \ Jedli Kierunki momentow ulegaia zmianie, nalezy jedynic zmienié znak funkeji [70].
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i C. R. Wylie: ibid., t. 6, str. A-63, 1939

Szereg funkcji naprezei otrzymanych przez kolejne rézniczkowanie znalazt zastosowanie do rozwiazania za-
gadnienia koncentracji naprezenia, wywolanej polkolistym wycieciem w pélnieskoficzone] larczy, poddanej roz-
cigganiu réwnoleglemu do brzegu'). Maksymalne naprezenie rozciggajace nieco wigeej niz trzykrotnie przewyisza
naprezenia rozciagajace panujace daleko od wycigeia. Bylo takze badane pasmo z polkolistymi wycigciamj.na kaz-
dym bizegu®). Wapblezynnik koncentracji naprezenia (stosunek naprezenia maksymalnego do éredniego w naj-
wezssym miejscu) spada ponizej trzech i dazy do jednodei, gdy wyciecia staja sie wicksze.

C g

T M M
L] T i
|
| ¥ 0 (@)
le— -
x .
Rys. 56

e & odpowiadajgce mu pr 87 i ;
Zmajac rozklad naprezenn moina otrzymaé P ja przemieszezenia postugujac

si¢ jak zwykle zwiazkami [49] do [51]. W przypadku sily normalnej do prostego brzegu (rys.
52) mamy

du 2P cos 0

= e ol

T 9r xlE r

N v 2P cosb

Y] _vﬂb,T_ [<]
du v v

It

Po scalkowaniu pierwszego z tych réwnan znajdujemy

2p °
U= — —cos 0log ¢+ 7 (0) [d]

gdzie f (0) oznacza funlkeje jedynie 6. Po podstawienin w drugi ze zwiazkéw [e] i po scalko-
waniu otrzymaimny

P 2P ’
- Sﬂl@—{—ﬂ—EIUgr sinfl — | £(0)do+4 F(r) [e]
Tutaj F(r) jest funkeja tylko 7. Podstawiajac [d] i [e] do trzeciego z réwnan [c] stwierdzamy, ze
l—nP
f(ﬁ)z—(ing,) ~0sinf+ Asinf+ Bcos; F(r) = Cr [£]

;) F. G. .z“l..’[aunscll.' »Phil. Mag.“ 1. 21, str, 765, 1936.
) C.B. Ling: ,,J. Applied Mechanics® (Trans. A. S. M. E.), t. 14, ste. A-275, 1947; H. Poriisky, I. D. Snively
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gdzie A, Bi C sa stalymi catkowaunia, ktére wyznaczymy z warunkéw utwierdzenia brzegu.
Wyrazenia na przemieszezenia na podstawie [d] 1 [e] maja postaé

2P L-»P,

U == = ;K_E_ cos 0 log T W.TJ:T s'hl - A sin -+ Bcosf
2P 2P . (L—mP
o -~ sin 6+ ﬂ—EIUg rsinf — o 0 cos O - [2]

+wsin 0+ Acosf —Bsinl4 Cr
nE
Zalozmy, 7e utwierdzenic tarczy péinieskoniczone] (rys. 52) nie pozwala na poziome przemiesz-
czenia punkiéw tarczy, lezacych na osi x. Wtedy v =0, gdyz 0 =0, a z drugiego réwnania
[g] wynika, 2¢ A =01 C=0. Przy tych wartodciach stalych calkowania, przemieszczenia
punktéw polozonych na osi x wyrazaja si¢

2P
(1)g—p = — Elog r+ B [h]

W celu wyznaczenia stalej B przyjmijmy, ze punkt polozony na osi x w odlegloéci d od po-

czatln ukladu wspélrzednych nie doznaje przemieszczenia pionowego. Wtedy na podstawie

réwnania [h] znajdujemy

) 2P
7wl

Poniewaz mamy juz wszystkie wartoéel statych calkowania, mozemy z réwnan [g] wyliczyé
przemieszezenia dowolnego punktu péinieskornczonej tarczy.

B—

log d

Rozwazmy na przyklad przemieszczenia punktéw prostego brzegu tarczy. Przemiesz-
czenia poziome otrzymujemy podstawiajac w plerwszym z réwnan [g] 0 = £ 7/2:

(o7 = — (1 ;Z)P . a__(1=9P [71]

(@o=-3 2K

Talk wiec krawedz tarczy po obu stronach poczatku ukladu wspolrzednych doznaje w kazdym
punkeie stalego przemieszczenia (réwnanie [71]) w kierunku poczatku ukladu. Mozemy
przyjaé, e przemieszezenie takie jest fizycznie mozliwe, jesli tylko pamigtamy, ze w okolicy
punktu przylozenia obciaZenia P usuneliémy cze$é materialu ograniczona powierzchnia
walcowa o malym promieniu (rys. 52b), ktérej réwnania teorii sprezystosci nie dotycza.
W rzeczywistodci material ten ulega odksztalceniu plastycznemn i powstaje przemieszezenie
[71] na krawedzi tarczy. Przemieszezenia pionowe hrzegu otrzymuje sig # drugiego z réwnan
[g]. Pamietajac, ze v jest dodatnie, gdy skierowane jest w kierunku wzrostu kata  oraz majac
na uwadze symetriec odksztalcenia wzgledem osi x, znajdujemy, ze skierowane ku dolowi
przemieszezenia pionowe w odleglodel r od poczatku ukdadu wyrazaja si¢ za pomoca réwnania
2P . d 1+ P

e Ot e L

('U)ﬂ:_

W poczatku ukladu réwnanie to daje przemieszezenie nieskoriczenie duze. Aby usunad, te
trudnodé, musimy przyjaé, ze czesé materialu otaczajacego punkt przylozenia sily zostala
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wycieta wadtuz powierzchni cylindryeznej o malym promieniu. W innych punktach brzegn
réwnanie [72] daje skoriczone wartodei przemieszezerl.

34. Dowolne obecigzenie pionowe przylozone na prostej krawedzi tavezy.
Krzywe 0,1 7, 2 poprzedniego paragrafu (rys. 53) moga byé wykorzystane jako linie wply-
wowe. Przyjmiemy, ze krzywe te odpowiadaja naprezeniom wywolanym sila P réwna jed-
nostee obciazenia, np. 1 kG. Wiedy naprezenic o, w dowolnym punkeie H plaszezyzy mn,
wywolane dowolna inna wartodeig sily P, otrzymuje sie przez pomnozenie rzedne] HK przes P.

Jesli na prosty poziomy brzeg 4B dziala kilka sit P, Py, P, ..., to naprezenie na poziomej
plaszezyznie mn otrzymuje sie przez superpozycje naprezen wywolanych przez kazdg z tych
sil oddzicinie. Dla kazdej z nich krzywe o, 1 7, otrzymuje sie przez przesunigcie krzywych

. N ol fre - i A 213 A o3
a9, 1T, wykréglonych dla P, do nowych poczatkéw ukladéw wspéhrzednych Oy, Oy, ... Z tego
wynika, ze na przylkiad naprezenie o, wywolane sila P, w punkcie D plaszezyzny mn, otrzy-

muje sie z pomnozenia rzednej H, K przez Py, W ten sam sposéb naprezenie o, w punkeie D

wywolane sita Py wynosi H, K, - P,. itd. Calkowite naprezenia normalne w punkceie D plasz.

czyzny mn, wywolane dziafaniem sil P, P, P, .... réwne jest sumie

o,=DD,- P+ HK, -P,+ H,K,  Py+...

Dlatego whadnie krzywa o,, pokazana na rys. 53, jest linia wplywowa naprezenia normalnego
o, w punkcie D. W ten sam sposéb stwierdzamy, ze krzywa 7, jest linia wplywowa napre-
zenia stycznego w punkcie D) plaszezyzny mn.

Majqe te krzywe, moina tatwo otrzymad slktadowe naprezenia w punkeie D dla dowolnego
rodzaju pionowego obciazenia przylozonego na bhrzegu tarczy AB.

Jedli na odecinku ss krawedzi dziata, zamiast sit skupionych, réwnomiernie rozlozone ob-
cigzenie ciagle o intensywnoéci g (rys. 53), to wywolane tym obeigzeniem naprezenie normalne
o, w punkcie I) otrzymuje sie mnozac przez ¢ odpowiednia powierzehnie wplywowaq (za-
kreskowana na rys. 53).

Zagadnienie réwnomiernie roztozonego obciazenia mozna rozwigzaé w inny sposoh, po-
stugujge sie funkcja naprezen w postaci

&= Ar20 [a]

gdzie A oznacza pewna staly, Odpowiednie skladowe naprezenia sa

1o@d 1 92
o= TageE —24¢
2@
d (19d
"= \rap) =

Stosujac to rozwiazanic do péhieskoriczone] tarczy, dechodzimy do rozkladu obeiazenia
pokazanego na rys. 57a. Na prosta krawed? tarczy dziala réwnomiernis rozlozone ohciazenie
slyczne o intensywnosci —4 i réwnomiernie roztozone obciazenie normalne o intensyw-
nofci Arw, zmieniajace w sposéh nagly znak w poczatku ukladu wspélrzednych O. Takie
kierunki sit wynikaja z dodatnich zwrotéw skladowych naprezenia dzialajacego na element C.
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Przez praesuniecie peczatku uldadu do O i zmiang znaku funkeji naprezent @, dochodzimy
do rozlkdadu obcigzenia pokazanego na rys. 57b. Po dodanin obu przypadkdéw obcigzenia
(rys. 57a i 57b) otrzymujemy przypadel réwnomiernie rozlozonego obciazenia na odeinku

gﬂ{T;fﬁT_/;E_l_,L,L,l S

T A
AT R

b)

C) s

[ /éél’

\m.—‘

Rys. 57

krawedzi pohieskoriczonej tarczy (rys. 57c). Aby otrzymaé zadang intensywnosé réwnomier-
nie rozlozonego obciazenia g, przyjmujemy
1

Bz

2Am=q; A
a wtedy naprezenie w dowolnym punkeie tarczy oleredli funkcja naprezef!) w postaci

D= A(20 —r,20;) = 2_(;5 (20 — r,20,) lc]

Z réwnan [b] widaé, ze pierwszy skladnik funkeji naprezen [c] prowadzi w kazdym punkcie M tarezy (rys. 58a)
do wszechstronnego réwnomiernego rozeiggania 246 i réwnomiernego czystego Scinania A. Podobnie drugi
skladnik funkeji opisuje réwnomierne éciskanie —246, i czyste $cinanie o wielkosci A. Rownomierne éciskanie

i rozeigganie mozna po prostu dodaé i w wyniku otrzymamy réwnomierne éciskanic
p=240—-2A40,=240—06)= 24« [d]
& oznacza tu kat migdzy promieniami riry.

1) Rozwiazanie to podat J. I, Michell, Proc. London Math. Soe. t. 34, str. 134, 1902.




Przy superpozyeji dwach standw czystego cinania, z ktoryeh pierwszy odpowiada kierunkowi r, a drugi —
kierunkowi ry, posluzymy sie kolem Mohra (rys. 58b), ktére w tym przypadku ma promieh réwny liczbowej
warloéci czystego écinania 4. Przez przyjecie dwu érednic, z ktérych pierwsza DD, jest rownolegla do r, a druga FF,
prostopadla do r, jako osi r i 0, otrzymujemy uklad, w ktérym mozemy przedstawié czyste Scinanie odpowiadajace
kierunkowi r. Promicnie CI'i CF przedstawiaja naprezenia 4 i —A i tworza kat 7z/4 z promieniem r w punkcie M,
odpowiadajacym prostemu $cinaniu, a promieft CD przedstawia naprezenie styczne —A na plaszeayinie mn pro-
stopadlej do r. W przypadku plaszezyzny myn, nachylonej pod katem f wzgledem plaszczyzny mn (rys. 58a),
sktadowe naprezenia opisane sa przez wspohrzedne o i T punktu G polozonego na kole i tworzacego kat GCD
réwny 2f.

Tym samym kolem mozna sie poshizy¢ takze wiedy, gdy rozwazamy skladowe naprezenia spowodowane czy-
stym &cinaniem w kierunku ry (patrz par, 9). Rozwazamy po%«)wuie plaszezyzng myn, 1 zauwdzamy, ze normalna

do niej tworzy kat &—f z kierunkiem r; (rys. 58a), co powo-
2 >

duje, Ze skladowe naprezenia opisane sy wspohzednymi

punktu H lezacego na kole. Majac na uwadze znak czy-
g \ stego $cinania odpowiadajacego kierunkowi r;, musimy
4lo zZ B

zmieni¢ znaki skladowych naprezenia i w ten sposdb do-

chodzimy do punktu H; na naszym kole. Calkowite na-

prezenie ma plaszezyinie myn; okreélone jest wektorem
CK, ktérego skladowe réwnaja sie naprezeniu normalne-
mu — (¢ + oy) istycznemu 73 — 7. Wektor CK ma wielkosé
niezaleina od wartoéei kata [, poniewaz dlugodci jego
skladowych CH; i CG oraz kat miedzy nimi zawarty 7@ — 20
nie zaleza od f. Tak wiec, po dodaniu do siebie dwoch
stanéw czystego Scinania, otrzymaliémy ponownie czyste $cinanie (patrz par. 9).

Gdy 7; — =0, to kat f§ okreéla kierunek jednego z naprezen gléwnych w punkcie M. Z rysunku widaé, ze
T i 7, rbwnaja sie sobie liczbowo jedli 2 f = 2 (¢ — f§), skad otrzymuje si¢ f = ¢;/2. Wynika stad wniosek, ze kierunki
naprezen gléwnych sa dwusiecznymi katéw zawartych miedzy promieniami r i ry. Wielkodei tych naprezen sa
réwne

Rys. 50

+20=12Asin2f=+2A4sinc el
W polaczeniu z réwnomiernym éciskaniem [d] znajdujemy calkowita warto$¢ naprezenia gléwnego w punkcie M

— 24 (¢ +sing); —2A(x—sing) [£]

Poniewaz kat &, oparty na luku dowolnego kola poprowadzonego przez punkty 01 O; jest staly, to i naprezenia
gléwne [f] pozostaja stale na calym okregu tego kola: Na brzegu, kat & migdzy punktami Q1 O, (rys. 58a) rowny jest
7ina podstawie [f] znajdujemy, ze oba naprezenia gtéwne réwnaja sig — 274 = — q. Dla pozostalych czesci brzegu
o réwna sie zeru 1 oba naprezenia gléwne s3 takze réwne zeru.

7 tego wynika, Ze jesli dowolne obciazenie ciagle (rys. 59) uwazaé za zlozone z duzej liczby obciazen o roznej
intensywnodci, dzialajacych na krétkich odcinkach brzegu, to naprezenie poziome o, pod ohciaZeniem elementar-
nym (jak to pokazano na rys, 59) zalezy tylko od niego i

- O =%y = =4 e]
wzdluz calego brzegu.

Kilka innych przypadkéw rozkladu obeiaZenia na prostym brzegu larczy pélnieskoficzonej omawiat S. D. Ca-
rothers') i M. Sadowsky?). Inny spos6b rozwiazania tego zagadnienia omdéwiony bedzie pdzniej (patrz par. 41).

Ugiceia krawedzi tarczy dla dowolnego rozkladu obeiazenia mozna znalezé przy pomocy
zwiazku [72], wyprowadzonego dla przypadku sity skupionej. Jesli g jest intensywnodcia

1) Proc. Roy. Soc. (London), seria A, t. 97, str. 110, 1920.
?) Z. angew. Math. Mech., t. 8, str. 107, 1928.
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pionowego obciazenia (rys. 59), to ugiceie w punl\uc 0 w odlegtodei r od zakreskowanego
elementu obciazenia g dr, wynosi na podstawie wzoru (72]

2q d (L+2)¢q
4 log—dp— — dr
7]°'§= nElDt’ r e wk 1

a ugiecie catkowite w punkeie O wyraza sie calkami

2 Hx CE 1+ P Itx
vy = ;E fx q 1()g T dr — =E fx q dr [h]

W przypadku gdy g=const, znajdujemy

2(] i I A > d - (_l _ﬁﬂ 1
U= _% L(lTﬂ')logﬂ—‘r;\? .L]ngx} | - ql 1]

W ten sam sposéb dla punktu znajdujacego sic pod obcigzeniem (rys. 60) mamy
2g [ d d 1—w )
=y .:_ Ay S I - [
V=% _( x) log = xlog —| ¥yt ()

Réwnanie [h] moze byé wykorzystane réwniez w tym przypadlku, gdy dane jest ugiccie-brzegu,
a poszukujemy rozkladu obciazenia ¢. Przyjmujac na przyklad, ze ugiecie obciazonej czedci

| £
DR—— e
=T JC
A g B
ik / S
4
Rys. 60 Rys. 61

prostego brzegu (rys. 61) jest stale, mozna pokazaé, ze rozklad ciénienia na tym odcinku
opisany jest zwiazkiem!)
P

ala®— a?

. Sila dzialajaca na wierzcholku klina, Przy badaniu naprezenia wo klinie

mozna posiugm aé sie rozkladem naprezenia oméwionym w par. 33, ktory odpowiada prostemu

rozkladowi promieniowemu. Sila przylozona jest do wierzcholka klina i dziala wzdhiz jego
osi symetrii, jak to pokazane jest na rys. 62. Grubo$¢ klina w kierunku prostopadtym do
plaszezyzny xy jest jednostkowa. Warunki wzdtuz brzegéw klina 0 = 4 « wypelnimy przyj-
mujac, ze skladowe naprezenia maja nastgpujace wartosci:

kP cos 0

By =5 =i i og=0; Te=0 [a]
-

) M. Su,dmr).s‘ﬂj-’, loc, cit.
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Obecnie nalezy wyznaczyé  tak, aby byl spelniony warunek réwnowagi w punkcie O. Przy-
réwnujac wypadkowa si dzialajacych na powierzchnie walcowa, zaznaczong na rysunku
linia przerywana, do — P, znajdujemy

L4 2 ¥
o [T gk (L snza) = p

0 7
skad
B i
o+ & sin 20

Na podstawie réwnania [a] mamyl)

Pcos0

= r (a4 % sin 2a)

[73]

Przyjmujac « = /2, dochodzimy do rozwiazania [66], ktére odpowiada oméwionemu juz
rozwiazaniu przypadku tarczy pélnieskoficzonej. Okazuje sie, ze rozklad naprezen normalnych

D
Y 111
(-4
y ~—— o
(-4
el A
\_‘l
72
Yy
x
Rys. 62 Rys. 63

wzdluz dowolnego przekroju mn, prostopadlego do osi klina, nie jest réwnomierny, a stosu-
nek naprezenia normalnego w punkiach m lub n do maksymalnej wartoci naprezenia na
osi klina wynosi cos? .

Jedli sila jest prostopadia do osi klina (rys. 63), to mozna postugiwaé si¢ tym samym roz-
wigzaniem [a], jeSli kat 0 mierzy si¢ od lderunku dziatania sily. Staly mnoénik £ wyznacza
sie z rownania réwnowagi

%-Hz .
f,; o,cosfBrdl =—P
E——a
skad
b 1

o — % sin 2e
a naprezenie osiowe otrzymuje sie w postaci

Pcos @

T e s e T
’ (e — & sin 2e)

[74]

1) Rozwigzanie to podal Michell, loc. cit. Patrz takze 4. Mesnager: ,Ann. ponts et chaussées®, 1901.

Qo

7 Naprezenia normalne i styczne w dowolnym przekroju poprzecznym mn réwnaja sig

- Pyx sin 0 _
ke 33 (@ — % sin 2a) i
B
Px?sint 0 |
Ty =

T (% LsinZa)
W praypa dku matego kata o mozemy przyjac

2 3
20 — sin 20 = %*

Oznaczajac nastepnie przez J moment bezwladnodci przekroju poprzecznego mn na podsta-

3
: t .
oy = — P?L . (gai) sin® 0

) #
Ty = — Lk (lgai) sint 0

wie rownan [b] znajdujemy

Le]

J
Dla malych katéw o mozna przyjmowac, ze czynnik (tgoy/a)®sin® 0 jest bliski jednosci. Wiedy
réwnanie na naprezenie o, pokrywa sig z tym, ktére podaje elementarna teoria zginania
belek. Najwigksze naprezenia styczne wystepuja w. punktach m oraz n i sa dwukrotnie wigk-
sze od tych, ktére otrzymuje sie z teorii elementarnej w érodku prostokatnego przekroju
belki.

Poniewaz dysponujemy rozwiazaniami dwdéch przypadkéw obciazenia, przedstawionymi
na rys. 62 i 63, to tym samym mamy rozwiazanie i dla sily P o dowolnym kierunku w ptasz-
czyfnie xy; wystarczy bowiem rozlozyé te site na dwa wzajemnie prostopadie kierunki i za-
stosowaé zasade superpozycjil). Nalezy zauwazy¢, ze rozwigzania [73] oraz [74] przedstawiaja
rozwigzanie écisle jedynie w tym przypadku, gdy utwierdzony brzeg klina podlega dzialaniu
sit promieniowych, roztozonych zgodnie z naszymi rozwigzaniami. W przeciwnym razie
otrzymane rozwiazania beda stuszne jedynie dla punktéw polozonych w duzych odleglosciach
od utwierdzonego brzegu.

Zagadnienic klina obeiazonego w wierzcholku momentem skupionym M, dzialajacym
w plaszezyznie klina, rozwiazuje si¢ za pomoca funkeji naprezen?)

sin 20 — 26 cos 2
2 (sin 20 — 2e¢ cos 2;)

b =M [d]

gdzie kat 6 mierzy sie zgodnie z rys. 62, a przylozony moment M ma zwrot przeciwny ruchowi

wskazéwek zegara. NapreZenia maja postaé

o 'é%in 20; op=0
 2(sin 20 — 22 cos 2a) 1 ’ ?

o, =

[e]

M 2
= — 20 — cos 2a
=5 (sin 2a — 2« cos 2a) r* Ao wB ]

1) Kilka przykladéw rozkladu naprezenia w klinach omdwit Akira Miura w pracy: ,,Sp_a.nnungslfruven .in rech-
teckigen und keilfsrmigen Trigern®, Berlin 1928. Przypadki sit przylozonych poza :a:qerzcholklem klina oraz
tarezy, z ktorej zostat wyciety klin, byly rozwaiane przez J. H. A. Brahtza: ,,Physics”, t. 4, str. 56, 1953 oraz
przez W. M. Shepherda: ,Proc. Roy. Soc. (London), seria A, t. 148, str. 284, 1935.

%) C. E. Inglis: ,Trans. Inst. Nav. Arch.” (London), 1922, t. 64,
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36. Dzialanie sily skupionej ma belke. Zagadnienie rozkladu naprezenn w helce
poddane]j dzialaniu sily skupionej ma bardzo duze znaczenie praktyczne. Poprzednio (par.
22) pokazalidmy, ze w belkach o waskim przekroju prostokatnym, poddanym dzataniu
obciazenia ciaglego, dostalecznie dokladny rozklad naprezenia daje elementarna teoria zgi-
nania, Jednakze w poblizu punktu przylozenia sily skupionej nalezy oczekiwaé znacznych

zaburzen lokalnych w rozkladzie naprezenia i dlatego
jest konieczne dodatkowe zbadanie tego problemu.

A Pierwsze badania podwigcone wspomnianym napreze-
il - | C . 3 rooe
—x niom lokalnym przeprowadzil na drodze doswiadezal-
7] nej Carus Wilsonl)) Poslugiwal sie on prostokaing
@ o bella szklana opartg na dwu podporach (rys. 64) i uzy-
Y wal éwiatla spolaryzowanego (patrz par. 42), co pozwo-
Rys. 04 lifo mu pokazaé, ze w punkeie A, polozonym w Srodku

belki, gdzie przylozone jest obeiazenie, rozklad
naprezenia zblizony jest do rozkladu, ktéry wywoluje dziafanic sily skupionej w tar-
czy polnieskoniczonej. Wazdluz przekroju 4D naprezenie normalne o, nie podlega
prawu liniowemu, a naprezenie przy rozeiaganiu w punkcie D, lezacym naprzeciw punkiu
A, jest mniejsze niz nalezaloby si¢ z elementarnej teorii zginania belek spodziewa¢. Wyniki
te zostaly wyjasnione przez G. G. Stokesa®) w oparciu o pewne zalozenia empiryczne. Ukfad
przedstawiony na rys. 64 mozna otrzymaé preez superpozycje dwéch ukladéw z rys. 65.

g

b)

“ o

n N

\D \

A A
L 2
2 I |2

| ’ y; |
¥

Rys. 65

Promicniowe naprezenia $ciskajace, dzialajace na praekroju mn, np ovaz pq tarczy péhieskon-
czonej (rys. 65a) sa zréwnowazone przez rdwne im promieniowe naprezenia rozciggajace,
dzialajace na brzegi prostokatnej belki, opartej w punktach n 1 p (rys. 65b). Aby olrzymaé
przypadek rozwazony przez Stokesa, nalezy na stan naprezenia wotej belce nalozyé stan

uaprezenia panujacy w pdlnieskoriczonej tarczy.

1 Loc. cit.
?) [Filson, loc. cit., G. G. Stokes: ,Mathematical and Physical Papers®, t. 5, str, 238,
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Przy okredlaniu naprezenn w belece posluzymy si¢ elementarnym réwnaniem zginania
helek. Moment zginajacy w przekroju &rodkowyin belki 4D réwna sig réznicy momentu
reakeji podporowej PJ2 oraz momentéw wszystkich sit rozciagajacych, przylozonych do
jednej polowy belki. Ostatni z momentdw fatwo obliczyé, jesh si¢ zauwazy, ze promieniowy
rozklad sit rozciggajacych jest statycznie réwnowazny rozkladowi cidnienia na éwiartke ab
powierzehni walcowej abe wpunkeie 4 (rys. 65¢) lub, zgodnie z réwnaniem [60], réwnowazny
jest sile poziome; Pz i sile pionowej P2, przylozonym w punkcic A (rys. 65d). Wtedy mo-
ment zginajacy, czyli moment wzgledem punktu O, réwna sie

5 l—;c

a odpowiednie napreZenia pochodzace od zginania wynosza')

’_P l e ,_E i_i ’
=T\ ) T2 \2  w)’

Do tych naprezen (wywolanych zginaniem) naleizy dodaé réwnomiernie rozlozone naprezenie
rozciagajace PJ2me, wywolane sila rozciagajaca Pjm. Rozklad naprezen normalnych wzdluz
przekroju AD, otrzymany na podstawie przeprowadzonych elementarnych rozwazai, okre-

glony jest réwnaniem

P11 = P
“zzﬁ'fn)f+55
Wynik ten pokrywa sie z réwnaniem podanym przez Stokesa. i
Lepsze przyblizenic uzyskaé mozna jedli si¢ zauwazy, ze na dolny brzeg belki dziala oh-
ciazenie ciagle (rys. 65b) i uwzgledni sie réwnania [36']. Intensywnosé obcigzenia w punlke-
cie D, zgodnie z réwnaniem [66], wynosi Plmc. Podstawiamy t¢ warlodé do [36'] 1 dodajemy

napreenie o, otrzymane wyzej, uzyskujac w ten sposéb drugie przyblizenie

(1 o\ P P(p 37
%=\ T 7)Y T 2 me \ 24 10 ¢

2 P [ 3y 3 )

[a]

o, = —— =
Y 2me T me \ de 4¢3

Aby otrzymaé calkowite naprezenie wzdluz przekroju AD, trzeba do naprezen [a] dodaé

naprezenia

apr

- b
2t bl

gi—=0; gp= —

odpowiadajace tarczy pdélnieskonczonej.
Poréwnanie z podanym nizej dokladniejszym rozwiazaniem (patrz tablica w niniejszym
paragrafie) pokazuje, ze zwiazki [a] i [b] podaja naprezenia z hardzo duza dokladnoscia we

1) Przyjmujemy podobnie jak poprzednio, ze sita P odnosi sie do jednostki grubosei tarezy.
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wszystkich punktach z wyjatkiem punkiu D na dolnej krawedzi belki, gdzie poprawka do- I

i
zwyklego réwnania zginania belek wynosi f
3P P 1.2 2
e T | Bowe 0°254:-c-

podezas gdy dokladniejsze rozwigzanie podaje jedynie — 0,133 (Pfc).

Pierwszym, kiéry usitowal znalezé Sciélejsze rezwiazanie tego zagadnienia byt J. Boussi-
nesql). Wykorzystal on rozwigzanie Flamanta (patrz par. 33) dla tarczy péinieskoniczonej.
’ W celu zlikwidowania naprezenn na brzegu np (vys. 65a)

-] E}e=
T Boussinesq dodal uklad réwnych i przeciwnie skierowanych
M niaprezen i ponownie zastosowal rozwigzanie Flamanta, lralk-
tujac belke jako tarcz 6Inieskonczona, rozciagajaca si
S P ga)acd
A e . onad linia np. Ten dodatkowy uklad wprowadza dodatko-
2 [ p
o £ we naprezenia na powierzchni belki, ktére moina ponownie
y zredukowaé za pomoca rozwiazania Flamanta itd. Proces ten

Rys. 66 jest jednak bardzo wolnozbieiny i nie prowadzi do zadowa-
lajacego wyniku.

Rozwigzanie zagadnienia za pomoca szeregéw trygonometrycznych otrzymal L. N. G. Fi-
lon2). Zastosowat on to rozwiazanie do przypadku sit skupionych i wykonal obliczenia dla pew-
nych przypadkéw szezegélowych (patrz par. 23); obliczenia te wykazuja dobrg zgodnosé
z pézniejszymi badaniami.

Dalszego postepu w rozwiazaniu tego zagadnienia dokonal H. Lamb?®). Rozwazajac nie-
skoniczona belke obeigzong w réwnych odstepach réwnymi sitami skupionymi, dzialajacymi
na przemian w dot i w gére, Lamb uprodeil rozwigzanie zagadnienia plaskiego 1 otrzymal
dla pewnych przypadkéw wyrazenia na linie ugiceia. W ten sposéb okazalo sig, Ze elemen-
tarna teoria zginania Bernoulli-Eulera jest wystarczajaco dokladna, jedli tylko wysokosé
belki jest mala w poréwnaniu z jej dhugoécia. Opréez tego stwierdzono, ze poprawka uwzgled-
niajaca dzialanie sily poprzecznej uzyskana z elementarnej teorii Rankina i Grashofa (patrz
par. 21) jest nieco zawyzona i nalezy ja zmniejszy¢ do okolo 0,75 jej wartoéci?).

Bardziej szezegblowe badania rozkladu naprezenia i kizywizny w okoliey punktu przyloZenia obciazenia sku-
pionego praeprowadzit 1. v, Kdrmdn®) i F. Seewalds). Kdrmdn rozwaza nieskonczenie diuga belke 1 wykorzystuje
rozwigzanie dla pénieskoficzonej tarczy obcigionej dwoma réwnymi i przeciwnie skierowanymi momentami,
dzialajacymi w dwéch sasiednich punktach na jej prostym brzegu (rys. 56b). Naprezenia na dolnej krawedzi
belki, ktére wynikaja z tego przyjecia, mozna zredukowaé pizez zastosowanie rozwigzania w postaci szeregu try-
gonometrycznego (patz par. 23), ktére w przypadku nieskoficzenie diugiej belki przeksztalea si¢ w catke Fouriera.
W ten sposéh Kdrmdn dochodzi do nastepujacej funkeji naprezen

D

cos o dor -+

_Ma f"" (¢ cosh ac + sinh @c) cosh ey — sinh eesinh ey - ey

o4 0 sinh 2ec - 2we

[l

— cos &x de

Ma f°° (e sinh eee + cosh eec) sinh ey — cosh ac cosh ay - ery
7 0 sinh 2o¢ — 20i¢
1) Compt. rend., t. 114, str. 1510, 1892,
2) L. N. G. Filon: ,,Trans. Roy. Soc.“ (London), seria A, t. 201, str. 63, 1903.
3 H. Lamb: Atti. IV Congr. Intern. Matemat., t. 3, str. 12, Roma, 1909.
%) Do tego samego wniosku dochodzi w swojej pracy (loc. cit.) Filon.
8) ,,Abhandl. aerodynam. Inst., Tech. Hochschule®, Aachen, t. 7, 1927.

1N

Funkeja ta daje rozklad naprezen w belce, w ktorej wykres momentdéw zginajacych przedstawia sig w postaci
bardzo waskiego prostokata (rys. 66). W przypadku najogélniejszego obciazenia gérnej krawedzi belki sitami
pionowymi odpowiedni wykres momentow zginajacych mo#na podzieli¢ na elementarne prostokaty?) takie, jak
na rys. 66. Odpowiednia funkeje naprezefi znajdziemy ealkujac wyrazenie [¢] wzdiuz dlugodei belki,
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Rys. 67

Taka metode rozwiazania zastosowal Seewald do przypadku belki obciazone] sila skupiona P (rys. 64). Pokazal
on, e naprezenie o, mozna rozlosyé na dwie czeéei: jedna, kiéra wynika ze zwyklych réwnan elementarnych dla

1) Pizypadek obcigzenia skupionego, przylozonego w powierzehni érodkowej belki, byl rozwazany przez
R. C. J. Howlanda: ,Proc. Roy. Soc.® (London), t. 124, str. 89, 1929 (patrz ponizej par. 38).
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zginania belek, i druga, kiéra ohejmuje naprezenia lokalne w poblizn punktu przylozenia obeiazenia. T ostatnij l,|

czeéé, oznaczony przez o), mozna przedstawié w postaci B (P[e), przy czym fi stanowi wspélezynnik licshowy zalezny
od polozenia punktu, dla ktérego liczy sie naprezenia lokalne, Wartosci tego wepolezynnika podane sa na wykre-
sach rys. 67. Dwie pozostale skladowe 0, 013z T, maprezenia mozna réwniez przedstawic w postaci f (Pfe). Odpo-
wiednie wartoéci wspélezynnika § podane sg na wykresach rys, 68 1 69. Z wykreséw tych wynika, Ze naprezenia
a vz S
) s
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Rys. 68

lokalne maleja bardzo szybko wraz ze wazrostem odleglosci od punktu przylozenia obciazenia i w odlegloéei réwnej
wysokosci belki moga byé zwykle pomijane. Znalezione za pomoca wspolezynnika f# dla x = 0 wartoéci naprezent
lokalnych w pigeiu punktach przckroju AD, tj. na linii dzialania sily (rys. 64), podane sa ponizej tabelarycznie.
Dla poréwnania podano takze wartodci naprezen lokalnych?), otrzymanych w tym paragrafie z réwnan [a] i [b].
Jak widzimy, réwnania te okreslaja wartoéci naprezen lokalnych z dostateczng dokladnogeis.

TABLICA WSPOLCZYNNIKOW g DLA SRODKA

| ¢ ¢

2 )

ROZWIAZANIE DOKLADNE

o/= e 0,428 0,121 —0,136 —0,133
G = o0 —1,23 —0,456 —0,145 0

ROZWIAZANIE PRZYBLIZONE

o/= 0,573 0,426 0,159 —0,108 —0,255
oy = o0 —1,22 —0,477 —0,155 i 0

1) Tzn. naprezen, kidre nalezy dodaé do naprezen otrzymanych z elementarnych réwnaf dla zginania.
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Rys. 69

Znajac naprezenia mozemy juz bez trudu okreglié krzywizne i ugiecie belki. Obliczenia te pokazuja, ze krzy-

wizne linii ugiecia mozna takie podzieli¢ na dwie czesei. Jedna z nich wynika z elementarnej teorii zginania belek,

a druga przedstawia lokalny wplyw obciazenia skupionego P. Ta dodatkowa krzywizna linii érodkowej moze by¢
g )

przedstawiona za pomoca réwnania

! 1 7 [d]

=
r Ec?
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w ktorym ¢ jest wspélezynnikiem liczbowym zmieniajgeym sig¢ wzdluz dlugosei belki. Kilka wartoéci tego wspol-
czynnika podano na wykresie rys. 70. Z wykresu tego wynika, Ze w przekrojach poprzecznych, odleglych od linii
dziatania sily o wigeej niz polowe wysokoéci belki, dodatkowa krzywizng mozna pomingé.

I £
r %ge
oy ~& 8
sl ¥ 8 &
S 36 5
= - 3] o i O
30 25 20 15 10 05 05 10 15 20 25 30

Rys. 70

W wyniku tego zjawiska o charakterze lokalnym mozna uwazaé, ze dwie galezie linii ugigeia AB i AC (rys. T1)

przecinaja si¢ pod katem
Pl 3 3 3v
= [e]

a odpowiednie ugigeie w Srodku wynosi

vyl Pl{3 3 3
b=~ \ie 0 & [
4 4de \AG 10E 4E

Od tego ugiceia nalezy odja¢ dalsza mala poprawke d; w celu zlikwidowania naglej zmiany kata nachylenia linii
w punkcie A. Wielkos¢ jej obliczyl Seewald; wynosi ona

i
2=0’21f
. of 4
' ) 2
H-C-b-q-c—rl
Cy
¥l
\o"‘\ . [ = &,
27 A f
Rys. 71

Ozmaczajac obeenie przez ¢, ugieeie otrzymane na podstawie teorii elementarnsj, znajdujemy calkowite ugiecie

pod obhcigzeniem

§=bo 8, =0, 4G 10E 4E

PP Pl (i 3 v ) 7
E

B, LI i —02T
48E] = 4c El [75]
Przyjmujac v = 0,3, otrzymujemy
PR 2¢\? 2¢\?
d= 142,85(=) —084|— 75/
48E] [ i l 1 751
Elementarna teoria Rankine’a-Grashofa (patrz par. 21) daje w tym przypadku wartodé

PR Ze
d=—— L
S [1+3,90( : ) ]

Okazuje sie, ze réwnanie [g] daje zawysona wartoéé poprawki na dzialanie sit poprzecznych. Wszystkie praytoczone
réwnania nie uwzglednialy ugigé wywolanych lokalnym odksztateeniem w poblizu punktéw podparcia.

37. Naprezenia w tarezy kolowej. Zacznijmy od prostego przypadku dwach réw-
nych i przeciwnie skierowanych sil P, dziatajacych wzdluz érednicy AB (rys. 72). Przyjmujac,
#¢ kazda z tych sil wywoluje prosly promieniowy stan naprezenia (réwnanie [66]), mozemy
obliczyé, jakie sily nalezy przylozyé na obwodzie tarczy, aby utrzymaé taki stan naprezeuia.
W kazdym punkcie M na obwodzie tarczy powstaja naprezenia éciskajace skierowane wzdtuz

i . . 2P cosl 2P cosB, ") S 43
rir iréwne odpowiednio — —— oraz — - ./ Poniewaz r i r; sa do siebie pro-
w - T

stopadle oraz

r 1 d

cos cosf; 1

= [a]
(d jest $rednicg tarczy), mozemy stwierdzié, ze oba naprezenia gléwne w punkcie M sa sobie
réwne, dzialaja $ciskajaco i maja wartoscl 2PJnud. 7 tego wynika, ze na kazda plaszezyzne prze-
chodzaca przez punkt M i prostopadly do plaszezyzny P
tarczy dziata takie samo naprezenie Sciskajace oraz, ze

L4

niowych rozldadéw mnaprezenia, trzeba mna calym A4 (3
olwodzie tarczy przytozyé naprezenia Sciskajace o stalej d
intensywhnosci 2P/md. cl N D |
naprezenia w kazdym punkcie tarczy otrzymujemy do- o
dajac do siebie stan réwnomiernego rozciagania w pla-
szezygnie tarczy o wielkosel 2P[nd oraz oméwione
wazmy naprezenia na przekroju poprowadzonym ¥
wzdtuz poziomej érednicy w punkeie N. Ze wzgledu Rys. 72
na symelri¢ mozna stwierdzié, ze wzdluz tego prze-

aby zachowaé przyjety uklad dwéch prostych promie-
Jedli brzeg tarczy jest wolny od sil zewnetrznych, to
1
B/
wyzej dwa proste promieniowe stany naprezenia. Roz- £
kroju nie ma naprezen stycznych. Naprezenie normalne, wywolane przez dwa stany pro-

e 7

mieniowych naprezen Sciskajacych, wynosi

gz‘ﬁcusﬂ_

7T T

cos2 0

gdzie r jest odlegloéeia AN, a 0 — katem miedzy kierunkiem AN i érednica pionowa. Doda-

“jac do tych standw naprezeil stan réwnomiernego rozeiggania 2P/nd, otrzymujemy catkowite

naprezenie w punkcie N poziomej plaszezyzny w postaci

4P cos? 2P
g ,_l_ -

O, =
. 7T T md

lub wykorzystujac fakt, ze
: d

gosi) =r—eee———
Va1 dn®

1) Przyjmuje sig, ze P jest sita przypadajaca na jednostke grubodei tarezy.




znajdujemy
g, = 2£ . . 4d* '_7 l}
7 ad | (d? -+ Ax?)? b

Maksvmalne napresenie éciskajace wzdluz érednicy CD wystepuje w érodku tarczy, gdzie
3 ] 2 Y, &

osigga wartosé

6P
gy = — E
Na koricach érednicy naprezenie éciskajace o, znika.

Obecnie rozwazymy przypadel dwéch réwnych i przeciwnie glderowanych sit P, dziala-
jacych wzdluz cieciwy 4B (rys. 73). Przyjmujac ponownie istnienie dwéch prostych rozkla-
déw promieniowych rozchodzacych sig od punkiéw A i B, otrzymamy napreZenie
w plaszezyinic stycznej do obwodu tarczy w punkcie M przez superpozycje tych dwéch

o5 B . , . 2P cosf 2P coslly

naprezent $ciskajacych o wielkosei — oraz — ———
T T Ty

w kierunku 7 i ry. Normalna MN do stycznej w punkeie M jest érednica tarczy. Z tego wy-

I dzialajacych odpowiednio

2

M
\\—4
T \r

ki
\926’—,,/
W
N

Rys. 73 Rys. 74

nika, ze trojkaty MAN oraz MBN sa prostokatne, a katy, ktore normalna MO tworzy z r
oraz 1y, téwnaja sie odpowiednio 72 — 0, oraz 71/2 — 6. Naprezenia normalne i styczne, dziata-

jace na element obwodu tarczy w punkcie M, sa rowne

2P cos 7 2P cosf 7T

o= — cos?| = — 0 e T Lt - — ) =
T T 2 7 ry 2
2P [ cos0&in®f, cos ), sin*0

e + - [c]

7 r Fq
2P [cos@ . cosl, .

s sin 0 cos 0 — L gin0cos 0
7T r Iy

Réwnania te mozna uproécié, jesli sie zauwazy, ze z rozwazania tréjkatéw MAN i MBN wy-
nikaja zaleznoéci

r=dsinfy; r,=dsinb

Podstawiajac je do réwnan [c] znajdujemy:

&

ad

0= — sin(0+0); 7=0 [d]
7 rys. 713 moina stwierdzié, ze sin (A + 0,) pozostaja wiclkoscia staly wazdluz calego brzegu.
Tak wiec, aby zachowaé przyjety promicniowy rozllad naprezenia, nalezy na calym brzegu
przylozy¢ réwnomiernie roztozone sily éciskajace o wielkodei 2P[md sin (0 - 6,). Aby otrzymaé
rozwiazanie odpowiadajace tarezy ze swobodnym brzegiem, nalezy jedynie dodaé¢ do dwadch
oméwionych 1‘)1‘01111311i0wych standw naprezen stan réwnomiernego rozeiggania o intensyw-

nosei 2P/md sin (0+ 0y).

Zagadnienic rozkltadu naprezen w tarczy kolowej mozna rozwigzad w ogolniejszym przypadku, kiedy na brzeg?)
tarczy dziala dowoelny samozréwnowazony uklad sil. Zalézmy, e jedna z Lych sil przylozona jest w punkeie 4
i dziata w kierunku cigeiwy AB (rys. 74). Przyjmujac ponownie prosty promieniowy rozklad naprezenia, olrzymu-
jemy w punkeie M proste promieniowe Sciskanie'o wielkosei (2P/7) cos Oyfry i kierunku AM. Jako poczatek
biegunowego ukladu wspélrzednych przyjmiemy obeenie érodek tarczy O,a kat 6 hedziemy micrzy¢ w kierunku
pokazanym na rysunku. Wtedy skladowe normalna i styczna naprezenia dzialajacego na element styczny do brzegu
w punkeie M mozna latwo znalezé biorge pod uwage fakt, ze kat miedzy normalng MO do tego elementu i kie-
runkiem éciskania r; jest réwny /2 — 8, Wtedy

2P 7}
T sin® 6,
™ Ty
- e
2P costy [e]
To=—————"sinl,cos 0,
A
Poniewas 7 trojkata AMN wynika, e r; = d sin 0,, to zwiazki [e] moZna napisaé w postaci
P B
or = — ——sin (0, + 0,) — — sin (6, — 0
= sin (0,4 09— 7 sin (6, — )
[£]

P i
Tr6=———cos (0, + 03)— — cos (0, — 6,)
aud nd
Naprezenia te, dzialajace na element styczny do brzegu w punkcie M, mozna otrzymaé przez superpozycje naste-
pujacych trzech standw mnaprezen:
1) naprezenia normalnego, roztozonego réwnomiernie wzdluz brzegu

T

P
— sin (6, + 0y [e]
2) naprezenia stycanego, rozlozonego réwnomiernie wzdluz brzegu

1; cos (0, + 6,) [h]

T

3) naprezenia, ktorego skladowe normalna i styczna maja wartosei:

P 2
sin (B,— 0;) oraz — — cos (0, — 04) [k]
7id sudd

. Uwzgledniajac, ze kat miedzy sila £ 1 styczna w punkeie M réwna sig 6,—0, mozemy stwierdzi¢, ze naprezenie

[k] ma warto$¢ Pfad i ma zwrot przeciwny do zwrotu sily I

i

1) Rozwazaue w tym paragrafie zagadnienia rozwiaaywali: (. Hertz Z. Math. Physik, t. 28, 1883 lub ,,Gesam-
melte Werke®, t. 1, str. 283, oraz J. II. Michell, Proc. London Math. Soc., t. 32, str. 44, 19001 t. 34, str. 134,
1901. Zagadnienie odpowiadajace rys. 72, gdy tarcua zastapiona jest prostokatem, rozwazal J. V. Goodier, Trans.
A, S. M. T, t. 54, str. 173, 1932 2z uwzglednieniem wplywéw rozkladu obeiazenia na matych odeinkach brzegu.
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Przyjmiemy obecnie, Ze istnieje kilka sil, ktére dzialaja na brzeg tarczy i kazda z nich wywoluje prosty pro-
mieniowy rozklad naprezenia. Sily, ktore nalezy przylozyé do bizegu tarczy, aby zachowaé ten stan napreienia,
powinny skladaé sig z: :

1) sily normalnej, rozlozonej réwnomiernie wzdluz brzegu, o intensywnosci

P,
— Z Esm (0, + 05) m

2) sil stycznych o intensywnosci

— Z £ cos (; + 0s) [m]
7d

3) sil, ktérych intensywnoéé i kierunek otrzymuje sie z wektorowego dodania wyrazen [k]. Sumowanie musi
obejmowaé wszystkie sily dzialajace na brzeg.
Moment wszystkich sil zewnetrznych. wzgledem punktu O, zgodnie z rys. 74, réwna sie

Z Peos (0, +6;)d

;2

Poniewaz moment ten musi réwnaé sig zeru, jeéli uklad sil jest w rownowadze, to sily styczne [m] réwnajq sig zeru.
Sila otrzymana przez sumowanie naprezen [k], proporcjonalna do sumy wektorowej sil zewngtrznych, jest takze
roéwna zeru, jeéli uldad znajduje sie w réwnowadze. Tak wige, aby zachowaé prosty
promieniowy rozklad naprezenia, nalezy jedynie przylozyé do brzegu tarczy réw-
nomierne éciskanie [1]. Jesli brzeg jest wolny od réwnemiernego Sciskania, to
naprezenie w dowolnym punkcie tarczy otrzymuje sie przez superpozycjg réwno-

miernego rozeiagania o wielkoéci

P,
Z - sin (6, - 6,)

i prostych rozkladéw promieniowych.

Za pomoca podanej metody ogélnej mozna latwo rozwiazaé takze i inne za-
gadnienia rozkladéw naprezenia w tarczach kolowych?). Mozemy np. wybraé pray-
padek dzialania na tarcze momentu pary sil (xys. 75), zréwnowazonego momentem
praylozenym w érodku tarczy. Przyjmujac dwa jednakowe rozklady promieniowe
naprezefi w punktach A i B, widzimy, ze w tym przypadku sily [1] i suma naprezen
[k] réwnaja sie zeru i na to, aby zachowaé prosty promieniowy rozklad naprezen,
wystarezy do brzegu tarczy przylozyé jedynie sily styczne [m]. Intensywnosé tych

sit, jak wynika z [m], powinna byé réwna
2M,

d?

[n]

£ P
RYS. 75 _ 2_— o (61 md 62) =
nd

gdzie M, oznacza moment pary sil. Aby otrzymaé brzeg swobodny od sil stycanych i przenicéé moment pary sil P
z ohwodu tarczy do jej érodka, wystarezy dodaé do prostych promieniowych rozkladéw naprezen stan naprezenia
odpowiadajacy przypadkowi pokazanemu na rys. 75h. Stan ten wywolany jest czystym fcinaniem na brzegu i mozna
go latwo wyznaczy¢, jeéli sie zauwaiy, ze dla kaizdego wspolérodkowego kola o promienin r naprezenia styczne
musza daé moment M, Tak wige i

[p]

2 =M, b
2m?=M,; Tp=—r
0 T g
Naprezenia te mozna latwo réwniez wyznaczyé z zaleinoéei ogélnych [38], jesli funkcje naprezen przyjmie sie
w postaci
Mp
) e i [al

2n

1) Kilka interesujacych przykladéw oméwit J. H. Michell, loc. cit.

skad wynika, Ze
M,

o, =0p=0; Tg= 2
JTr

38. Sila przylozoma w punkcie tarczy nieograniczonej. Jedli sila P dziala w pla-
szezyznie érodkowejj:tarczy nieograniczonej (rys. 76a), to rozklad naprezenia mozna latwo
otrzymaé przez superpozycje oméwionych
poprzednio ukladéw. Nie mozemy jednakze
olrzymaé rozwiazania na drodze prostego do-
dawania dwdch rozwiazan dla pélnieskoriczo-
nych tarcz, pokazanych na rys. 76b i c. Cho-
claz przemieszezenia pionowe sa w obu przy-
padkach jednakowe, to jednak przemieszezenia
poziome wzduz prostych brzegéw sa réine.
W przypadku przedstawionym na rys. 76b
przemieszczenie to skierowane jest od punkiu
0, a w przypadku z rys. 76c -- przeciwnie.
W obu przypadkach wartoéci tych przemie-
szczen rownaja si¢ wedlug réwnania [71]

141"
4FE

P [a]

Te réznice w przemieszczeniach poziomych

mozna usunaé przez dodanie do obciazen,
przedstawionych na rys. 76b i ¢, rozwigzan od- Rys. 76
powiadajacych przypadkom pokazanym na ‘
rys. 76d 1 e, w ktdrych wzdhuz prostoliniowych brzegéw dzialaja sily styczne. Przemieszczenia
odpowiadajace tym dwém ostatnim przypadkom mozna otrzymaé z rozwazonego przez nas

‘zagadnienia zginania preta zakrzywionego, pokazanego na rys. 46. Prayjmujac, ze promien

wewnetrzny tego preta dazy do zera, a promien zewnetrzny — do nieskonczonosei, otrzymamy
przypadek péinieskonczone] tarczy. Przemieszczenie wzdluz prostoliniowego brzegu tej tar-
czy, w kicrunku sily stycznej dziatajacej na brzeg na podstawie réwnania [61] réwna si¢

D
3 (b]

Stala calkowania D musi by¢ tak dobrana, aby suma przemieszczeri okreslonych przez [a]
i [b] réwnata sie zeru. Tak wiec

Dr  1=w 1—w
oA =gt ]
Takie przyjecie daje w wyniku nalozenia na siebie przypadkéw, przedstawionych na rys.
76b, ¢, d i e, tarcze nieskoriczona, obciazona w punkeie (rys. 76a).
Rozktad naprezen w tarczy mozna latwo otrzymaé droga dodania naprezeft w tarczy pél-
nieskonczonej, wywotanych dzialaniem sily normalnej 0,5P na jej prostoliniowym brzegu
(por. par. 33), na naprezenia w zakrzywionym precie, zawierajace stala catkowania D. Uwzgled-



niajac réznice w sposobie mierzenia kata 6 w przykladach podanyeh na rys. 461 76 1 wyko-
rzystujac rownanie [6()], oh‘zy]nujelny uap]‘qieniu w Zakrzyxdonym prfgcie, przy czym ]ca’[ 7}

mierzony jest zgodnie z rys. 76.

. Dcosfl 1—» PcosB
o, =—= —
r 4o r

Decosf 1 —w Pceosl
gg= —— =—————
T 47 I

B Dsinfh  1—vw Psin_{)

s 4t r

Dodajac do nich naprezenia [66] dla sily P[2, otrzymamy nastepujacy rozklad naprezen
w nieskonczonej farczy:

_1—y Pcosh cosfl  (3+9) Peos 6

. dar r 7er A7 r
1—» Pcost
= il i 76
B 47z 7 [76]
M=y Psin@’
T = r

W punkeie O tarczy (rys. 76a) wycinamy teraz maty element ograniczony powierzchnia wal-
cowa o promieniu 71 rzutujemy sity, dzialajace na t¢ powierzchnig, na osie x i y. W wyniku

olrzymujemy:
X= 2fz(a,c05 § —1,4sin0)rdd =P
Y=2 JE (o, sin 0 + 7,4 cos B)rdf =0

Znaczy to, ze sily dzalajace na powierzchni cylindrycznej odpowiadaja sile P przylozone]
w punkeie 0. Za pomocy rownan [13] skladowe naprezenia we wspéhrzednych kartezjatiskich

przyjma, na podstawie réwnan [76], nastepujace wartoSci:

. P ocosb 34 9)+ 2(1+ ») sin20]
=" [— @3+
g v
P cos0 : o
O‘yi_—acor '[1—1)—2(]_+'V)51nzg] “[]
P =inf_ . 5
Tay = — _475 " ‘l]. — v+ 2 (]. - '11) cos” 0]

Stosujac zasade superpozycji mozna za pomoca rozwiazania [77] otrzymaé rozwiazanie
odpowiadajace innym rodzajom obeigZenia. Zajmiemy si¢ np. przypadkiem polkazanym nra
rys. 77, w kiérym na tarcze dzialajg dwie réwne i przeciwnie skierowane sily przylozone
w bliskich sobie punktach 010y, odleglych o d. Naprezenia w dowolnym punkcie M otrzy-

muje si¢ droga superpozycji naprezen wywolanych dzialaniem sily w punkeie O,z napreze-

niami wywolanymi dzialaniem sily wpunkcie O;. Rozwazmy element powierzchni w punlkcie M,
prostopadly do osi x i oznaczmy przez o, naprezenie normalne dzialajace na ten element
pod m_'p}ywem sity przylozonej w punkecie 0. Wtedy naprezenie normalne o', dzialajace na
element pod wplywem obu sil pokazanych na rysunku, wynosi

Al o a . :
o do do doy s
Ux’=ﬂ'x_(6x+ xd)=-—-d— x'__?__d( xCOSO* x 1118

dx x ar a0 r

Tak wiec skladowe naprezenia w przypadku przedstawionym na rys. 77 olrzymuje sie z row-
naii [77] przez réimiczkowanie. W ten sposéb znajdujemy:

dP

U= W[ —(3+v) cos? 0+ (1 — ») sin? 04 8 (L + ) sin? 6 cos? 0]
aF i 24 (1-+3v) sin? 0 19 gos

0= 43 I( —.'p) cos? 0+ (1 3v) sin? O — 8 (1 +») sin? f cos® 0]
dr

Yo = Ymt [— (64 2v)+ 8 (1+v) sin? 0] sin 0 cos

Widzimy, #e skladowe naprezenia malejg bardzo szyblko ze wzrostem r i w odleglodei r duzej
w poréwnaniu z d mozna je pomingc. Takiego wyniku nalezalo oczekiwaé zgodnie z zasada
de Saint-Venanta, jedli dzialajace sity przylozone sa blisko siebie.

1]
Y o—fd 0—}
B

:)f
D ot
pL
—-d

= X
Rys. 77 Rys. 78

lo 2
/

Za pomoca superpozycji dwéch rozkladéw naprezenia, opisanych réwnaniami [78],

mozna otrzymaé rozwiazanie zagadnienia pokazanego na rys. 78. Skladowe naprezenia w tym

przypadku réwnaja sig:

dP

g, =—2(1—» To® (1 — 2 sin? 0)
o, =2(1—w) —-fiii (1 —2sin® 0)

dP .
T *2(1fv)msm 20

Ten sam rozklad naprezen wyrazony we wspéhrzednych biegunowych ma postac:

dP

o=—2(1—v)-—=

dP
) i = 2(1—w) T} 1= 0 [79]
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Rozwiazanie to mozna doprowadzié do postaci zgodnej z rozwiazaniem [46], ktore odpo-
wiada grubosciennej rurze, poddanej dzialaniu ci$nienia Wewngirznego, jesli przyjaé w nim,
ze jej promieil Zewnetrzny jest nieskonczenie duzy.

W podobny sposéb mozemy otrzymaé rozwigzanie dla przypadku przedstaw

rys. 79a. Skladowe naprezenia maja postaé?)

ionego na

L] [80]

o=0=0; To=— 5 %

Przedstawiaja one naprezenia wywolane dzialaniem momentu M przylozonego w poczatku

ukladu wspéhzednyeh (rys. 79b).

Jeéli zamiast tarczy nieskomezonej mamy do czynienia z nieskonczenie dlugim pasmem, poddanym dziatanin
sily podluznej P (rys. 80), mozemy na wslepie posluzy¢ sie rozwiazaniem [77] tak, jakby tavcza byla nicograni-
czona. Napresenia powstate wzdiuz hrzegéw pasma moina zlikwidowad przez
dodanie ukladu obciazen o przeciwnym znakn, a stan naprezen, wywolany tym
korygujacym ukladem sil, mozna z kolei wyznaczyé za pomoca metody
ogélnej opisanej w par. 23. Obliczenia przeprowadzone przez R. C. J. How-
landa®) pokazuja, ze naprezenia lokalne, wywolane dzialaniem sily skupionej P,
maleja bardzo szybko w miarg oddalania sie od punktu przylozenia sily,
a w odleglogei wiglkszej niZ szerokosé pasma rozltad naprezen wzdhuz przekroju
poprzecznego jest prakiyeznie staly. W podanej ponikej tablicy podano
kilka wartoéei naprezefl o, i O, obliczonych przy zalozeniu, Ze pasmo jest
utwierdzone na koficu 4= oo, a liczha Poissona rowna sie %

; , |
o
P x
)
x> Y
Rys. 79 Rys. 80

Naprezenia wywolane dziataniem na péhnieskonczona tarczg sily, wmieszezonej w pewnej odleglodei od brzegu,

omébwilt E. Melan®).

39. Ogélne rozwiazanie zagadnienia plaskiego we wspélrzednych Dbiegunowych. Po oméwieniu
réinych przypadkéw szezegdlnych  dwuwymiarowego zagadnienia we wsp6lrzednych  biegunowych, mo-
zemy juz podaé rozwiazanie ogdlne., Wyrazenie ogblne na funkeje naprezen, spehiajace réwnanie ciagloei od-

ksztalcen [39] ma postaét)

@ = aplogr + by + corlogr + dor®0 + a,/0 4+ E; 10 sin 0 -+ (byr® 4 ;11 + by'rlogr) cos 0+

(=]
- %1 0 cos O + (dyr® + ¢'r~t 4 d)'rlogr) sin 6+ Z (anr® + bar®t? + a1+ b/r=n+2) cos nfl +

n=2

00
+ Z (enr® + dur 2+ ey + dy/r~7+2) sin nf [81]

n=2

1) A. E. H. Love: ,Theory of Tlasticity®, str. 214, Cambridge, 1927.

?) Loc. cit. O tym samym traktuje praca E. Melana: ,,7. angew. Math, Mech., t. 5, str. 314, 1925.
8) ,Z. angew., Math. Mech.* t. 12, str. 343, 1932,

4) Rozwiazanie to p

réwniez A. Timpe: ZMath. Z.%, t. 17, str. 189, 1923.

odat J. H. Michell, Proc. London, Math. Soc., t. 31, str. 100, 1899, Patrz takie A. Timpe:
,Z. Math. Physik.”, t. 52, str. 348, 1905. Analogiczne rozwiazanie W przypadku pierScienia eliptycznego podal

L L T 7 T
_ : 3 9 - 718 " 30 0
g2c e
y=0 7;2— = —0,118 —0,992 = o e ) Ba e s o
a,2¢ '
y=-¢ e +0,159 +0,511 0,532 0,521 0,500
o 2¢c
y=0 f = 0,110 0,364
% kd 7 T A
n 4 30 18 9 ) o
_a g 2¢ )
y= = R e N 1,992 1,118 1,002
. o 2c 0.4
y=c = 479 0,468 0,489 0,841 0,973
— UJ,ZC
y = . o Z 2@l E % i @ B —0,364 —0,110 —0,049

Pierwsze trzy sktadniki pierwszego wiersza przedstawiaja w tym réwnaniu rozwigzanie odpowiadajace osiowo-
-symetryeznemu rozkladowi naprezenia w poczatku ukladu wspéhzednych (patrz par. 26). Czwarly skladnik opi-
suje rozlklad naprezen w przypadku pokazanym na rys. 57. Piaty skladnik dotyczy przypadku czystego écinania
(rys. 75b). Pierwszy skladnik w drugim wierszu odpowiada prostemu promieniowemu rozkladowi w przypadk;
obcigzenia skierowanego w kierunku @=0. Pozostale skladniki drugiego wiersza przedstawiaja rozwigzanie od-
powiadajace zginaniu czgéci pierécienia kolowego sila promieniowa (rys. 46). Wszystkie skladniki drugiego wier-
sza lacznie daja rozwiazanie zagadnienia sily dzialajacej na nieskoniczong tarcze (par. 38). Podobne rozwiazania
moina znalesé takic za pomoca trzeciego wiersza réwnania [81], z 1a j ednak réznica, Ze kierunek sily obrécony
jest o kat 7/2. Dalsze skladniki [81] przedstawiaja rozwiazanie odpowiadajace silom stycznym i normalnym, pro-
porcjonalnym do sinnf oraz cosnf, dzialajgeym na wewnetrznym i zewngtrznym birzegu pierscienia ko}ogwe 0
Przyklad tego rodzaju wystepowal przy omawianiu rozkladu naprezenia wokol malego otworu kolowego (par 32)

Stale calkowania w przypadku wycinka piercienia kolowego, wystepujace w réwnaniach |81] moi.m; wy-
znaczyé bez trudu z warunkéw brzegowych. Jesli roswazamy pierScien zamknicty, to nickiedy dl’a okreslenia
stalych calkowania konicczne staja sie dodatkowe badania przemieszezen. Rozwazymy ogélny przypadek pier-
&cienia zamknietego i zalozymy, 7e intensywnoéé sit normalnych i stycznych na brzegach r=a oraz r=b zadana

Jest mastepujacymi szeregami trygonometrycznymi:

0o o0
(0,)y—a= 4o+ ZA,, cosnf + ZB" sin nf

n=1 n=1
oo )
(0,),—p =4y’ + ZAH’ cos ) + ZB,,’ sin nfl
% ) n=1 n=1
[a]
oo )
- . ) Z C, 008 1 + ZDR sl
n=1 n=1
00 )
Ty = Go’ +ch'cos nB+ZD,,’si.u nf
n=1 #="1 s



adzie stale Ay, Ay, By, ..., okredla sig w zwykly sposoh dla danyeh rozkladow sit na brzegach (patrz par). 23. Po
obliczeniu skladowych stanu naprezenia z réwnania [81] przy uzyciu réwnati [38] i po przyréwnaniv ich wiellosei
przy r—a i r=>b do wielkosci podanych réwnaniami [a], otrzymamy liczhe rownari dostateczna do wyznaczania
stalych calkowania w kazdym przypadku, gdy iylke nz 2. Dla n=0, to jest dla skladnikéw pierwszego wiersza
wyrazenia [81] 1 dla n=1, czyli dla skladnikéw drugiego i trzeciego wiersza, konieczne sg dalsze rozwazania.
Jedli preyjac jako funkcje naprezen jedynie pierwszy wiersz wyrazenia [81], to stala a.; okreéla sig wiclkoseig
sil styeznych, rozlozonych réwnomiernie wzdluz brzegéw (patrz par. 37). Rozklad naprezen olreslony skludnikiem,
w ktocym wystepuje stala d, jest wieloznaczny (patrz par. 34) 1 dlatego w przypadku pelnego pierécicnia musimy
przyjaé d,=0. Dla okreélenia pozostalych trzech stalych ag, byicg dysponujemy jedynie dwoma réwnaniami

(@yeam Ay o152 (0),—5= 4,

Dodatkowe rownanie, stuzace do okreélenia tych stalych, olrzymuje sie przez rozwazenie przemieszezen. Przemiesz-
czenia w zamknielym pierécieniu powinny byé jednoznacznag funkeja kata 0.
Nasze poprzednie romwazania pokazuja, Zc ten warunek jest spelniony, jesli prayjaé ¢=0 (patrz par. 20).
Tak wiec, pozostale dwie stale @, i b, okreslone sq podanymi poprzednio dwoma warunkami brzegowymi.
Rozwazmy obecnie bardziej saczegélowe skiadniki, dla kiory ch n=1. W celu okreélenia oémin stalych ay, by, ...
... dy’, wehodzacych w sktad drugiego i trzeciego wiersza wyrazenia [81], obliczamy najpierw skladowe napreZenia
g, i 7,5, poslugujac si¢ ta czeécia funkeji @. Nastepnie wykorzystujemy réwnania [a] i przyréwnujemy do siehie
odpowiednie wspolezynniki przy sinnd i cosnf na brzegn wewngtrznym i zewnetrznym, skad otrzymujemy osiem
nastepujacych rownait:
(a, + bYat + 2bja — 20y a = Ay
(aq + b)Y + 2byb — 2ay 573 = Ay [b]
(e, + dNal + 2dya — 2¢/a™* = By

(cy -+ dy )bt -+ 2dyb — 26,/b~% = By

2dya — 2e/a 3+ dfa = — Gy

9dyb — 20,678 4 dy/bt= — C ]
2bya — 2a, a3+ b'at =Dy

2b,b — 2a,'b-+ by'b~1 =Dy’

Poréwnanie rownan [b] i [¢] doprowadza do wniosku, Ze sa one spetnione jedynie wtedy, gdy:

aa~t=4A, — D
wbt=A¢ —Dy [d]
gal=5B+ ¢

eb1=B/+ C

skad wynika, e

a(dy — Dy) = b4y — Dy); a(By + Cy= 5(81’ + Cy) [e]

Moina pokazaé, Ze réwnania [e] sa zawsze spelnione, jedli tylko sily dzialajace na pierécien znajduja sig w réw

nowadze. Przyréwnujac np. do zera sume 1zutow wszystkich sit na 0§ x, znajdujemy
21 s
f() {lb(gr)r:b i Ct(ﬂ',),__m] cos ) — U’(Trﬁ)rr—b == a(rrﬁ}r:a] sm 6} d6=0

Po podstawieniu g, i 7752 [a] olrzymujemy pierwsze z rowna [e]. W podobny sposob, przyrownujac do zera sumy
rzutbw wezystlich sil na oé y, otrzymamy drugie z réwnan [e].

Gdy z réwnaii [d] wyznaczymy stale a; i ¢, to okaze sie, ze uklady réwnan [b] i [¢] slaja sie identyczne i do
wyznaczenia pozostalych szefciu stalych dysponujemy jedynie czterema réwnaniami. Konieczne dwa dodatkowe
réwnania wynikaja z Tozwazania przemieszezei. Skdadniki drugiego wiersza w wyrazeniu [81] przedstawiaja kom-
binacje prostego rozkladu promieniowego 1 naprezen zginajacych w zakrzywionym precie (rys. 46). Nakladajac

E B el

na siebie) ogdlne réwnania na przemicszczenia w obu przypadkach, a mianowicie — réwnania [g] (par. 33) i row-
nania [q] (par. 31) i podstawiajac a,/2 zamiast —P/7 w réwnaniu [g] oraz b,” zamiast D w réwnaniach [q], otrzy-
mujemy dwa wieloznaczne sldadniki w wyrazeniach na przemieszezenia u i v:

agl—w, 26, . '_ a; 1— 2b,"
2 F 051119—1"*1; 0sin0; a7 0 cos 0

vOcos@—I— %

W przypadku pelnego pierdcienia skladniki te muszq znikaé, a stad wynika, Ze ,

G”_llﬁv _2b1,’._0
2 E E

lub
; 11—

Rozwazajac w ten sam sposéb trzeci wiersz wyrazenia [81], znajdujemy

dl’ — 1 (14'_ 1") ) [g]

Zwiazki [[] i [g] wraz z réwnaniami [b] 1 [c] wystarczaja do okredlenia wszystkich stalych w funkeji napresen,
zlozonej z drugiego i trzeciego wiersza wyrazenia [81].

Stwierdzamy wige, ze w przypadku pelnego pierScienia warunki brzegowe [a] nie wystarczaja do okreslenia
rozkladu naprezenia i trzeba przeprowadzié analize przemieszezen. Przemicszezenia w pelnym pierscieniu muszg
byé jednoznaczne i po to, aby ten warunsk spelnié¢, trzeba przyjac:

X B ()

) ) 1 [82]

=0; b'=—

Widzimy, 7e stale by” i dy’ zaleia od liczby Poissona, dlatego tez rozklad naprezen w pelnym pierdcieniu jest
zwykle zalezny od statych materiatowych. Staje sig¢ on niezalezny od stalych sprezystych jedynie wtedy, gdy zni-
kaja wepolezynniki ay i ¢ 1, zgodnie ze zwiazkami [82], by'=d,’=0. Ten przypadek szczegélny ma miejsce wedy,

_gdy (patrz réwnania [d])

Ay=D, oraz B;=--(;

7 takimi warunkami spotykamy sie wtedy, gdy wypadkowa sil przylozonych na kazdym bizegu pierécienia réwna
sie zeru. Obliczamy np. wypadkowa rzutéw na o x wszystkich sit przylozonych do brzegu r=a. Ta wypadkowa,

. zgodnie z réwnaniem [a], réwna sig

f;n (o, cos 0— 7,5 sin 0)a db = am(4; — Dy)

Jesli ona znika, to musi byé 4;=D,. Obliczajac w ten sam sposéb rzut wezystkich sil na o8 y otrzymujemy

‘By=—Cj, jeéli tylko wypadkowa tych rzutéw réwna sie zeru. Mozemy stad wywnioskowaé , Ze rozklad naprezen

w pelnym pierdcieniu nie zalezy od stalych materialowych wtedy, jeéli wypadkowa sit przylozonych na kazdym
brzegu réwna sie zeru, Moment tych sit nie musi byé réwny zeru.

Powyzsze wnioski, otrzymane dla przypadlu pelnego pierécienia, pozostaja w mocy takze w najogoélniejszym
przypadku zagadnienia dwuwymiarowego w ciele wielospéjnym. Z ogélnych rozwazan J. H. Michella®) wynika,
ze w przypadku cial wielospéjnych (rys. 81) nalezy wyprowadzié zaleznoéci podobne do réwnan [82] 1 warunki
jednoznacznoéei przemieszezen oddzielnie dla kazdego niezaleinego obiegu — takicgo jak obiegi 4 1 B na rys. 81.
Rozklady naprezefi w takich cialach zaleza w ogélnoéci od stalych sprezystoéei materialu, Nie zalezg od nich je-
dynie wtedy, gdy sila wypadkowa obciazet na kazdym brzegu réwna sig zerud\, Ilosciowy wplyw tych stalych na
najwicksza warto$é naprezenia jest zwykle bardzo maly i praktycznie mozna go pominaé?). Wniosek ten ma zna-

) Nalezy zauwazyé, 7e jeéli kat jest mierzony od osi pionowej (rys. 52), zamiast od osi poziomej (rys. 46),
to zamiast 0 podstawié nalezy 0-7/2.

%) Loc. cit.

8) Nalezy pamietaé, ze pomija sie tu sily masowe. E .

*) Badanie tego zagadnienia przeprowadzit L. N. G. Filon: ,Brit. Assoc. Advancement Sci. Rept.”, 1921.
Patrz E. G. Cokeri L. N. G. Filon: ,,Photo-clasticity®, § 6, 071 § 6. 16.
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czenie praktyezne. Zobaczymy poiniej, ze naprezenia w materialach przezroezystych, takich jak szkto lub celuloid, I ‘

mogna okreélié metoda optyczna za pomocy éwiatla spolaryzowanego (patrz par. 42). Opierajac sie na wspomnia-
nym wniosku, uzyskane na tych materiatach wyniki dodwiadezalne mozna zastosowaé bezpoérednio do innych
materialéw takich jak stal — jeéli tylko sily zewnetrzne sa takic same.

Wspomnieliémy (patrz par. 29), e fizyczny sens rozwiazah wicloznacznych mozna objaéni¢ przez rozwazenie
naprezenn poezatkowych w cialach wielospéjnych. Zalézmy np., ze réwnanie [f] nie jest spelnione. Odpowiednie
przemieszezenie pokazano na rys. 82a. Przemicszezenie takie moina wywolaé dzialaniem sit P na pierécien po jego
rozcieciu. Jedli obecnie zlaczy¢ ponownie kofice pierfcienia przez zespawanie lub w jaki$ inny sposéb, to otrzy-
mamy pierécien z naprezeniami wstepnymi, Wielkosei tych naprezen zalezq od przemieszezenia poczatkowego db).
Podobny wynik otrzymamy, jesli piercieft przetniemy wzdluz pionowego promienia i dokonamy wzajemnego
przesunigeia obu koficdw pierécienia w kierunku pionowym (rys. 82Dh). Naprezenia wstepne, wywolane w przy-

@ b)

Rys. 81 Rys. 82

padkach pokazanych na rys. 82a i 82b, odpowiadaja wieloznacznym sktadnikom rozwiazania ogélnego, gdy réw-
nania [f] i [g] nie sa spelnione.

Pelne rozwiazanie tych zagadnieh mozna otrzymaé przez zastosowanie wynikéw, podanych w par. 31. Okazuje
sie (por. zad. 4 rozdzialn), Ze przemieszczenia [q] (par. 31) zastosowane do pierécienia posiadaja odpowiedni
typ nieciaglosci.

40. Zastosowania ogélnego rozwiazania we wepblrzednych biegunowych. Jako pierwszy przyklad zasto-
sowania ogdlnego rozwigzania zagadnienia plaskiego we wspoéhzednych prostokatnych rozwazymy pierscien kolo-
wy, Sciskany dwiema réwnymi i przeciwnie skierowanymi sitami przylosonymi wzdluz érednicy?) (rys. 83a). Zacz-
niemy od rozwigzania dla pelnej tarczy lkolowej (par. 37). Wycinamy w tarczy wspoltérodkowy otwér o promie-
niu @i wyznaczamy rozklad naprezen normalnych i stycznych na brzegu tego otworu. Sily te moina zlikwidowad
drogq przylozenia uldadu sit o tej samej wielkoéci, ale o przeciwnych zwrotach. Uklad ten moina przedstawié
z wystarczajaca dolkladnosciq za pomoca kilku pierwszych skladnikéw szeregu Fouriera. Wtedy odpowiednie
naprezenia w pierfcieniu moZna otrzymaé za pomoca rozwigzania ogolnego, zamieszczonego w poprzednim para-
grafie. Naprezenia te, lacznie z naprezeniami dla pelnej tavezy, stanowia calkowite naprefenie w pierfcieniu.
Obliczony w ten sposob stosunek y:2P/mb, dla réinych punktow przekroju mn i myny, dla praypadku b=2a,
podaje tablica®) na str. 119.

Dla poréwnania, w tablicy podane sq takie wartosei naprezen obliczone na podstawie dwdch teorii elementar-
nych, opartych na nastepujacych zalozeniach: 1) przekroje pozostaja plaskie, co pociaga za soba hiperboliczny

rozklad naprezenia wzdluz przekroju, 2) naprefenia rozlozone sq wedlug zaleznoéei liniowej. Tablica pokazuje, ©

36 w przekroju mn, ktéry jest odpowiednio odlegly od punktu przylozenia obeiazenn P, hiperboliczny rozkiad na-
prezenia daje wyniki prawie Sciste. Blad w maksymalnej wartoéel naprezenia wynosi tylko ololo 3 procent. W przy-
padku przekroju myn, blad rozwiazania przyblizonego jest znacinie wickszy. Interesujace jest stwierdzenie, Ze
wypadkowa naprezen normalnych wzdluz przekroju myny wynosi P/m. Nalezalo tego oczekiwaé, pamietajac spos6b

1) Dyskusje takich naprezen podal 4. Timpe: ,,Z. Math. Physik®, t. 52, str. 348, 1905. Ogélna teorig podal
V. Volterra: ,,Ann. écol. norm. “Paris, seria 3, t. 24, str. 401—517, 1907. Patrz takie A. E. H. Love: ,Mathema-
tical Theory of Elasticity®, wyd. 4, str. 221, 1927; J. N. Goadier: ,,Proc. Fifth Intern. Congr. Applied Mechanies®,
1938, str. 129.

2) Patrz Timoshenko: ,Bull. Polytech. Inst.* Kiew. 1010, oraz Phil. Mag. t. 44, str. 1014, 1922. Patrz takze
K. Wieghardt: ,Sitzber. Akad. Wiss.“, Wien, t. 124, Abt. 11, str. 1119, 1915.

3) Przyjmuje sig¢ jednostkowa grubos¢ tarczy.

a4 4

dzialania sily skupionej na klin pokazany na rys. 65d. Rozldady naprezen norma
i myn,, obliczone na podstawie podanych trzec
metode, zastosowana do przypadku dwdch réwnych i
nym przypadku obciazenia pierScienia silami skupionymi®).

Inych wzdluz przekrojéw mn
h metod, przedstawiaja wykresy z rys. 83b i 83¢c. Omowiona tutaj
przeciwnié skierowanych sil, mozna stosowaé takze w ogdl-

a) b) o c)
f;_d
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Rys. 83

Jako drugi przykiad rozwazymy czesé ogniwa pewnego typu laficucha?) (rys. 84). Rozldad naciskéw wzdhuz

brzegu otworn zalezy od wiclkoéci luzu miedzy sworzniem 1 otworem. Podane nizej wyniki otrzymane zostaly

s b ! 0,96 l 0,8b 1 0,70 0,6b l 0,50

TEORIA DOKLADNA

E —0,113 l —2,012 —4,610 ‘ —8,942

mn 2,610 1,477
myny —3,788 —2,185 . —0,594. l 1,240 4,002 | 10,147

R N -

HIPERBOLICZNY ROZKLAD NAPREZEN

mn 2,885 1,602 0,001 —2,060 — 4,306 —8,653
myny 17,036 5,010 — 2,482 0,772 5,108 11,18

LINIOWY ROZKEAD NAPREZEN

mn 3,90 1,71 —0,48 —2,67 —4,86 —17,04

many —8,67 —5,20 —1,73 1,73 5,20 8,67

1) L. N. G. Filon: The Stresses in a Circular Ring, ,,Selected Engineering Papers®, nr 12, London, 1924, wy

dane 7 Institution of Civil Engineers. i ) |
Emz) PfrfeReissner: ,Jahrb. wiss. Gesellsch. Lufifahrt®, str. 126, 1928; H. Reissner i F. Strauch: Ingenieur-Ar-

chiv, t. 4, str. 481, 1933.
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przy zalozeniu, ze na wewngtrznej i zewnetrznej powierzchni brzegu deiataja jedynie naciski normalne o wartoéciach
réwnych?):

(Or)rma = — —2P S dla el <0 < 7
T a 2 i 2
2P 7} 3
(Ur)r:b == ? 7005_ dla % <0< ?J'l:

Znaczy to, e naciski rozlozone sa na dolnej powierzehni otworu ogniwa i na gérnej powierzchni jego kolowego
brzegu. Po rozloZeniu tych rozkladéw naprezen w szereg trygonometryczny, obliczymy naprezenia w oparciu
0 rozwiazanie ogolne [81], podane w po-
przednim paragrafic®). Wartoéci stosunku

&
0y:P/2a w przekrojach mn i myn;, obli- ‘_a_’—i / i |_00452
czone dla bfa =4 i bJa =2 przedstawia o f72 :l'n,
rys. 85. Nalezy zaznaczyé, ze w tym
przypadku wypadkowa sit dzialajacych

na kazdy z brzegéw nie réwna sie zeru,

: 0169
Rys. 84 Rys. 85

a wige rozklad naprezen zalezy od stalych sprezystodei materialu. Obliczenia zostaly przeprowadzone dla liczby

Poissona v = 0,3.

41. Klin obcigzony wzdluz brzegéw. Rozwigzanie ogélne [81] mozna stosowaé réwniez w przypadku,
gdy obciazenie brzegéw klina®) przedstawione jest w postaci wielomianéw. Po okreéleniu w zwykly sposéb sklado-
wych naprezenia ze zwigzka [81] i zachowaniu jedynie skladnikéw, w ktérych wystepuje r(n> 0), znajdujemy
nastgpujace wyrazenia na skladowe napreenia, wypisane wedlug rosnacych poteg argumentu r:

op = 2by -+ 2d,0 + 2a, cos 20 + 2¢, sin 20 - 6r (b; cos O + dy sin 6 + a, cos 30 + ¢, sin 30) +-
- 12r% (b, cos 20 + d, sin 20 + a, cos 49+-¢, sin 46)

T,9= — dy + 2ay sin 20 — 2¢, cos 26 - r(2b, sin § — 2d, cos 0 + 6a, sin 30 — 6c; cos 36) +
+ r*(6b, sin 20 — 6d,, cos 20 + 12a,4 sin 46 — 12¢, cos 46)

+ r[n(n + 1)b, sin n6 — n(n -+ 1)d, cos nf + (n -+ 1) (n + 2) +
+ apyp8in (n+2)0 — (n - 1) (n + 2)c,, 5 cos (n+ 2)6]

1) P jest sily przypadajaca na jednostke grubodei tarczy.
%) W sprawie elastooptycznej metody badania rozkladu naprezenia w ogniwie laficucha patrz E. G. Coker
L. N. G. Filon: ,Photoelasticity”, § 6. 18 oraz K., Takemura i Y. Hosokawa: Rept. 12, 1926, ,,Aeronaut, Re-
search, Inst.”, Tékyd Imp. Univ. Rozklad naprezen w stalowych ogniwach lanicucha badat J. Mathar: ,Forschungs-
arbeiten®, nr 306, 1928.
%) Patrz S. Timeshenko: ,Theory of Elasticity®, wyd. ros., str. 119, Petershurg, 1914.
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) ! W ten sposéb kazdej potedze argumentu r odpowiadaja eztery dowolne parametry i jeéli napreZenia, przylozone

|
}I
i nie zawartym miedzy tymi brzegami.

| Jedli np. warunki brzegowe maja postaé:?)

na bizegach 0=0; i 0=f, wyrazaja sie za pomoca wielomianéw zmiennej r, Lo mozna okresli¢ stan naprezen w kli-

‘ (C)omg= Mo+ Ny + Ng*+ ...
(op)g—p= Ny 4+ Ny'r+ N2+ [a]
(T0)g—q =Sy + Sir+ Sar? - ...
(Zolop=So -+ S+ S+ ...
to przez przyrownanie wspolezynnikéw przy tych samych potegach r olrzymujemy
2(by + dyo + ay cos 26 + ¢y sin 20) = N
6(by cos &+ dy sin & -+ a, cos 3¢ - ¢g sin 3¢) = N} [b]
i ogélnie

(n+2) (n-+ 1) [b, cos ne -+ d,, sin ot - @, 4 5 cos (n+ 2)& + ¢4 5 8in (7 + 2)a] = N,

wraz z trzema pozostalymi grupami réwnan, wynikajacymi z warunkéw dla 0y i 7,9 na brzegach 0 = i 0==4. -

Réwnania te wystarczaja do okreélenia stalych wchodzacych w sklad rozwiazania [83].
Rozwazmy obecnie przylklad pokazany na rys. 86. Na powierzchnig klina 0=0 dziala réw-

nomiernie rozlozone ciénienie g, a powierzchnia 0=f jest wolna od obeiazen. Poslugujac

sie jedynie pierwszymi wierszami réwnaf[83] na ogi 7,4, otrzymujemy réwnania, z ktérych

mozemy okredlié state by, dy, a; i ¢, w nastepujacej postaci:

] 20, + 2a,=—¢q
2by + 2dyfi + 2a, cos 2 + 2ey sin 2 =0
—dy—2c,=0

—dy+ 2a,sin 28 — 2c, cos 26 =10

skad, podstawiajac k=tg f—f, znajdujemy:

_ 4, __awp e __ ., 9=Ef
Cz—ﬂs g = ak dy= 9" 2b, q-+ 2%
Po podstawieniu tych wielkosci w réwnaniu [83], otrzymujemy?)
q 1 1 o
O = (-—— k+ Etgﬁ—ﬂ ——2-Tgﬁ(10526 -+ - sin 20)
Ty | l—lt ,Bai.n26—lcos26 [¢]
=g la T 2

9 (_pyligp_o— Lamzotl 26)
ar~%(——k+2tgﬁ (] 2sm29+2tgﬁcos

Skladowe naprezenia odpowiadajace innym wyrazeniom wielomianu [a], przedstawiajacego rozldad cbeiazen

wyznaczyé mozna w podobny sposéb.
! Przedstawiona wyZej metoda, sluzaca do wyznaczenia napregen w klinie, moze by¢ réwniez zastosowana do
| przypadku péhnieskoficzone] tarczy. Nalezy jedynie prayjaé, ze kat wierzcholkowy klina ff rowna sie 7. Np. na-

- ) Sldadniki Ny, Ny, Sp, S’ nie sa niezalezne. Przedstawiaja one naprezenia w wierzchotku klina r=01 moina
przyja¢ dowolnie jedynie trzy z nich. :
%) Rozwiszanie to inna metoda otrzymal M., Levy: ,,Compt. rend.”, t. 126, str. 1235, 1898, Patrz takie P. Fn_l-
lunger: ,,Z. Math., Physik® t. 60, 1012, Zastosowanie funkcji naprezen tego typu w przypadku belek Zw_ks:f_talqe
§ klina o przekroju skrzynkowym podat E. Reissner: ,,J. Aeronaut. Sci.”, t. 7, str. 353, 1940. Inne obeigzenia kli-
1 néw rozwazal C. J. Tranter: ,,Quart. J, Mechs. and Appl. Math.”, t. 1, str. 125, 1948.
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prezenia w przypadku polkazanym pa rys. 87 otrzymuje si¢ z réwnan [c] przez podstawienic f=mn. Wtedy

- REEE S N (R )

. - W % (1 — cos 26) [d]
1
Rys, 87 O'r=—"%(ﬂ—9-—-55h126)
ZADANIA

1. Sprawdzi¢ poprawnoéé rownamia [d] par. 25 w przypadku
D=t —yt= (22 y%) (42 — y%) = rtcos 20

2. Sprawdzié znaczenie funkeji naprezen €O, gdzie C oznacza stata. Zastosowaé ja do pierScienia a<r<bido
nieskofczonej tarczy. Pierécien jest utwierdzony na brzegu x=a i poddany wzdhuiz brzegu r=> réwnomiernemu
Scinuniu, tworzacemu moment M. Korzystajae z réwnan [49], [50] i [51] znalest wyrazenie na przemmieszczenie

obwadowe v dla r=5.

a)

3. Pokazaé, ze w zagadnienin przedstawionym na rys. 45, gdy promicfi wewnetrzny a jest maly w poréwnaniu

z promieniem zewnegtrznym b, wartoéé oy na brzegu wewngtrznym wynosi

2B b

i jest duza oraz ma ujemna wartosé, gdy o jest dodatnie (rozwaza si¢ pierécient po zamknigein szezeliny).

Jaka moze byé najwieksza rozwartoéé szezeliny (kat @), ktorq mozna zamknaé bez przekroczenia granicy spre-
systoci, jesli bla=10, E=2,1-108 kG/em®, granica sprefystoéci = 2,8:10* kG/em?.

4. Postugnjac sig wynikami par. 31 nalezy otrzymaé réwnania dla naprezen spowodowanych przez zamkniecie
pierécienia ze szezeling rownolegly o szerokosei 3 (rys. 88a) oraz dla naprezen wywolanych przesunieciem o wiel-
kodé & (rys. 88Db), w funkcji parametru 4. .

5. Wykorzystujac rownania [62] znalez¢ za pomoca superpozycji naprezenia w nieskonczonej tarczy z otworem;
gdy stan naprezenia w nieskorficzonogei jest jednorodny i sktada sie z réwnomiernego rozciagania tak w kierunku
%, jak i y.

Wyniki powinny odpowiadaé réwnaniom [45], w kiérych prayjeto bla—> oo, p;=0, p;j= —5. Wykorzystaé
ten fakt jako sprawdzian.

6. Znalest wyrazenia na przemieszezenia w przypadku naprezen okreglonych réwnaniami [62] 1 sprawdzid,
7e sa one jednoznaczne.

7. Przeksztaleié funkcje naprezen [a] z par. 33 do wspélrzednych kartezjafiskich i nastepnie obliczyé napre-
Zenia gy, 0y Ty ktére sq rébwnowaine rozkladowi naprezenia wyrazonego réwnaniami [66°]. Pokazaé, %e wartosci
te dazq do zera, gdy odlegloéé od sily wzrasta w dowolnym kierunku.

8. Sprawdzié, ze w przypadku szezegdlnym o=m/2 funkeja naprezeh [d] z par. 35 jest zgodna z rownaniem [69]
oraz zhadaé, czy rozklad naprezen [e] par. 35, dazy do rozkladu wynikajacego z elementarnej teorii zginania pray

malych wartociach ¢.

nego w duzej tarczy 7

9, Pokazaé¢ droge obliczenia sit wypadkowych, ze rozklad naprezeni [e], par. 35, odpowiada w rzeczywistosei

obeigzeniu klina w wierzcholku momentem pary sit M.

przylozona jest w wierzchotku wycigeia o kacie 90°, wykona-

10. Silta P przypadajaca na jednostke gruboéei
przenoszona wzdluz luku AB.

godnie z rys. 89. Wyznaczyé naprezenia i sile pozioma,

D 7

a5°) 45°

B
Rys. 89

11. Znaleé wyrazenia na napreZenia o, w przekroju mn pokazanym na rys. 90. Z teorii klina, przedstawionej

w niniejszym rozdziale, i z teorii belki wspornikowej, przedstawionej w rozdziale 3, otrzymuje sig réine rozklady
naprezenia w zlaczu. Skomentowaé ten fakt.

12. Okredlié wartoéé stalej C wystepujacej W funkeji naprezen
& = C[r¥(e — ) 4 r2sin 0 cos 6 — 2 cos? 0 tg ]
na gérmym i doluym brzegu tréjkatnej tarczy, pokazanej na rys. 91, Wyznaczyé

‘m mn. Narysowaé krzywe odpowiadajace przypadkowi a=20°

ej teorii belek.

Jkoniecznej dla spelnienia warunkow
skladowe naprezenia G, Ty, W przekroju pionowy
i dla poréwnania podaé krzywe otrzymane z elementarn
q Fei
! L by
X

|
g

Rys. 91

13. Okredlié wartosé stalej C, wyslepujacej w funkeji naprezen
@ = Cr2 (cos 26 — cos 2a)

#adajac spelnienia warunkow
13

og=10; Tp=5s przy 0=«
op=0; Tp= —S PIZY 0= —u

odpowiadajacych réwnomiernemu rozkladowi sit stycanych na kazdym z breegdw klina skierowanych od wierz-
cholka, Sprawdzié, e na wierzcholek klina nie dziala ani sita skupiona, ani moment pary sil.
14, Znalesé funkcje naprezen typu

a,r® cos 30 -+ byr® cos 7]

spelniajaca warunki
gg=0; Tp=95r przy B=ua

gp=0; T,p= —sr PIZY 0=—uo

w ktérych s oznacza staly. Wykreslic funkeje obeiazenia dla dodatnich wartosei s.




presenia w przypadku pokazanym na rys. 87 olrzymuje si¢ z réwnan [c] przez podstawienie p=mn. Wiedy -

Gg=-%(ﬂ—6-}-%sin28)

== _ 4 g =
o= = (1 — cos 26) [d]
1
Rys. 87 0’;=~%(ﬂ—9~§sin2e)
ZADANIA

1. Sprawdzi¢ poprawno$é réwnania [d] par. 25 w przypadku
B — 31—yt = (22 + y2) (4% — 9%) = r* cos 20

9. Sprawdzié znaczenie funkcji naprezen Cf, gdzie C oznacza stala. Zastosowaé ja do pierécienia a<r<<b i do
nieskoficzonej tarczy. Pierécien jest utwierdzony na brzegu s=a i poddany wzdhuz brzegu r=> réwnomiernemu
§cinaniu, tworzacemu moment M. Korzyslajac z réwnan [49], [50] i [51] znalezé wyrazenie na przemieszczenie

obwodowe » dla r=D0.
a) b )
> :
2 N
AL
&
Ak d

Rys. 88

3. Pokazaé, 7e w zagadnieniu przedstawionym na rys. 45, gdy promiefi wewnetrzny a jest maly w poréwnaniu
z promieniem zewnetrznym b, wartoéé oy na brzegun wewngtrznym wynosi

2B b

i jest duza oraz ma ujemna wartosé, gdy o jest dodatnie (rozwaza sig pierScien po zamknieciu szezeliny).

Jaka moze byé najwieksza rozwartoéé szezeliny (kat ¢), ktdra moina zamknaé bez przekroczenia granicy spre-
zystosci, jesli bfa=10, E=2,1-10% kG/cm®, granica spreiystosci = 2,8:10% kG/em?.

4. Poslugujac sig wynikami par, 31 nalezy otraymaé réwnania dla naprezen spowodowanych przez zamknigeie
piercienia ze szczeling rownolegla o szerokosei § (rys. 88a) oraz dla naprezeh wywolanych przesunigeiem o wiel-
koéé & (rys. 88b), w funkcji parametru §.

5. Wykorzystujac réwnania [62] znalezé za pomocq superpozycji naprezenia w nieskonfczonej tarczy z otworem,
gdy stan naprezenia w nieskoficzonoéei jest jednorodny i sklada sig z réwnomiernego rozciagania tak w kierunku
x, jak 1 y.

Wyniki powinny odpowiadaé réwnaniom [45], w ktérych przyjeto bfa—oo, p;=0, p;= —S. Wykorzystaé
ten fakt jako sprawdzian.

6. Znalesé wyrazenia na przemieszezenia w przypadku naprezei okreflonych réwnaniami [62] i sprawdazi¢,
ze sa one jednoznaczne.

7. Przcksztaleié funkcje naprezen [a] z par. 33 do wspélrzednych kartezjaniskich i nastepnie obliczyé napre-
Zenia 0, Gy, Ty, ktore sa réwnowaine rozldadowi napresenia wyrazonego réwnaniami [66']. Pokazaé, Ze wartoéel
te daza do zera, gdy odlegloét od sily wzrasta w dowolnym kierunku.

8. Sprawdzié, ze w przypadku szezegdlnym o=u/2 funkcja napreZen [d] z par. 35 jest zgodna z réwnaniem [69]
oraz zbadaé, czy rozklad naprezen [e] par. 35, dazy do rozkladu wynikajacego z elementarnej teorii zginania przy
malych wartoSciach ¢.

9. Pokazaé droge obliczenia sil wypadkowych, ze rozklad naprezen [e], par. 35, odpowiada w rzeczywistoei

obcigzeniu klina w wierzecholku momentem pary sit M.
10. Sita P przypadajaca na jednostke grubosei przylozona jest w wierzeholku wyciecia o kacie 90°, wykona-

nego w duzej tarczy zoodnie z rys. 89. Wyznaczyé naprezenia i sile pozioma, przenoszona wzdluz tuku AB.

D 7
a5°) 45°

B

Rys. 89 Rys. 90

11. Znalefé wyrazenia na napreZenia o, w przekroju mn pokazanym na rys. 90. Z teorii klina, przedstawionej
w niniejszym rozdziale, iz teorii belki wspornikowej, przedstawionej w rozdziale 3, otrzymuje sie rozne rozklady

naprezenia w zlaczu. Skomentowaé ten fakt,
12. Okreélié wartoéé stale) C wystepujacej w funkeji naprezen

@ = C[r(e —0) + r2sin 0 cos 6 —1* cos? 0 tg «]

m i doliym brzegu tréjkatnej tarczy, pokazanej na 1ys. 91. Wyznaczyé

koniecznej dla spelnienia warunkéw na gorny)
a6 krzywe odpowiadajace preypadlowi %=20°

skladowe naprezenia Gy, Ty, W przekroju pionowym mii. Narysow:
i dla poréwnania podaé¢ kizywe otrzymane 2 clementarnej teorii belek.

TEREEERNIIEr
. _j0

| Rys. 91

13. Okredlié wartodé statej C, wystepujacej w funkeji naprezen
I @ = Cr? (cos 20 — cos 2a)

zadajac spelnienia warunkéw
%

ag=0; Tp=35s przy O0=¢

og=10; Tp= —5 PIZY =—o
‘ odpowiadajgcych réwnomiernemu rozktadowi sil stycznych na kazdym z brzegdw klina skierowanych od wierz-
cholka. Sprawdzié, ze na wierzcholek klina nie dziala ani sita skupiona, ani moment pary sil.

14. Zmalezé funkcje naprezen typu
ag3 cos 30 + byr® cos 8

1

| spelniajaca warunki

gg=0; Te=s" przy 0=
ap=0; T,9= —5r DIZY f=—a

w ktérych s oznacza staly. Wykregli¢ funkeje obcigzenia dla dodatnich wartoéci s.




15. Znalezé funkcje naprezen typu
a,rt cos 40 + byt cos 20

spelniajaca warunki

opg=0; T1,9=sr% przy 0=
op=0; T,p=—s% przy 0=—u

w ktérych s jest wiclkodcia stala. Naszldicowaé obciazenie.

16, Wyznaczyé rozklad naprezen

__p ¥ ay . o P - R
"”**E("“°tg?*xe+y2)= A
P y xy

O s 1 e
¥ 7 (arcg % x“-i—;yz)

poslugujac sig funkejg naprezen (patrz réwnanie [a] par. 34)

B B ] (et 2 L
o [(x + ¥?) arctg = xy]

i pokazaé, 7e rozwigzuje ona zagadnienia dla pélnieskoficzone] tarczy, pokazanej na rys. 92. Obciazenie rozcigga
si¢ od zera do — oo,

Zbadaé wartodé 7,,: a) dazac do punktu O wzdhuz brzegu Ox, b) dazac do punktu O wzdluz osi y (réinica
spowodowana jest nieciaglodcia obciazenia w punkeie 0).

17. Pokazaé, ze funkcja naprezen

D= % [% y2log (22 -+ %) + xy arcig % — yz]
rozwiazuje zagadnienie tarczy pélnieskoriczonej, pokazanej na rys. 93, obciazonej réwnomiernie rozlozonym ob-
ciazeniem stycznym s, rozciagajacym sie od punktu O do — eo Pokazaé, Ze o, roénie nicograniczenie, gdy zbli-
7amy sie z dowolnego kierunku do punktu O. (Fakt ten wywolany jest nicciagloéeia obcigzenia w punkcie O.
Skoficzona warlodé ¢, otrzymujemy w przypadku wygladzenia tej nieciaglodci przez zmiang przebiegu krzywej
obciazenia w okolicy punktu 0).

AN . )
O\ JO-arcty & 7]
Y ¥
Rys. 02 Rys. 93

18. Postugujac sie wynikami zadania 16 i korzystajac z zasady superpozycji, znaleéé o, 0y, 7, W przypadku,
gdy ci$nienie p dziala na odeinku —a<x < a prostoliniowego brzegu tarczy pélnieskoniczone]. Pokazaé, ze napre-
Zenie styczne ma postaé

SRR daxy®
T w [—a) 4 8l + a)? + ¥

i sprawdzié jego zachowanie w punkcie x¥=a i y=0 jedli: a) zblizamy si¢ do tego punktu wzdluz brzegu; b) zbli-
zamy sie wzdluz linii x=a.

19. Korzystajac z wynikéw zadania 17 naszkicowaé zmiang o, wzdluz brzegu y=0 w przypadka obciazenia
réwnomiernym obeiazeniem stycznym s, przylozonym na odcinku brzegu —a<<x<<a.

20. Pokazaé, ze funkeja naprezen

/ 1 1_,
D =— 2—5[; [(—; a? - xyz) arctg }T -+ ey y?log (2% + o?) — ?;1:‘)}

rozwigzuje zagadnicnie polnieskoiczonej tavezy, pokazanej pa rys. 94, obciakone] cisnieniem wzrastajacym liniowo

i rozciagajacym sie od zera do — oo,

‘ P
. ;
Jo—er—+1?
v
Rys. 94

91. Pokazaé, #e w przypadku, gdy ciénienie p w zadaniu 20 zastapic silami stycznymi s, to odpowiednia funkcja
| naprezefl ma postac
' s

[x:v3 log (32 + ¥ + (s — y%) arctg 2 — 3%3!*]
270 x I

92. Pokazaé, w jaki sposdb mozna droga superpozycji otrzymaé rozklady obeiazent pokazane na rys. 95, po-

-elugujac si¢ obeciazeniami o charakterze pokazanym na rys. 94
P m AN
a— g e |z ez

Rys. 95
23. Pokazat, ze ohciazenie paraboliczne, przedstawione na rys. 96, opisane jest w przypadku cisnienia funkeja

5 naprezen

o 2 2 1 %2 ¥? LI 1 %2 52
—ﬂ{ — 2 jog 1L 4[“—+ = (2 ¥Y) (lmw- +ﬁ)]cc+ . m-ﬁ+?ay(1—y+§

2 2
7 3a Ty

a w przypadku obciaZenia stycznego funkeja

; 2
L B R W re* | 2 LAY g 8.2 3gBa 4 Ay
;{—6} il gl ry? ! 3 i 3a* (o = 8% = 8a) 3a
przy czym

mi=(x—a)?+y% nP=(+ait+y?

2ay 2xy
e ; =6, + 0, = arctg ——
Wty —a -3 Oy g

¢ = B; — B, = arctg X

xzﬁye__az

\ 198




24. Poka.zaé, ze w zagadnieniu przedstawionym na rys. 72 istnieje wzdtuz érednicy pionowej, z wyjatkiem
punktéw 4 i B, naprezenie rozeiagajace o,=2Pfrd. Rozwazyé réwnowage potkolistej czesci ADB postugujae si
malymi pélokregami poprowadzonymi wokél 4 i B w sposéb pokazany na rys. 65¢ i d :

25. Sprawdzié, ze funkcja naprezen ‘

. g 1 1 d d?
D= — ;{wrcosﬂ— i (1 —v)rlogrcosf — % B sinf + Zlogr e (3—1) ri cosﬂ}

spelnia warunki brzegowe w przypadku sily P, dziatajacej na otwér w nieskoficzonej tarczy, daje zerowa wartosé
naprezenia w nieskonczonoéci oraz naprezenia obwodowe wokél otworu réwne

P P
— [24 (3 — ») cos 6]
nd

z wyjatkiem punktu A (rys. 97).

Pokazaé, ze okreéla ona réwniez jednoznacznie przemieszezenia,

| d 1

Rys. 97

, 26. V.V}fprowadzié z zadania 25 drogg calkowania réwnanie na naprezenia ohwodowe wokél otworu w przypadku
rownomiernego cisnienia p na jego brzeg i sprawdzié otrzymany wynik za pomoca réwnan [46].
27, Znaleié ogblna postaé funkeji f(r), wehodzacej w sklad funkeji naprezen 6f(r) i znalezé réwnanie na skla-

dowe naprezenia o,, og, 7,5 Czy taka funkcje mozna stosowaé w przypadku zamknigtego piericienia?

ROZDZIAL 5

METODA ELASTOOPTYCZNA

42. Elastooptyczny pomiar naprezenia. Granice tarcz do tej pory rozpatrywanych
posiadaly proste ksztalty geometryczne. Dla ksztattéw bardziej ztozonych trudnosci, na jakie
napotykamy przy znajdowaniu rozwiazan analitycznych, staja sie trudue do pokonania. Mo-
zemy ich unikngé, rozwiazujac tego rodzaju zagadnienia metodami numerycznymi (ktére
oméwimy w ,,Dodatku®) lub metodami eksperymentalnymi, takimi jak pomiar odksztalcen
na powierzchni za pumoca tensometréw lub metoda elastooptyczng. Metoda ta oparta jest
na odkryciu Dawida Brewsteral), kiory zauwaiyl, ze przy przejsciu spolaryzowanego $wia-
tla przez kawalek szkla, wskutek wywolanego w nim stanu naprezenia, pojawia sie uklad
wielobarwnych prazkéw. Brewster zaproponowal, aby uklady tych barwnych prazkéw wyko-
rZystaé do pomiaru naprezen w takich konstrukejach inzynierskich, jak mosty kamienne,
przeprowadzajac badania w $wietle spolaryzowanym szklanych modeli tych konstrukceji

przy réinych warunkach obciazenia. Propozycja ta nie zostala w owym czasie wykorzystana
przez inzynieréw. Poréwnania ukladéw barwnych prazkéw elastooptycznych z rozwiazaniami
analitycznymi przeprowadzal fizyk Maxwell?). Wspomniana propozycja zostala wykorzystana
gnacznie posniej przez C. Wilsona przy badaniu naprezent w belce obciazonej sila skupiona®)
oraz przez A. Mesnagera przy badaniu mostéw lukowych?). Metode te rozwingt i szeroko
stosowat E. G. Coker®), kt6ry na material modelu uzywat celuloidu. Pézniejsi badacze. nzy-
wali w tym celu bakelitu, a w ostatnich Jatach — fosterytu®).

W dalszym ciagu wezmiemy pod uwage jedynie najprostsze przyrzady elastooptyczne?).
Promieniowanie $wietlne uwaza sie za fale poprzeczne, przy czym w $wietle zwyklym (dzien-
nym) drgania zachodza w sposob nieuporzadkowany we wszystkich kierunkach prostopadlych
do kierunku promienia $wietlnego. Przez odbicie éwiatla od plytki szklanej pokrytej z jednej
strony czarna farba lub przepuszczenie przez filir polaryzacyjny — pryzmat Nicola lub
polaroid — otrzymujemy w wigkszym lub mniejszym stopniu spolaryzowana wiazke pro-
mieni $wietlnych, w ktérej przewazaja drgania poprzeczne 0 pewnym okreslonym kierunku.
Plaszczyzne, w ktérej zawarty jest promien i zachodza drgania poprzeczne, nazywamy wprost
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