plaszezyzna drgant). Tego rodzaju éwiatlo stosuje sic w elastooptyeznych badaniach stanu
naprezenia. Bedziemy braé pod uwage jedynie $wiallo monochromatyczne.

Rys. 98a przedstawia schemat polaryskopu liniowego. Wiazka promieni éwietlnych, wy-
chodzaca z L, przechodzi przez polaryzator P, a nastepnie — przez pizezroczysty model 1M,

a) 9 . n . b) o an

® i

Loy M

Rys. 98

D

w ktérym, w zaleznosdei od panujacego w nim stanu naprezenia, ulega odpowiedniej mody-
fikacji. Po przejsciu przez model wiazka przechodzi przez drugi filir polaryzacyjny A, tak
zwany analizator, i pada na ckran S, na ktérym powstaje uklad prazkéw interferencyjnych

(rys. 100—104).
af = by, =

Y =
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Rys. 99

Na rys. 99a przedstawiony jest maly element abed lewej powierzchni modelu M, na kté-
rym naprezenia gtowne o, i 0, zaznaczone sa dla wygody pionowo 1 poziomo. Spolaryzowany
w plaszezyznie OA promient éwietlny (rys. 99) przybywa z P w kierunku prostopadlym do
plaszezyzny rysunku. Przyjmujac, ze odpowiadajace rozpatrywanemu promieniowi drganie
jest drganiem prostym i harmonicznym, mozna przedstawié je za pomoca ,,przemieszczenia®
o kierunku OA i wartoéci

§ = acospt [a]

gdzie p oznacza czestosé drgan pomnozong przez 27, zalezng od barwy éwiatla, zaé t — czas.

Przemieszczenie [a] w plaszczyinie OA rozklada sie na dwie skladowe o amplitudach
OB = acosa i OC = asina, lezace odpowiednio w plaszczyznach Ox i Oy. Odpowiednie skla-
dowe przemieszezenia réwnaja sic

X =acosgcospt; y = asingcospt [b]

Wplyw naprezen gléwnych o, i o), dzia}ajqcych w punkcie O plytki, polega na zmianie pred-
koéei, z ktérg te skladowe przechodza przez plytke. Niech v, i v, oznaczaja predkosdé w plasz-
czyznach Ox i Oy. Jeéli K jest gruboécia plytki, to czasy, w ktérych te dwie skladowe prze-
bywaja plytke, wynosza odpowiednio
h h
£y =— o = — c
L | (]

1) Niektérzy autorzy wprowadzaja pojecie plaszczyzny polaryzacii, okreslajac ta nazwa plaszezyzne prostopadla
do plaszezyzny drgan. W plaszezyznie drgan lezy o polaryzacyjna filiru polaryzacyjnego (przyp. tlum.).

Poniewaz fale éwietlne przewodzone sa bez zmiany postaci, to przemieszczenie x; (w kierunku
osi ) éwiatla opuszezajacego plytke w chwili ¢ odpowiada przemieszezeniu w kierunku osi x
éwiatla padajacego na plytke we wezedniejszej chwili ¢, Tak wige

%y =acosacosp(t —ty); y; — asingcosp(t — ty) [d]

Tym samym, przy opuszczaniu plytki, skladowe te charakteryzuje pewna réznica faz 4 —
= p(ty — ;). Ustalono dodwiadezalnie, %e dla okreslonego materialu, znajdujacego sie w okre-
glonej temperaturze, roznica faz jest proporcjonalna do réinicy wartodei naprezen gtéwnych.
Rémica faz jest ponadto réwniez proporcjonalna do grubosci plytli. Zwiazek ten zwykle
przedstawia sie w postaci

4= gy;’ﬁ : C(Ux - 6)’) [e}

gdzie 2 jest dlugoscig fali (w préini), a €' — okreslona doéwiadezalnie siatq elastooptyczng,
przy czym C zalezy od dlugosdei fali, temperatury i od rodzaju materiatu.

Analizator 4 przepuszeza jedynie drgania lub ich skladowe zachodzace w jego plaszezyznie
drgan. Jeéli plaszezyzna ta tworzy kat prosty z plaszezyzna drgan polaryzatoral) i nie ma mo-
delu w przestrzeni pomiarowej polaryskopu, to A nie przepuszeza §wiatla i ekran pozostaje
ciemmny.

Zbadamy obecnie, co zachodzi, gdy w przestrzeni pomiarowej polaryskopu znajduje sig
model. Skladowe [d], dochodzace do analizatora, moima przedstawié nastepujaco .

Ny = @ COS (& COS Y; ¥y = asin  cos (p — A) [£]

poniewaz zachowujg one réznice faz A pray przejécin od M do 4. W réwnaniach [f] przyjeto
oznaczenie p=p ¢+ const.

Plaszezyzna drgan A przedstawiona jest na rys. 99a dla wygody prosta mn, prostopadla
do 04. Skladowe drgan [f], przepuszezane przez A, pokrywaja sie z kierunkiem Om i za po-
moca réwnal [f] wyrazaja sie nastepujaco

Xysin o = ga sin 2a cos p;  —y, cos & = — fa sin 2a cos (y — A)

Drganie wypadkowe wzdluz mn jest przeto okrelone wyrazeniem

%a sin 2¢ [cos p — cos (y — )] = —a sin 2¢ sin i‘Aj sin (w — %)

Czynnik sin ( P — 2) $wiadezy o tym, ze mamy do czynienia z drganiem prostym harmo-
nicznym. Amplituda tego drgania wynosi

a sin 2¢ sin > [g]

Z powyiszego wynika, ze pewna czesé $wiatla osiagnie ekran, jedli tylko nie bedzie sin 200 =0 lub
sin//2=0. Jesdli sin 200=0, to kierunki naprezen gtéwnych sa réwnolegle do (wzajemnie prosto-
padlych) kierunkéw polaryzacji Pi A. Tak wiec promienie, ktére przechodza przez takie punkty

1) Méwi sie, ze polaryzator i analizator sa ,skrzyzowane®.
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modelu M, beda wygaszane i odpowiednie punkly na ekranie pozostana ciemmne. Punkty
te sq zwykle ulozone na jednej lub wiekszej liczbie krzywych, kiére na ekranie S uwidoczniajg
sig w postaci ciemnych pasm. Kazda taka krzywa nazywamy »izokling®. Na izoklinie mozna
wykredlié caly szereg krétkich odcinkéw réwnolegtych do osi Pi A, dla zaznaczenia gléwnych
kierunkéw naprezefi w tych punktach. Przez obrét polaryzatora P i analizatora A, przy wza-
jemnie prostopadlych osiach otrzymuje si¢ réine jzokliny. Naniesione na izoklinach krétkie
odeinki tworza uldady elementéw kierunkowych, przy czym uklady te sa podobne do obrazu
utworzonego przez opitli stalowe w polu sit magnetycznych. Uklady elementéw kierunkowych
umozliwiaja wykreélenie linii krzywych stycznych w kazdym punkcie do kierunkéw napre-
zenn glownych.

Jedli sin 4/2=0, to wtedy 4 =2nz, gdzie n=1, 2... Gdy 4=0, wiedy naprezenia giéwne
sg sobie réwne. Punkty, w ktérych to zachodzi, nazywaja si¢ punktami osobliwymi (izotro-
powymi) 1 na ekranie pozostaja ciemne. '

Punkty, w ktérych n=1, n=2,
te nazywaja sie izochromami (poniewaz przy uzyciu $wiatta bialego kazdy z nich odpowiada
wygaszonym promieniom o pewnej diugoéci fali, a wige tym samym pewnej barwie widma).
Z réwnan [e] wynika, Ze réinica 6, —o, na izochromie o n=2 jest dwa razy wieksza od réznicy
0,—0, na izochromie o n=1, 1td Aby okredlié réznice naprezen glownych, nalezy znaé
réznice naprezen, odpowiadajacy izochromie pierwszego rzedu, czyli tak zwana wartoéé rzedu

tworzg ciemne prazki 1, 2 itd. rzedu. Prazki

izochromy?).

Wartoéé rzedu izochromy mozna wyznaczyé za pomoca poddanej prostemu rozciaganiu
prébki w ksztalcie waskiego plaskownika. Poniewaz stan naprezenia w prébee jest réwno-
mierny, przeto. podezas rozciggania caly widoczny na ekranie obraz modelu réwnomiernie
rozjaénia si¢ lub ciemmieje. Przy obciazeniu zerowym obraz jest ciemny. Gdy naprezenie
w modelu wzrasta, obraz rozjadnia sie, a nastepnie ciemnieje, gdy réznica naprezen glownych
(w tym przypadku wprost naprezenie rozciggajace) osiaga wartosé rzedu izochromy. Przy
dalszym wzroécie naprezenia obraz rozjadnia sie i clemnieje ponownie, gdy riaprezenie osiaga
warto$é odpowiadajaca izochromie drugiego rzedu itd.

Podobne cykle rozjaénienia i ciemmienia beda oczywidcie wystepowaé w kazdym punkcie
niejednorodnego pola naprezen w miare wzrastania obciazenia — o ile réznica naprezen
gléwnych w danym punkcie osiagaé bedzie wiclokrotnoéei wartosci rzedu izochromy. Cyk-
lom tym, zachodzacym w poszezegélnych punktach, odpowiada w calym obserwowanym polu
stopniowe przemieszczanie sie izochrom, a talze pojawianie si¢ nowych izochrom w miare
wzrostu obciazenia. Przez obserwacje tego ruchu i przeliczanie wystepujacych kolejuo izo-
chrom moina wiec okreslié ich rzedy.

Na przyktad w plaskiej beleczce, poddanej czystemu zginaniu, wystepuje uldad izochrom
przedstawiony na rys. 100. Réwnolegloéé izochrom wynika z faktu, ze w czgéciach beleczki
oddalonych od punktéw przylozenia obeigZenia rozklad naprezei we wezystkich przekrojach
pionowych jest identyczny. Obserwujac ekran mozna stwierdzi¢, ze w miarg wzrostu obcia-
senia na gérnym i dolnym brzegu beleczki pojawiaja si¢ nowe izochromy i daza do ¢rodka;
caly obraz staje si¢ coraz gedciej zapelniony izochromami. Istnieje tylko jedna izochroma,
ktéra pokrywa si¢ z warstwa obojetna i przez caly czas pozostaje ciemna. Oczywiscie jest to
izochroma rzedu zerowego n=0.

1) W literaturze polskiej uzywa sie réwniez terminu — stala modelowa (przyp. thum.).
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43. Polaryskop kelowy. Stwierdziliémy poprzednio, ze w omawianym wyzej pola-
ryskopie liniowym powstaja, przy danej wartosci kata ¢, zaréwno izokliny, jak i izochromy.
Rys. 100 powinien wice wykazyiva¢ zaciemnienia w tych miejscach, w ktérych lierunki na-
naprezeni gléwnych polrywaja si¢ z lierunkami osi polaryzatora i analizatora. Zdjecie na vys,

o o 5 r. Lovr - o 2 7’ . B 3
100 otrzymano w rzeczywistodci za pomoca polaryskopu kolowego, ktéry w odréznieniu od
polaryskopu liniowego umozliwia wyeliminowanie izoklinl). Schemat polaryskopu kolowego

Rys. 100

przedstawiony jest na rys. 98h. Polaryskop ten réini sie od polaryskopu liniowego przedsta-
wionego na rys. 98a tym, ze posiada dodatkowo dwie plytki éwieréfalowe Qp1 Q). Plytka
¢wieréfalowa jest krysztalem o dwéch osiach polaryzacji, przy czym wplyw jej na $wiatto jest
podobny do wpltywu réwnomiernie naprezonego modelu i polega na wprowadzeniu réznicy
faz A, podobnie jak wyrazono to w réwnaniu [f]; gruboéé plytki jest jednak tak dobrana,
aby A=m/2. Korzystajac obecnie z réwnania [f] w przypadku $wiatta opuszezajacego Qp
i nwzgledniajac powyzsza warlo$é 4, siwierdzamy, 7e prosty wynik otrzymuje si¢ przez przy-
jecie dla kata e, ktéry jest teraz katem zawartym mieday plaszezyzng P i jedna z osi Qp,
wartosci 45°, Mozemy napisad

ol = Ccos s ¥o! =" s (rp n) P [h]
y = —=—COs Y, Yo" ==—=1005 — = | S——=ig11 )
V2 e lr2) 3

- : 12 “ z 3 ¥ . % % .
Tutaj x, odpowiada ,szybszej* osi plytki éwieréfalowej. Punkt poruszajacy sie, przy tych
przemieszezeniach sktadowyeh (p zawsze ma postaé pt+ wartodé stala dla danego punktu
wzdluz promienia), zakresla okrag. Dlatego tez éwiatlo takie okreéla sig jako kolowo spolary-
Zowane.
Skladowe [h] brane sa wzdluz osi polaryzacji Qp. Oznaczajac przez f kat ‘miedzy
i kierunkiem o, w modelu (rys. 99h), a przez 4 — ponownie réznice faz spowodowana na-
1) Przy obrocie polaryzatorai analizatora i zachowaniu prostopadloéci ich osi izochromy pozostaja nieruchome,

podczas gdy izokliny podlegaja przemieszezeniom, Przy szybkim obrocie tych filtréw izokliny staja sig niewidoczne.
Polaryskop kolowy prowadzi do tego samego wyniku przy pomoey érodkéw czysto optycznych.
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s6nl 1 S1C1 Ly = = 5 . . ’
prezeniami w elemencie, dla dwiatla opuszezajacego model odpowiadajace x) skladowe
mozna wyrazié nastepujaco:

iy = cos ff cos sl i ( A)
T > g = —— SIIL [J cos = .
3 V2 Y Y3 \/2 ()] [i]
Podobnie w odniesieniu do ;}f; olrzymuje sig:
a . S v e . g
K= — ——sin fsiny; 3, =——cosfs — :
3 VZ fsiny; 3 V’2 cos fi sin (p — ) Il

Po dodaniu skladowych opisanych réwnaniami [i] oraz [j] znajdujemy dla éwiatla opuszcza-
jacego model:

Ny = ——=cosy’; Vs

@
V2 »" e
gdzie y' =y +f.

Przed zbadaniem wplywu Q4 1 A na $wiatlo praechodzace przez polaryskop wygodnie
jest praedstawié ruch [k] jako superpozyeje dwdch ruchéw kotowych. Mosma tego dokonad
nastepujaco. Oznaczajac ' — (4/2) przez v" i (1/\/§ przez b, olrzymuje sie réwnania [k]

sin (" — ) k]

w postaci

A A
Xy = b cos (1,0” = *2‘) =0 (0052 cos '’ — sin% sin 'fp”) [1]
o Bt - b A, . .4 "
Yy =8 LRy = Cog g Al g = sm?cosy) [m]

ktéra praedstawia superpozycje ruchu kolowego o promieniu b cos (4/2) zgodnie (rys. 99b)
z ruchem wskazdwek zegara (promien slderowany w kierunku kartki papieru) i ruchu kolo-
wego o promicniu b sin (4/2), przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara,

Mozemy obecnie pokazaé, ze gdy of polaryzacji analizatora 4 jest obrécona o 45° wzgle-
dem osi polaryzacji (y, to jeden z ruchéw kolowych przekazywany jest na ekran S, a drugi
zostaje wygaszony i w wynilu otrzymuje sie obraz zawicrajacy izochromy bez izoklin, czyli
taki, o ltéry nam chodzito,

Kierunki skladowych g, y4, w réwnaniach [1] 1 [m], pokrywaja sie z kierunkami naprezen
gléwnych w modelu. Zmiana osi przy ruchu kotowym wplynie jedynie na zmiane kata fazo-
wego " o wartoé¢ stala. Tak wiec ruch kotowy, zgodny z ruchem wskazéwek zegara, moze

byé przedstawiony skladowymi w postaci

Xyp=cCosP; Yyg=csiny (n]
wzdtuz osi (0, gdzie  ma ponownie postaé pt -+ const. Utozsamiajac kierunelk x, z kierunkiem
szybszej osi Qy, bedziemy mieli po wyjéciu z Q)

Xy = CCOSY; ¥ = Csin (qp 4%) = —ccosy [o]

gdzie y ponownie zmienilo sie o stala wartoéé.
Jedli teraz obrdcimy o$ analizatora 4 o kat 45° wzgledem Oxy 1 Oy, (rys. 99¢), to sklado-
we przemieszezen [o] w kierunku lej osi réwnaja sig

¢ cos 45° cos p — ¢ cos 457 cos
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lub zeru. Tak wiec ruch kolowy, zgodny z ruchem wskazéwek zegara, ulega wyga-

szeniu.
Rozpatrujac w ten sam sposob te cze$é ruchu opisanego réwnaniami [I] i [m], ktéra

ma zwrot przeciwny do ruchu wskazéwek zegara, czyli

f_ . . 14_ ’
x,=—csiny; y,=—ccosy [n']

yuajdujemy, ze przemieszezenia zachodzace wzdhuz osi analizatora wynosza

—ccosd5°sin p — ¢ cos 457 sin
a ich amplituda jest réwna
= =, . 4 o= .
V2 ¢ lub V2 b sin - Jub asin = p]
adzie b oznacza af 2, za$ @ jest amplituda drgania opusrczajacego polaryzator. Nie uwzgled-
nialiémy tu oczywidcie straty éwiatla w przyrzadzie. Poréwnujac otrzymany wynik z wyni-

kiem [g] dla polaryskopu liniowego stwierdzamy, ze obecnie nie wystepuje czynnik sin 2o,

a tym samym na ekranie widoczne sa jedynie izochromy hez izoklin.

Rys. 101

Jedli A réwna jest zeru, to i amplituda [p] jest réwna zeru. Tak wiec, jeéli model jest nie-
obciazony lub w przestrzeni pomiarowej nie ma modelu, to ekran pozostaje ciemny. Rozpa-
trywane ustawienie elementéw optyki polaryskopu kolowego odpowiada zatem ciemnemu
polu widzenia. Jedli o analizatora obrcimy o 90° wzgledem @, to otrzymamy jasne pole
widzenia, a na obrazie modelu jasne praiki zajma miejsce ciemnych. Ten sam efekt osiaga
sig w polaryskopie liniowym, jeéli osie polaryzatora i analizatora nie sa prostopadle ale réwno-
legte.

44. Przyklady wyznaczania naprezenn metoda elastooptyczng. Metoda elasto-
oplyczna dostarezyla specjaluie waznych wynikoéw w dziedzinie badaii spigtrzenia na-




prezen na brzegach otwordw i karbéw (wyeied). W takich praypadkach maksymalne napre-
zenie wystepuje na brzegu i moze byé bezpogérednio wyznaczone metoda oplyezng, poniewas
jedno z naprezen gléwnych na swobodnym brzegu znika.

Zdjecie na rys. 101 przedstawia uklad izochrom w zakrzywionym precie!) zginanym mo-
mentami M. Promien zewnetrzny preta jest trzykroinie wiekszy od wewnetrznego. Liczby

wskazujace rzad izochrom, podane na prawym brzegn rysunku, wskazuja na maksimum
réwne 9, wystepujace we wldknach skrajnych preta. Réwne odstepy miedzy izochromami
odpowiadaja liniowemu rozkladowi naprezen wywolanych zginaniem czedei prostoliniowe;.
Rzedy izochrom, zaznaczone wzdluz gérnego brzegu, pokazujg rozklad naprezen w czedel
zakrzywionej (w modelu pelnym hrzeg ten lezy na jego osi symetrii) i wskazuja na naprezenia
$ciskajgee na brzegn wewnelrznym, przedstawions liczba 13,5, oraz na naprezenia rozciaga-
jace na brzegu zewnelrznym, ktérym odpowiada liczba 6,7. Wartodel te pokrywaja sie bardzo
Scisle (w sensie proporcjonalnosci) z wartoéciami otrzymanymi z rozwiazania ,écistego®
teoretycznego, a wyszczegdlnionymi w ostatnim wierszu tablicy podanej w par. 27.

Y E. E. Weibel: ,Trans. A. S. M. E., t. 56, str. 637, 1934.
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Rys. 102 i 103 przedstawiaja przypadek zginania belki sila skupiona przylozona w érod-
ku?). Gestoéé rozkladu ciemnych prazkéw wskazuje na duze naprezenia w okolicy punktu
przylozenia obciazenia. Rzedy izochrom, przecinajacych poprzeczne przekroje belki,
maleja w miare oddalania si¢ od érodka belki, co wywolane jest zmniejszeniem sig momentu

Zginajacego.

Rys. 104

Rys. 104 przedstawia rozklad naprezen w osiowo rozcigganym plaskowniku, ktérego
przekréj zmienia sie skokowo. Widzimy, ze naprezenia maksymalne powstaja w miejscach
naglej zmiany przekroju. Stosunek tych naprezen maksymalnych do naprezer érednich
w waskiej czefei plaskownika nazywa sie wspélezynnikiem ksztaltu?). Wspolezynnik ten
zalezy od stosunku promienia przejécia R do szerokodci d plaskownika. Pewne wartodci
wspdlezynnika ksztaltu otrzymane doswiadczalnie®) podane sa na wykresie na rys. 105.
Widaé, ze naprezenia maksymalne gwaltownie wzrastaja, gdy stosunele R[d maleje, a pray
R|d=0,1 maksymalne naprezenie jest wiccej niz dwukrotnie wigksze od freduniego. Rys. 106
przedstawia ten sam plaskownik poddany czystemu zginaniu momentem par sit przylozo-
nych na koncach i dzialajacych w plaszezyznie érodkowej plaskownika. Na wykresie (rys. 107)
podano odpowiedni wspélezynnik lsztattu.

1 M. M. Frocht: ,/Trans. A. S. M. E.%, t. 53, 1931.

2) W oryginale uiyto nazwy: wspélezynnik spigtrzenia naprezen, W tlumaczenin przyjeto powszechnie stoso;

wany w Polsce termin ,,wspélezynnik ksztaltu® (przyp. tlum.).
3) Patrz praca Weibela, loc. cit.
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45. Okreslenie naprezen gléwnych. Poprzednio stwierdziliémy, ze w zwyldym pola-
ryskopie okresla si¢ jedynie réznice migdzy naprezeniami gléwnymiiich kierunki. Gdy na-
lezy okreélié naprezenia gléwne w calym modelu lub na brzegu o nieznanym rozkladzie ob-

1
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Rys. 106

ciazenia zewnetrznego, trzeba przeprowadzié dodatkowe pomiary lub obliczenia. W tym celu
stosowano juz lub proponowano wicle réznych metod. Podamy tutaj jedynie krétki opis

kilku z nich?).

Sumg naprezenn gléwnych wyznaczyé mozna droga pomimru zmian gruboéci tarczy?®).

1) Dalsze informacje — patrz odnoénik 7, str. 127.
2) Metode t¢ zaproponowal Mesnager, loc. cit.

- M,

. Zmniejszeniec grubodci wywolane stanem naprezenia wynosi

h
Ah = = (o + ) [a]

Jesli dysponujemy pomiarami A% w kazdym punlkcie, w ktérym chcemy wyznaczy¢ napre-

 ienia, to mozemy z powyzszego wyliczyé o, +0,. Do tych celéw opracowano killa specjalnych

tensometréwl). Jedna z metod okredlenia zmian gruboéei modelu przedstawia sie nastgpujaco.
Model umieszcza sie przy plytce szklanej o éciankach plaskich i réwnolegtych. Miedzy po-
wierzchnia a $cianka plytki powstaje warstewka powielrza o zmiennej gruboécei, okreslone]

S Wspolezynniki koncenlragi naprg zen
i 2,6 prey czystym zginanid
§~ { 0-D/d =3
N O-B/d =45
S,
e I -)
: C |4
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8
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S =y
E o
&
1
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zmiang gruboéci modelu. Dzigki lej warstewce powstaje uldad prazkéw interferencyjnych,
kiéry po sfotografowaniu dostarcza #adanych informacji odnognie rozkladu sumy napreien
o, +0,

Suma naprezen gléwnych spelnia réwnanie rézniczkowe [b] par. 16; réwnanie to spehniajg
réwniez ugiecia membrany?®) w rodzaju np. blonki mydlanej, poddanej réwnomiernemu roz-
ciaganiu. Jesli przyjaé odpowiednie wartodei brzegowe, to ugiecie takiej membrany przed-
stawia w pewnej skali sume o,+0,, W wiclu przypadkach wartosei brzegowe o0, po-
trzebne do sporzadzenia modelu membrany, moina wyznaczyé na podstawie rozkladu izo-
chrom uzyskanego na drodze elastooptycznej. Izochromy okretlaja réznice naprezen o, —0,.
Na brzegu swobodnym jedno naprezenie gléwne, np. o,, réwne jest zeru i suma o,+a, staje
si¢ réwna réznicy o,—0,. Réwniez w takim punkcie brzegu, w ktérym dziala wylacznie na-
prezenie normalne o znanej wartoéei, stanowi ono zarazem naprezenie gtéwne i clastooptyczny
pomiar réznicy naprezenn gléwnych wystarcza do okredlenia ich sumy. To samo réwnanie
rézniczkowe jest spelnione przez potencjal elektryczny pradu przeplywajacego przez plyte
i fakt ten moze stanowi¢ podstawe pomiaru metoda elektryczna®).

1) Patrz M. M. Frocht: ,Photoelasticity®, t. 2.
2) J. P. Den Hartog: Z. angew. Math. Mech., t. 11, str. 156, 1931.
%) Patrz R. D. Mindlin: ,J. Applied Phys.%, t. 10, str. 282, 1939.




Niezaleznie od tych metod dos$wiadezalnych opracowano szereg efekiywnych metod nu-
merycznych, ktére sa oméwione w , Dodatku®.
Naprezenia gléwne moga by¢ réwniez okrelone za pomoca obserwacii czysto elastooptycz-
nych; sa one jednak bardziej pracochlonne od metod oméwionych w paragrafach 42 i 43,
- 46. Elastooptyka tréjwymiarowa. Modele uzywane w zwyklej clastooptyce obciaza
sie w temperalurze pokojowej; sa one sprezyste, a po usunieciu obciazenia uklad prazkéw
znika. Poniewaz éwiatlo musi przechodzié przez cala gruboéé modelu, interpretacija tego ukladu
jest mozliwa jedynie wtedy, gdy model znajduje si¢ w plaskim stanie naprezenia, to znaczy

Rys. 108

wtedy, gdy skladowe naprezenia nie ulegaja prawie weale zmianom na grubosci modelu.
W przeciwnym przypadku trojwymiarowego rozkladu naprezen, efekt optyczny stanowi
catke wplywow naprezen we wszystkich punktach, przez ktére przechodzi promieri $wietlnyl).

Trudnoéé ta zostala pokonana za pomoca metody opartej na obserwacjach dokonanych
przez Brewstera 1 Clerka Maxwella®), ktérzy stwierdzili, Ze materialy o konsystencji gala-
retowatej ,takie jak klej produkowany z pewnego gatunku ryh, zastygajace pod obciazeniem,
a naslgpnic odciazone, zachowuja trwaly uldad izochrom w polaryskopie — tak, jak gdyby
byly weigz obciazone i sprezysie. Zywice, takie jak bakelit i fosteryt obciazone na goraco,
a nastepnie ozigbione posiadaja, jak to stwierdzili péiniejsi badacze, te sama wlasnoéé, Mozna
to wyjaéni¢ przyjmujac®), ze materialy te posiadaja strukture zlozona z mocnego szlkicletu
sprezystego lub siatki molekularnej, na ktéra cieplo nie ma wplywu, a wolne przestrzenic
wypelnione sa masg zlozong z luino zwiazanych czastek, ktéra mieknie pod wplywem ogrza-
nia. Gdy obciazamy rozgrzang prébke, wtedy cale obciazenie przenosi szkiclet sprezysty,

1 . L & %
elas[iﬂ?;:}tz@argé;:ly%j gr ﬁ;c&em w ,,Handbook of Experimental Stress Analysis®, ktory w zwiezle] formie omawia
2) J. Clerk Maxwell: ,,Sci. Papers®, t. 1, str. 30.
#) M. Hetényi: ,J. Applied Phys., t. 10, str. 295, 1939.
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ktéry bez przesziod odksztalea sig sprezyéeie. Po ozigbieniu miekka masa, w ktdrej zanurzony
jest sprezysty szkielet, ,zastyga® i utrzymuje szkielet w prawie niezmienionym stanie odlesztal-
cenia nawet po odjeciu obciazenia. W podobny spos6h ulrzymuje sie zasadniczo rdwniez
i efekt elastooptyezny i nie ulega zaburzeniom po pocigeiu probli na czeéed, Préblke tréj-

. AVE 240

wymiarowa mozna wige pociac na cienkie pyiki i kazda 2z nich badaé w polaryskopie. Stan
naprezenia w plytee, ktéry wywelal rozpatrywany efekt optyczny, nie jest plaskd, leez wiado-
mo, 7e skladowe 7., 7,,, 0, nie maja wplywu na promien éwietlny biegnacy w kierunku z
normalnym do plytki. Uklad izochrom, przedstawiony na rys. 108, pochodzi z takiej wlasnie

plytki, wycietej wzdluz osiowego przekroju okraglego preta (wykonanego z fosterylu) z hi--

perbolicznym karbem?). Naprezenie maksymalne otrzymane z tego ukladu rézni si¢ o dwa
lub trzy procent od wartoéci teoretycznej. Zdjecie na rys. 109 przedstawia inny uklad izo-
chrom tego samego charakteru, otrzymany z modelu (bakelitowego) zlacza gwintowego?).
Dolna nakretka ma ksztalt typowy, za$ gérna posiada stozkowe zwezenie 1 wykazuje nizsze

spictrzenie naprezen.

1) Leven, loc. cit,
%) M. Hetényi: ,,J. Applied Mechanics® (Trans. A. S. M. E.), t. 10, str. A-93, 1943. W pracy te] podane sq

réwniez wyniki dla innych ksztaltéw nakretek.
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ROZDZIAL 6
METODY ENERGETYCZNE

47. Energia odksztalcenia. Gdy belka o stalym przekroju poddana jest prostemu
rozciaganiu, to sity dzialajace na jej konce wykonuja w trakcie rozciagania pewna prace.
Talk wiec, jesli element pokazany na rys. 110, poddany jest jedynie dziataniu naprezei nor-
malnych o, to sila o,dydz wykonuje pewna prace na drodze réwnej wydluzeniu e dx.
Zwigzek migdzy tymi dwoma wielkoéciami podezas obciazenia przedstawiony jest linia prosta
na rys. 110b, a wartos¢ pracy wykonanej przy tym odksztalceniu réwna sie powierzchni

tréjkata AOB i wynosi & (o, dydz) (edx). Owmna-

a} b) o dydz - czajac te prace przez dF, otrzymujemy

S it A 3
-t—2 (SN dV= ]g O'xé‘xdx djf dz [El]
daz /l T o . 5 . . .
e dx Oczywidcic na kazdym takim elemencie o te] samej

8 B
Rys. 110

objetodci wykonana jest taka sama praca. Zbadamy
obecnie, co dzieje si¢ z ta pracg — w jaki rodzaj
Iub w jakie rodzaje energii przekszlalea sie ta praca?

W przypadku gazu adiabatyczne zmniejszenie objetosci wywoluje wrzrost temperatury.
Podezas adiabatycznego $ciskania zwyklego preta stalowego istnieje analogiczne zjawisko,
ale podwyiszenie temperatury jest znikomo mate. Odpowiednia ilodé ciepla stanowi jedynie
bardzo drobny ulamek pracy wykonanej przez sily éciskajace?). Dla naszych celéw te mala
czes¢ pracy mozna pominaé, Przyjmujemy wiee, Ze cala praca zamienia sic w elemencie na
energie odksztalcenia, a sadna jej czedé nie zostaje zuzyta na wytworzenie ciepta. Przyjmuje
sig, ze element pozostaje sprezysty, a nadto — e nie wywiazuje sie przy tym energia kine-
tyczna.

Te same rozwazania stosuja sie i do przypadku, gdy na element dziala szedé skladowych
napregenia @, 0y, 0,, Ty, Tpps Ty, (rys. 3). Zgodnie z zasada zachowania energii, wykonana
praca nie zalezy od kolejnodci przylozenia sil, a jedynie od ich konicowych wartodei. W prze-

ciwnym razie moglibyémy obeiazaé w jednej kolejnoéei a odciazaé w innej, odpowiadajacej

wiekszej ilodei energii. Tak wiec z elementu moglibyémy uzyskaé pewna ilodé pracy podeczas
pelnego cyklu obciazenia i odciazenia.

Obliczenie wykonanej pracy jest najprostsze, jedli wszystkic sily lub naprezenia wzrastaja
réwnoczesnie W tym samym stosunku. Wtedy zwiazek miedzy kazda z sil a odpowiednim
przemieszezeniem jest liniowy, jak to pokazano na rys. 110b, i praca wykonana przez wszystkie
sily wyraza sie réwnaniem

dV =V, dx dy dz [b]

1) Jedli byloby inaczej, to istnialaby zasadnicza r6znica miedzy adiabatycznym i izotermicznym modulem spre-
zystoécl. Rzeczywista réznica jest bardzo znikoma. Patrz G. F. C. Searle: »Experimental Elasticity®, rozdz. 1.
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I ‘ gdzie 3

| : If(_) o % (ngx -+ Oy, = 0:€; == T:ty?’xy T TyzVyz it szsz) [Cj

i Tak wice ¥, jest ilogcia pracy przypadajacej na jednostke objetoéei lub energia wladciwa od-

v ksztalcenia.

W powyzszych rozwazamiach przyjeto, 7e na przeciwlegle Scianki clcm_cntu dzialaja naprezenia o iej. samej

wielkogei oraz e sily masowe réwnaja sig zeru, Obecnie rozwaiymy pmmwm? 1)1I'acqlwykonana na clcmm?me prIyY

! zalozeniu, ze pole naprezen zmienia si¢ wewnatrz ciala oraz przy m\'z.glt;dmennjl sit In.asmwch. Roz.w-azymy 1:1;1
‘ poczatku dzialanie silty o, dydz na éeianke 1 elementu pokazanego na rys. 110&1..“’ yklonu]c. ona na PI‘ZCH.L[ESZCZ?TIH]
u tej &cianki prace wielkosei § (o), dydz, gdzie wska#nik 1 oznacza, ze funkcje o, i w mierzone sa w punkcie I.

.‘ Sila o, dydz wylkonuje na fciance 2 prace — 1 (o), dydz. Calkowita praca wykonywana na obu $ciankach wynosi
Sita 7, dydz - 5 et

%1('7,\’”)14 (an-)i] dy dz

| a w granicy dazy do .

1 ¢
— —— (opu) dx dy dz [d]
2 dx
S A =g 5 s 3 e .
W dalszym ciagu obliczamy prace wykonang przez napreZenia stycane Ty, T, ha scw;n]\d(.hl i ]i i goda]emy do [d]
: j race : rierzchni v rszystlkie trzy sklado rezenia
W ten sposéb otzymujemy prace wykonana na obu powierzchniach przez wszysikie trzy skladowe napre;
1@
i (o4t -+ Tay + Tozw) dx dy dz
2 ox
adzie v i w sq sktadowymi przemieszezenia w kierunkach osi y i z. Prace wykonana na dwoch pozostalych parach
a v sq skl 3 . . dné ' aligas
powierzehni mozna wyrazit w podobny sposéh. Calkowita praca wykonana przez naprezenia na w szystkich $ecian-
kach wyraza si¢ nastgpujaco
1

3 1
,2_ I:E (ot + Toyv + T::zw) &

o
-37 (oyv + Tyaw + Tey) + e (0200 -+ Tastt + Tyz'b‘)] dx dy dz [e]
dy oz
Gy cialo obeigzone jest sitami masowymi X dx dy dz itd., to wykonana przez nie praca wyraza si¢ nastgpnjaco

1 (Xu + Yo+ Zw) de dy dz If]

Callkowita praca wykonana w elemencie jest sumg [e] i [f]. Wykonujac rézniezkowanie [e] otrzymujemy nastepu-
jace réwnanie pracy calkowitej

P ) & ¢ Ju dw
1 Ju v dw S | du) Qw | v b 9% ___) -
?[Uﬂ;ﬁ-ﬁ Gy@;‘i‘ GZE T Ta:y( D% -+ 2 + Tyz 8_)' ke Oz + Tuz oz %

) S 8 95, D%
{ b oy -l-—@‘l‘i:‘fz-—‘r)( +v(i’1yr+fgbﬁ+ = +Y)+
o % oz % oz dx

Oz ox

n n ,
odz cTyz cTyz )
twl—F =+t 2 dx dy dz
dy
ic 16 i 1o i v v ; Zeni: riasach mnoZone przez
Ale na podstawie rownai réwnowagi [127], wyprowadzonych w par. 76, wyrazenia w lli.i"\las-atl iy prze
u, v, w réwne sq zern. Wielkosci, przez ktore mnozy sig skladowe naprezenia na podstawie zwigzkdw [2], réwnaja
L R i 3 - N i , .
sig & Y Tak wiee, calkowita praca wykonana na clemencie sprowadza sie do wielkodei okreslonej
T 2 Vg weeeee P B : -
réwnaniami [b] i [¢]. Réwnania te opisuja wigc prace wykonana na elemencie lub zmagazynowang w nim energig

odksztalcenia réwniez 1 w lym przypadku, gdy napregzenia sa zmienme 1 istnieja sity masowe.

Wiaéciwg energie odksztalcenia Vj, okre$lona réwnaniem [¢] mozemy wyrazié¢ za pomoca

prawa Hooke'a (réwnania [3] i [6]) jako funkcje jedynie skladowych naprezenia. Wtedy
1

V= e (0:2+ 0,2+ 0.%) — % (040, + 030+ 000 + 7 (T + T + T) [84]

. 0™ 9F 2G
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Mozemy takze postapi¢ odwrotnie: wykorzystaé [11] i wyrazi¢ ¥, jako funkeje jedynie skla-
dowych odksztatcenia, W tym przypadku mamy

Vo344 Cle2 4 824 60+ 3 C (> + 12+ 7.9 [85]
gdzie ‘
Ev

=&t gt gy A=t

(L) (1-2)

Wynika stad natychmiast, ze Vo jest zawsze wielkodcig dodalnig.
Latwo pokazaé, ze pochodne Fj z réwnania [85] wzgledem kazdej skladowej odksztalcenia
daja odpowiednia skladowy naprezenia. Obliczajac np. pochodna wzgledem &, 1 wykorzystu-

jac réwnanie [11], znajdujemy

av,
5, ie+ 2Ge, = o, [g]
W przypadku plaskiego stanu naprezenia, w ktérym o, =7, = 7,, = 0, na podstawie réwna-
nia [84], mamy
1 » )]
o= o5 @+ o) —- 7 OOt 5a T [86]

Calkowita energig odksstalcenia ciala sprezystego olrzymuje sie przez calkowanic wladei-
wej energii odksztalcenia ¥,

V=[[[Vydx dy dz 87]

Przedstawia ona calkowita prace, wykonang przeciw sifom wewnelrznym w Procesie obcia-
zenia. Jedliby przyjaé, ze cialo sklada sie z nieskoniczonej liczby crystek polaczonych ze soby
sprezynkami, to mozna uwazaé energic odksztalcenia za prace zuzyla na rozclagniceie Iul
gciéniecie tych sprezynelk.

Przy wykorzystaniu réwnan [84] lub [85] moina t¢ prace przedstawié albo jako funkeje
skladowych naprezenia, albo jako funkeje sklzdowych odksztalcenia. Zastosowanie obu tych
postaci przedstawimy w dalszym ciagu dyskusji.

TNoéé energii odksztalcenia zawarta w jednostee objetoéei materialu przyjmuje sig nickiedy za podstawe do
okreélenia napregenia granicznego, pray ktérym nastepuje zniszezenie materialu?). W celu pogodzenia tej teorii
z faktem, ze material izolropowy moze podlegaé bez uplastycznicnia bardzo duzemu ciénieniu hydrostatycznemu,
dzieli sig cnergie odksztaleenia na dwie czedei: jedna — wywolana zmiang objetoéei ciala i druga — wywolang
Zmianami postaciowymi i przyjmuje sie, ze jedynie druga czes¢ okreéla wytrzymaloéé?).

Wiemy, ze zmiana objetoéei jest proporcjonalna do sumy trzech skladowych normalnych naprezenia (véwnanie
[8]), jeéli wiec suma ta réwna sie zeru, to odksztalcenie polega jedynie na zmianie postaci. Kaida skladowa napre-
Zenia mozemy rozlozyé na dwie czeded

P—, ’ . :

) G,=0, + p; Gy=UJ-’+P; Gz:c}’z’+P
gdzie

n p=}0,+a,+0) =30 [1]
Poniewaz na podstawie poOwWyZszego

r ’ 7 d
o+ o/ + e /=0

2) Réine teorie V\-ynzymﬂ.-loscm“e omawia S. Timoshenko w swojej monografii »otrength of Materials®, t. 2.

) M. T. Huber‘:‘ ,»Czasopismo 1clchmczr|e“, Lwow, 1904, Patrz takie R. ». Mises: ,Gottingen Nachrichten
Math.-phys. Klasse®, 1913, str. 582 i F. Schleicher: »Z. angew. Math. Mech.,“, t. 5, str. 199, 1925,
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e ——

stan naprezenia 0,’, 0./, 0" wywoluje jedynie odksztalcenie postaciowe, a zmiana objetoéei zalezy calkowiciel)
od wielkoéei réwnomiernego rozeiagania p. Ta czedé energii, ktéra odpowiada zmianie objglodei, na podstawie
réwnania [8] réwna sie
€ 3(1—2v) , 1—29
—=-—"tp'=—" (g, + 0y + 0;)? i
2 2 ¥ 6E (02 + 0y + o [i]
Wylaczajac te wyrazenia z réwnania [84] i poslugujge sig tozsamoéeia
0,0y + 0,0, + 0,0, =— % [(0'.;;_ U;»)Q o (G_,‘_ 5;)2 i (6’;,— )% + (0,% - 5_-,,2 - U;ﬁ)

mozemy t¢ czedd energil, ktora odpowiada zmianie postaci, przedstawié réwnanicm

1—2» 14w
Vﬂ——6E (0z + 0y + 02)* = 61

[(oz— Gy)z S (0'11_ 0z)% 4

o (O'z == 0'.'5) 2] + 2_10' (sz2 + Ty Tyzz) [88]

W przypadku prostego rozciggania w kicrunku osi x istnieje jedynie napregenie o, i energia odksztaleeria posta-
ciowego [88] rowna si¢ ¢, (14+v)/3E. W przypadku czystego écinania zachodzacego np. miedzy plaszczyznami
az 1 yz istnieje tylko jedno réine od zera naprezenie 7, i energia odkszlaleenia postaci w tym przypadku réwna
sig (1/26) Txy2. Jesli prawdziwe jest zalozenie, Ze niezaleznie od stanu napreZenia zniszezenie zachodzi w danym
uldadzie tylko wtedy, gdy energia odksztalcenia postaciowego przekracza pewna granice (charakterysiyezng dla
danego materialu), to stosunek krylycznej wartoéel samego naprezenia rozeiagajgcego 1 samego naprezenia stycz-

nego mozna znalezé z zaleznoscl
.

1 g 1t e
S T e
26" 3E °
z ktorej otrzymujemy
1
Toy = —— 0z = 0,5570, il
Z

Doéwiadezenia przeprowadzone dla stali wykazuja?), 7e zalesnoéé miedzy granica plastycznoéei pray rozeigganiu
i przy écinaniu przedstawiona jest bardzo dobrze réwnaniem [j].

Rozwazajac energie odkszialcenia mozna wykazaé, ze zasada de Saint-Fenanta (patrz par. 18) jest konsekwencja
zasady zachowania energii?). Zgodnie z ta zasada, dwa réince uklady sil, majace te sama wypadkowa i dzialajace
na maly obszar ciala, wywoluja takic same stany naprezenia w calym ciele z wyjatkiem bezpoéredniego otoczenia
jego czedci obeiazonej. Jeéli jednemu z tych ukladéw nadaé zwroty przeciwne i dodaé uklady jeden do drugiego,
to otrzyma sig zerowy stan naprezenia z wyjatkiem jego hezpoéredniego otoczenia. Uklad obu obcigzeni jest samo-
zréwnowazony i zasada ta jest w rzeczywistodei réwnowaina stwierdzeniu, Ze samozréwnowazony uklad sil, dziala-
jacy na mala czeéé ciala, powoduje jedynie lokalny rozklad naprezenia,

Kazdy taki uklad sil w trakcie cbeigzenia wykonuje prace jedynie dzigki odksztalceniom w obszarze obcigso-
nym. Niech jeden z elementéw powierzchniowych tego ohszaru bedzie zamacowany w taki sposéb, aby nie zmienial
polozenia i orientacji. Jeéli p oznacza rzad wielkoéei (up. wiclkoéé érednia) sily przypadajacej na jednostke
powierzchni, natomiast @ stanowi wymiar liniowy (1j. érednice) obciazonej czedei, to skladowe odksztalcenia sa
rzedu (p/E), a przemieszezenia wewngtrz obeiazonej powierzehni sa rzedu pa/E. Wykeonana praca jest rzedu pa®
-pa/E Tub p®a®/E.

Z drugicj strony, skladowe naprezenia rzedu p powoduja energie odksztaleenia rzedu p* E na jednostke obje-
todci. Wykonana praca wystarcza wiec jedynie dla objetodcei rzedu a®, co jest zgodne z przyjeta zasada.

Zalozyliémy tutaj, ze mamy do czynienia z ciatem zwartym i podlegajacym prawn Hooke’a. Drugie z tych ogra-
niczen nie jest koniecznodeia; wystarczy w przytoczonym rozumowaniu przez F rozumieé jedynie rzad wielkoéei
kata nachylenia stycznej do krzywych, przedstawiajaeych zalesnodé odksztateenr od napreien. Jedli cialo nie ma
budowy zwartej, jak na przyklad belka cienko4cienna lub cienka powloka walcowa, to samozréwnowazony uklad

1) Skladowe styczne Tuy, Tyzs Toe Wywoluja odksztalcenia postaciowe, nie prowadzace do zadnej zmiany objetcéci
%) Por. prace W. Lode’a: ,Z. Physik®, t. 36, str. 913, 1926 oraz ,.Forschungsarbeiten®, nr 303, Berlin, 1928
3) J. N. Goodier: ,,Phil. Mag.*, seria 7, t. 24, str. 325, 1937; ,.J. Applied Phys.%, t. 13, str. 167, 1942.




sit na jednym konieu moze wywolaé zaklécenie w odleglodciach wielokrotnie wickszych od grubosei lub $rednicy?)
déwigara.

To samo rozumowanie mozna bez zmian powtérzyé w przypadku obciazenia, ktérego wypadkowa jest rézna
od zera, jesli tylko w okolicy lub w samym obszarze obciazenia istnieje utwierdzony element powierzehniowy;
tak wige, jesli ofrodek odksstalealny praytwierdzony jest do ciala sztywnego, to obciazenie przylozone na ma-lyn;
obszarze w poblifu miejsca utwierdzenia wywola jedynie naprezenia lokalne?),

48. Zasada prac przygotowanych. Przy rozwigzywaniu zagadnien teorii sprezystosci
stosuje sie nickiedy z korzyéeiy zasade prac praygotowanych. W przypadku punktu material-
nego zasada ta glosi, Ze jesli punkt znajduje sie w réwnowadze, to suma prac wszystkich sil
dziafajgcych na ten punkt, na dowolnym przemieszczeniu przygotowanym, réwna sie zeru,
Za przemieszczenie przygotowane punktu, kiéry posiada petna swobode ruchéw, mozna
przyja¢ dowolne male przemieszezenie. Jedli du, dv, éw sa sktadowymi przemieszczenia przy-
gotowanego w kierunkach x, y, z, a XX, XV, X/ sa sumami rzutéw na te kierunki sit dziaka-

jacych na punkt materialny, to zasada prac przygotowanych prowadzi do zwiazkéw:
uXX=0; XY=0; OowXZ=0
Réwnania te spelnione sa dla dowolnego przemieszczenia przygolowanego, jesli
2X=0; 2XY=0; XZ=0

Tak wiec dochodzimy do znanych réwnan réwnowagi punkiu materialnego. Przy stosowanin
zasady prac przygotowanych przyjmuje sie, ze sily dziatajace w trakeie przemieszezent przy-
gotowanych sa stale. Jedli niektére z sil duialajacych na punkt materialny sq reakejami spre-
zystymi, jak np. reakcje pretéw w przegubie kratownicy, to przyjmuje sie, ze przemieszezenia
przygotowane sa tak male, ze zmiany wiclkosci lub kierunkéw realeji moga byé pominiete.

Cialo sprezyste w stanie spoczynku, obciazone sitami powierzchniowymi i masowymi,
przedstawia sobg uklad punkiéw materialnych, z ktérych kazdy podlega dzialaniu sil znaj-
dujacych si¢ w réwnowadze. Calkowita praca tych sil na dowolnym przemieszezeniu Przygo-
towanym dla kazdego punktu réwna si¢ zeru, a tym samym, calkowita praca wezystlkich sit
przylozonych do ukfadu takze réwna sie zeru.

Przemieszczenie przygotowane w przypadlku ciala spreZzystego — to dowolne male prze-
mieszczenie, zgodne z warunkiem ciagloéci i 7 warunkami przemieszezeniowymi na powierz-
chni ciala, jeéli takie warunki sy zadane. Jedli np. wiadomo, ze pewna czeéé powierzchni
ciala, np. utwierdzony koniec belki, nie moze si¢ poruszaé lub ma zadane przemieszezenia,
to przemieszczenie przygolowane dla tej czeéei powinno byé réwne zeru.

Rozpatrzmy np. przypadek plaskiego stanu naprezenia w tarcay. Przez ui v oznaczymy
skladowe rzeczywistych przemieszezer, wywolanych dzialaniem obciazen, a przez du i dv —
skladowe przemieszczelt przygotowanych, mierzonych od polozenia réwnowagi pod obeig-
zeniem. Te oslatnie sa dowolnie malymi wielkodciami, czynigcymi zadod$é warunkom cia-
glosci odksztalcent sprezystych, czyli sa ciagtymi funkejami zmiennych x i ¥.

Przy dowolnym ukladzie przemieszczeri praca zuzyta na pokonanie sit miedzyczastecz-
kowych rowna jest nagromadzonej energii odksztalcenia, tj. energii odksztalcenia odpowia-
dajacej przemieszezeniom. Dlatego, jesli awiekszamy w i v o du i dv, to praca zuzyta na poko-
nanie sil miedzyczasteezkowych bedzie réwna réinicy miedzy energia odksztaleenia, odpo-

1) W “Z ’W{asaw: »Thin Walled Elastic Bars®, Moskwa 1940; J. N. Goodier i M, V. Barton: ) App]ied
Mechanics® (Trans. A. S. M. E.), t. 11, str. A-35, 1944 N, J. Hoff: ,,J. Aeronaut. Sci®, t. 12, str. 455, 1945.
3 J. N. Goodier: ,J. Applied Phys.“, loc. cit.
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wiadajaca u-+du, v-+dv 1 energia odksztalcenia, odpowiadajaca w 1 v. Przemieszczenia przy-

gotowane wywoluja zmiany skladowych odksztalcenia

& du d dv dov @ du
ésx = —9?; 68:, = ay 3 6'}’_@ = T <+

x Jy

Na podstawie wyrazenia [85] odpowiednia zmiana energii odksztalcenia na jednostke obje-
todci rowna sie

oV, 9V,

Ouge, iy
de, O de,

Wy
MVay

oV, = dey + 0Ysy = 02082+ 0,08, + Tyy 0Py [l
Calkowita zmiana energii odksztalcenia ciata jest wige réwna f f 0V,ydxdy, gdzie calkowanie
rozciaga sig na cala powierzchnie tarczy o grubosci jednostkowej.

Jak juz stwierdziliémy, ta zmiana energii odksztalcenia mierzy si¢ praca, zuzyta na poko-
nanie sit miedzyczasteczkowych. Aby otrzymaé wielkoéé tej pracy, nalezy tylko zmienié¢ znak.
Tak wiec, praca wykonana przez te sily na przemieszczeniach przygotowanych réwna sie

— [ [6Vydxdy [b]

* Przy okreélaniu pracy wykonanej na przemieszczeniach przygotowanych przez sii_y z6-
wnetrzne, nalezy uwzglednié sity przylozone na brzegach tarezy i sity masowe. Przez X i ¥
oznaczymy sily brzegowe odniesione do jednostki powierzchni. Prace, wykonang przez te sily
na przemieszezeniach przygotowanych o skladowych du i dv, mozna wyrazié nasigpujaco

f (X du+ Y ov)ds ]

gdzie catkowanie przebiega wzdluz brzegu s tarczy.
Podobnie wyraza sie praca wykonana przez sily masowe

[ [ (X 6u+Ydv)dxdy [d]

gdzie X i Y sq skladowymi sit masowych odniesionych do jednostki objetosci, a calkowanie
przebiega po calej powierzchni tarczy. Warunek rownoécei zeru calej pracy wykonanej na prze-

mieszczenin przygotowanym przyjmuje obecnie, na podstawie [b], [c] 1 [d], postaé:
f(féu%—?@zﬁ ds+ ff(X6u+Y6v) dxdy — ffﬁV(,dxdy =0 [89]

Poniewai pray zastosowaniu zasady prac przygotowanych, dane sily i rzeczywiste sktadowe naprezenia, odpo-
wiadajace polozeniu réwnowagi, sa przyjmowane jako stale w trakeie praemicszczen przygotowanych, to w réwnaniu
R : A 5 =
[89] symbole wariacji  mozna wynieéé przed symbole calki, a po zmianie znak6éw napisaé

S[J 1V, dxdy — [ [ (Xu+ Yv)dw dy — | (Xu +Yv) ds] = 0 ' [89]

Pierwszy skladnik w nawiasie jest energia potencjalny odksztalcenia. Drugi i trzeci skladnik lacznie praedstawiaja
energie potencjalna sit dzialajacych na cialo, jesli energig potencjalng tych sit w stanie nienaprezonym (u=v=0)
przyjeto réwna zeru. Cale wyrazenia w nawiasach przedstawia calkowitq energie potencjalng ukladu.

Tak wiec, poréwnujae rozne wartoéei przemieszezen u i v, moina stwierdzié, Ze przemieszezenia, ktore powstaja
wrzeczywistodel w uldadzie sprezystym pod dzialaniem danych sil zewnetrznych, maja t¢ wlasnodé, ze sprowadzaja
do zera calkowita wariacje energii potencjalnej ukladu dla dowolnego przemieszezenia praygotowanego, mierzo-
nego od polozenia réwnowagi. Oznacza to, ze catkowita energia potencjalna ukladu w polozeniu réwnowagi osiaga




ekstremum. Aby stwierdzi¢, czy energia osiaga swoje maksimum, ezy lez minimum, nalezaloby rozwazyé wiel- |

kodei male wyiszego rzedu, kt6re pomijalismy?) w poprzednich rozwazaniach. Jesli na tej drodze okaze sig, Ze dla
dowolnego przemieszezenia praygotowanego przyrost callkowitej energii ukladu jest dodatni, to quziem, mieli
przypadek 1[11inimum. Jesli natomiast przyrost ten okaze sic zawsze ujemny, to bedziemy mieli pl‘zvpadek{nakgif
mum. Aby 1st11'1a1 stan réwnowagi trwalej, zawsze jest konieczne, aby praca przy dowolnym przcmi:iszczeuiu przy-
gotowanym, mierzonym od polozenia réwnowagi, miala wartoéé dodamia. Tak wige calkowita energia uld ::]y
w polozeniu réwnowagi ma wartoéé minimalng. R

W przypadku tréjosiowego stanu naprezenia fatwo jest podaé réwnanie analogiczne do [89]
Zasada prac przygotowanych jest szezegolnie uzyteczna przy poszukiwaniu odksztalceri
metody rozwazmy tutaj kilka prostych przykladéw, ktérych rozwigzania sa znane,
[( 2z Jako vpierwszy przykiad rozwazymy linie
S 4y | I-P! . )
rozciggane] silami S miedzy stalymi punktami
A i B (rys. 111) i obciazonej rownémiernie
' .. noéci g. Przyjmujemy, e poczatkowy naciag
struny jest tak duzy, Ze jego warost spowodowany dodatkowym rozcigganiem struny prazy
przez pomnozenie poczatkowych sit rozciagajacych S przez przyrost dlugosci struny wywolany
ugieciem. Przyjmujac uklad wspéhzednych jak na rys. 111, znajdujemy:
Przyrost dugoéci struny réwna sig
i i 2
. dy
n gL [
j;n( ) 2/ 0\dx o
S (Mfdy\®
Bl f g(dx o [e]
Aby otrzymaé callowita wartoéé energii odksztalcenia struny nalezy do [e] dodaé stala war-
wanych prowadzi do nastgpujacego réwnania analogicznego do réwnania [89]
1 i 2
S dy
dy dax — — [ 8] = £
f Oq )y 5 dx =0 [f]
E_ [ap® LT Ly ds
8 T) do=2| L§L gp—n | ZLEY 4
0o \dx o dx  dx odx dax
1) Pomijamy je, cayniac zalozenie, 7e skladowe naprezenia i sily nie ulegajg zmianie podezas przemieszczert

ciala sprezystego, wywolanych znanym uldadem sit. W celu zilustrowania zastosowania tej
ugieeia doskonale wiotkiej, sprezystej struny AB,
Rys. 111 rozfozonym obcigzeniem pionowym o intensyw-
ugieciu moze by¢ pominigty. Wtedy przyrost energii odksztalcenia przy ugieciu otrzyma sie
dy \* |} 1 (dy)\®
ds—dx:dx[u DY —dw == () ae
"\ dx * =9 \da =
a odpowiedni przyrost energii odksztateenia struny wynosi
tos¢ energii, wywolana naciagiem poczatkowym, W tym przypadku zasada prac praygoto-
Obliczajac wariacje drugiego skladnika, otrzymujemy :
przygotowanych.
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f
\

Calkujac przez czeéel 1 uwrgledniajac, Ze na koricach struny &y =0, znajdujemy

1 ! : 72 ! 70
dy\ déy , Py s g e —a | T s
21/.0(?1%‘) Cdw e ( 0 ﬁfo gt dw)==2 o da? L

Po podstawieniu do réwnania [f] otrzymujemy

gty !
Sfowaydx-{-foqﬁydxz()
fo deg——t—q)éydmzo

Réwnanie to bedzie spelnione dla dowolnego przemieszezenia przygotowanego oy, jeéli tylko

Yy g |
Soata= [g] - [P

W ten sposéb otrzymaliémy znane réwnanie réznicz-

dy
da oy

Iub

kowe poprzecznie obciazone] struny.
Zasada prac przygotowanych stuzy nie tylko do ¥

wyznaczenia réwnania rézniczkowego linii ugiecia, jak Rys. 112

to mialo miejsce w powyzszym przyldadzie, ale réwniez

do bezpoéredniego wyznaczania ugie¢?). Rozwazmy np. belke pryzmatyczna, podparta na

koricach i obciazona sila skupiona P (rys. 112). W najogélniejszym przypadku linie ugie-

cia takiej belki przedstawié moina za pomoca szeregu trygonometrycznego

l

; . 2 . Bmx
¥ = @y sin — + @y sin 5 + a, sin T--I— [1]
Podstawiamy ten szereg do réwnania energii odksztalcenia zginanej belki pryzmatycznej?)
i znajdujemy

o0

Of g\ 2 4
! V= Féf f . (%) gy = ———E;i?: Z n*a,? [k]

n=1

Rozwazmy obecnie przemieszezenie przygotowane, liczone od rzeczywistej krzywej ugiecia,
ktére otrzymuje si¢ przez wariacje da, dowolnego wspélezynnika a, szeregu [h]. Wtedy

8y = Oay sin ”"’g‘"‘ 1

’
Na podstawie réwnania [k] odpowiednia zmiana energii odksztalcenia réwna si¢

v EJn*
" 6311

e =5 nta, da, [m]

1) Patrz S. Timoshenko: ,,Bull. Polytech.” Kijow. 1909. Patrz réwniez S. Timoshenko: ,Strength of Materials“,
t. 2, str. 44, 1941,
%) Patrz S. Timoshenko: ,Strength of Materials®, t. 1, str. 297, 1941.
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— — Pt

- EEmETElE LA PIZEMIeszezeniu pm 77[1]_];e_st

. nme
P ba, sin T

Po wykorzystaniu [m] i [n] réwnanie prac przygotowanych Przyjmuje postad
EJzt

izﬁ_ n4an éa'n_.P (5(1;" Sil'[ j’%z? — 0

skad otrzymujemy

2P sin —”lﬂ’

G L Jr4nt

Po podstawieniu do szeregu [h] znajdujemy krzywa ugiecia

0 nars

opps sin ﬂ;lc sin i

[n]

- EJnt 7t [e]

n=1
Szereg ten jest szybkozbieiny i kill
blizenie. Przyjmujac np. sile P w &
tem obciazenia réwne

a jego pierwszych skladnikéw daje juz zadowal
odku rozpietodci (c=1/2),

(Jf) = Eﬁ_ T - i + _1 +
*=3  EJat 3¢ 5
Uwzglednienie jedynie pierwszego skladnika szeregu prowadz do wyniku
PP
(), -1

> 48,7L]

Wystepuje tu czynnik 48,7, zamiast wartodei Scislej 48,

O— o Men jedynie pierwszego sktadnika szeregu  wynosi okoto 1,5
Procent,

& W' poprzednicl azaniach r i§ i i

poprzednich rozwazaniac rozpatrywaliémy przemieszezenia

jedynie w jednym kierunku ; preedstawilismy je szeregiem sinuso-

Iy wym [h]. Podobng metode moina zastosowaé réwnics w bardziej
zozonych preypadkach. Rozwazmy obecnie tarcze prostokatng z utwier-
dzonymi brzegami (rys. 113), poddang dzialaniu sit masowych, dziala-

Jacych w jej plaszezyznie, Ogélne wyrazenia na przemieszczenia u i v Przyjaé moina w po-
staci nastepujacych szeregéw:

. MAX . ng
utZZ A sin sin by

a

[p]
= E E B 81 R sin 2%
a b~

Kazdy ze skladnikéw tego szereg

u znika na krawedzi tarczy i dlatego warunki brzegowe sa
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skad wynika, ze blad przy uwzgled-

ajace przy -
otrzymujemy ugiecie pod punk-

—— ———— el e e

mn
belki i przyjmujemy przemieszczenia przygotowane w postaci

Mm% . NITY
sin
a

ou = 04, sin

mmgx . I
51 oA

0w = OB, sin

Réwnanie przemieszczeri przygotowanych [89] daje =zwiazki

. mmx . nm )
aAmfszm = snl—bydxdy:aAnmmff%dxdy

5 [q]
> . max ﬂjﬁ 3 _ I3
éB,,mffI sin — — sin 5 dx dy = 6B, QB,,,,,[ Vy dx dy

Do obliczenia energii odksztalcenia w przypadku plaskiego stanu naprezenia postugujemy

sie réwnaniem

E ‘ E
V= f f Vodx dy = f f [m (& + &%+ 29¢,8) + A1) ?’xf] dxdy [r]

Podstawiajac do niego?)

By é)E = ZZ el Al cos s sin 2
x a a b
; 2 : "
& = v ZZ 8] B, sin e cos i
dy b a b
du v | naw . mAx n
Vg = B + i ZZ S A sin 5 oos —by =}

mw maux . nwy
+ Z Z —— B, cos — gin
a a b

1 wykonujac catkowanie, znajdujemy

w2Eab . 1 m? 1 n?
T [ZZA""* (2(1— ) o T A1) FI)“L

1 n2 1 m?
i ZZB’””E (2(1v2)§+ 4(1+9) a,z)]

Po podstawieniu tego wyrazenia na energie odksztalcenia w réwnaniach [q] otrzymujemy

Fabrx? m? n? [ mmx nay
e B} Xs sin—2 dx d
Amn 4 (az (1 — 2)2) 252 (1 + 7’) ) ﬁj ¥ 511 . Sin b X y
Eabn? ( m?

a ]
Ll e P T o BB
) 2a2(1—|~1))+32(1—v2))ﬁ_/:,k/;me it 5 dx dy

1) Nie zawsze wolno calkowaé szereg Fouriera wyraz po wyrazie, Warunki dostateczne znalesé mozna w ksiazee
E. T. Whittakera i G. N, Watsona: ,Modern Analysis“, str. 169. W naszym zagadnienin waranki te sa spelnione.
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spelnione. W celu obliczenia wspélezynnikéw 4 i B,, postepujemy tak jak w przypadku

N



Wida¢ stad, ze dla kazdego ukladu sit masowych mozna tatwo obliczyé wspélezynniki réwnari
[P] i otrzymaé pelne rozwigzanie zagadnienia.

Metoda przemieszczen przygotowanych moze byé wykorzystana dla znalezienia rozwia-
zani przyblizonych zagadnien dwuwymiarowych, gdy dane sa wartodei brzegowe przemiessz-
czei. Przyjmijmy, ze przemieszezenia w i v mozna z wystarczajaca dokladnoécia przedstawié
73 POTNOCA SEETEZOW

u =®O (’E,_'y) + Z a’m gDm (x’y)

0=, (53) + 36, %, (3,) [s]

m
ktére spelniaja zadane warunki brzegowe. Na przyktad, mozemy tak wybraé funkcje @,
i %,, aby dawaly one na brzegu zadane przemieszezenia, a pozostale funkcje @ i ¥ moga na brze-
gu zm.kac. D}a obliczenia wspétezynnikéw Qs ooe Gy o by, o by oo poshuzymy sie zasada
przemieszezen przygotowanych [89]. Przyjecie przemieszezeni przygolowanych w postaci

dum “h aa’m @m (x, y)’ 5?)”] = 6Z)m pﬂ'ﬂ (.'X., y) [t]

pozwala wypisaé tyle réwnan réwnowagi, podobnych do réwnan [q] poprzedniego praykladu,
ile jest wspélezynnikéw w réwnaniach [s]. Beda to réwnania liniowe wzgledem ay, ... @, ...
by, ... b,, .... Rozwiazujac je, znajdziemy wartoéci wspélezynnikéw wystepujacych w szeregach
[s], ktére przedstawiaja przyblizone rozwigzanie zagadnienial).

Przy stosowaniu zasady przemieszeozen przygotowanych [89] zaklada sie, ze wladciwa
energia odksztalcenia 7, przedstawiona jest funkeja skladowych odksztaleeri (réwnanie [D),
obliczanych z réwnat [s]. Obliczenia wariacji energii odksztalcenia mosna uproéeié, jedli sig
zauwazy, ze

d : J ) d .
=L[‘f[axat§u—.— aygdv-k Tiep (9} du + o év)] dx dy

Po scalkowaniu przez czedei i uwzglednieniu, ze du i dv na brzegu znikaja, otrzymujemy

o, dt da at
éV:— /:/‘[(x—— hig = £ b4 v
X e | Dy ou -+ 5y I -~ 0v | dw dy

Przyjmujac przemieszczenia przygotowane wedlug réwnani [t] olrzymujemy réwnania, ko-
nieczne do wyznaczenia wspélezynnikéw @gy oo @y oo by, 0 by, W onastepujacej postaci:

do dt
da‘m /'X@m E) d. cdy = — £ 2, X
j: (xy) dxc dy (Samﬂ (ax + 5 )Cf)m(1, Yz dy
(5b,,f[}‘gfm (;\;,J/) dx dy = ab”ﬂ (90}, -
o dy

1) Metode te zastosowal do teorii sprez Sei itz i uz jej i ia zginani
; zystodci IV. Ritz i uzywal jej z powodzeniem do badania zginania plyt
lfj’mSt‘OkfgﬁCh‘ Patrz ,,]. reine u. angew. Math.“, t. 135, str. 1-—61. Patrz takze »Gesammelte Werke® str. 192,
aryz, .

T,
é)xy ) P(oviy) doc dy
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; %0, = Ty + X ) Du(x,y) dedy =0
. Ju ay

ff(agy s ﬁ’-”i o Y) ¥oalx,y) dudy =0
oy dx

Jako przyklad zastosowania tych réwnan rozwazmy ponownie tarcze prostokatnag (rys. 113)
i zatézmy, ze trzy jej brzegi sa utwierdzone zupelnie, a czwarty brzeg (y=5) doznaje prze-

mieszezen okreslonych réwnaniami

[901%)

. @
v = Ch sin —
a

= 03

Warunki brzegowe beda spelnione, jesli przyjaé

. MmmX . NIy
= A gy sin sin
a b

.. WX N~ A
v=Cysin—+ E E B, sin —— sin
’ a a b

Odpowiednie skladowe naprezen beda mialy postaé

E du dv E = mw Mmx . Ny
e (§+v@)1-——w2(zzﬁ""‘7?95 R

4+ Z Z By % P i ? + »Csin %)

@

E Jv  Ju E , DR . MAx nwy
G =73 3 (QJ”'VE») :—1_,,2'(223"'“6 SR ie08 o
. T m{  MAX . Ty
+ Csin d——l—vZZA,,mTcob e s )
L Jdu v E I, MK nay
_ e A sin 5 +
L 2(1+p)(ay é)x) 2(1+9) (ZZ "o e T

ma max . nwy 7 TN
B, .——cos sin + Cy — cos —
+ Z Z mn G C[, b j a (1,

Podstawiajac do réwnan [90] i przyjmujac

! . mmx . nm . MIAX . NIy
du = dA,, sin sin 2. ;0 Ov = dB,sin sin———
a b 19 b

T) Réwnania przemieszezen przygotowanyeh wtej postaci nosza nickiedy nazwe réwnah Galerkina, _::‘akkolwiak
obie postacie réwnati: [q] i [90] podane sq w wymienionej pracy ¥, Ritza. Patiz ,,Gesammelte Werke®, str. 228.
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otrzymujemy po scalkowaniu
Er?ab m? n2 a [t M e
e ks s . 1
4 ( a*(1— »?) - 26%(1 1 %) ) A j: ﬁ X sin g S dx dy = 0
2 22

_ EnPab _n 4+ m 5 _ Cr? [° br_ X . mAx . pogy
'5*_2(1*1’2) i——2a2(1+v) m— | | ¥ 51112—:,111——(1—5111 5 dx dy 4

-l-fstin m;z:\: sin Ej;l dxdy=0

Przy braku sit masowych okazuje sie, ze wszystkie wspétezymniki 4, znikaja. Wspélezyn.-
niki B, réznia sig od zera jedynie wiedy, gdy m=1. Mamy wtedy

Eﬂzab_( n? n _1‘7 B — E b o nay . Crb? cos no
4 b2(1 — 12 2a*(1+4) | P =" 2g /, Fln— Sdy = 5 3

a n

4

' Po wyznaczeniu z tego réwnania wspéblezynnikéw By, i podstawieniu ich do [u] otrzymu-
jemy przemieszczenia wywolane przyjetymi przemieszezeniami brzegowymi.,

Ogélne rozwazania nad catkowita energia ukladu prowadzil 4. A. Griffith w zwiazku ze

swoja teoria zniszezenia materialéw kruchych?). Wiadomo, ze materialy wykazuja zawsze

nizsza wytrzymaloéé niz nalezaloby tego oczekiwaé na podsta-

Ma A A4 Vo wie badani sit molekularnych. Dla pewnego gatunku szkla

Griffith malazt teoretyczna wytrzymatodé na rozcigganie rzedu

Ae—B 112000 kGfem?2, podczas gdy dodwiadezenia przeprowadzo-

e T ne ma pretach sporzadzonych z tego szkla wykazaly tylko

c d 1820 kG/em2. Griffith wykazal, e te rozbiemods migdzy teoria
TYeTR " a doéwiadczeniem mozna wytlumaczyé, jedli sie zalozy, e
Rys. 114 w takich materialach, jak szklo, isinieja mikroskopowe szezeli-

ny lub rysy, wywolujace duze koncentracje naprezern i powodu-
jace tym samym dalsze rozprzestrzenianie sig szezelin. Dla celéw obliczeniowych Griffith
przyjal istnienie szczeliny w postaci waskiego otworu eliptycznego, ktérego wicksza o4 jest
prostopadia do kierunku sit rozciggajacych. Rozwazmy tarcze utwierdzong wzdhuz krawedzi
ab i ed rozciagana réwnomiernie rozlozonym obciazeniem S, dziatajacym na tych krawe-
dziach (rys. 114). Jesli w tarczy przyjaé mikroskopowy otwér eliptyczny 4B o dhugodei |,
to poczatkowa energia odksztalcenia, wywolana dziataniem obcigzenia S ulegnie zmniejszeniu,
jesli tylko krawedzie ab i ed nie zmieniaja polozenia. Odpowiedni ubytek energii obliczymy
za pomocg rozwigzania dla otworu eliptycznego?). W przypadku tarezy o grubogci jednost-

kowej ubytek ten wynosi
p_ B [v]

4F

Gdy szczelina wydtuza sie, nastepuje dalsze zmniejszanie si¢ energii odksztaleenia zawar-
tej w tarczy. Jednakze wydhuzenie szczeliny powoduje wzrost energii powierzchniowej, po-
niewaz na powierzehni ciala stalego istnieje naciecie powierzchniowe, podobne jak na po-

1) A. A. Griffith: ,/Trans. Roy. Soc. (London), ser. A, t. 221, str, 163; 1921, Patrz takse jego praca w,,Proe.

Intern. Congr. Appl. Mech., Delft, 1924. Bibliografie teso zagadnieni ozna znalezé w ,,Handb i
kalischen und technischen Mechanik®, t. 4, cz, %, 1331.8 ¢ RSN AERA S phiyst
%) Patrz par. 63,
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wierzchni cieczy. Griffith znalazt np., ze w przypadku uzytego do doéwiadezen szkla war-
tos¢ energii powierzchniowej, odniesiona do jednostki powierzchni, byta rzedu T=0,22 % 10-3
kGfem? Jesli przyrost dlugosci szezeliny wymaga wzrostu energii powierzchniowej kosztem
zmniejszenia sig wartoéci energii odksztalcenia, to wydtuzenie szczeliny moze wzrastaé bez
wzrostu calkowitej energii ukladu. Warunkiem samorzutnego wzrostu pekniecia bedzie
réwnos¢ tych dwéch wartodci energii, kiéra po wykorzystaniu zaleznogci [v] mozna zapisaé
nastepujaco
arv TtlSe?

4ET

Doswiadczenia, w ktérych szczeliny wykonane za pomoca diamentu mialy znang wielkodé,
wykazaly zadowalajgca zbieznoéé z réwnaniem [w]. :
Wykazano takze na drodze doéwiadezalnej, ze gdy zastosowaéd pewne érodki eliminujace

slad

mikroskopowe szezeliny, to mozna uzyskaé znacznie wieksza niz zwykle wytrzymatoéé ma-
teriatu.

Szereg pretéw szklanych wykazal w badaniach Griffitha granice wytrzymatoéci rzedu
63000 kG/cm?, co stanowi wigeej niz polowe wspomnianej wyzej wytrzymatodci teoretycznej.

49. Twierdzenie C astigliano. W poprzednim paragrafie postaé rownowagi ciala
sprezystego, przy zadanych sitach masowych i warunkach brzegowych, poréwnywali$my z po-
stacia nieznacznie zmieniona przez przemieszczenia przygotowane du i dv, liczone do polo-
ienia réwnowagi. Ustaliliémy, 7e r7eczywiste praemieszczenia, odpowiadajace polozeniu r6w-
nowagi trwalej, maja te wlasnodé, ze calkowita energia potencjalna ukladu osiaga
minimum. ‘

Zamiast przemieszezeri rozwazmy obecnie naprezenia odpowiadajace polozeniu réwnowagi.
Dla przyldadu réwnowazymy ponownie przypadek plaskiego stanu naprezenia. Wiemy,
ze réwnania réwnowagi [18], wraz z warunkami brzegowymi [20], nie wystarczaja do okre-
élenia skladowych stanu naprezenia o,, 0,1 7, Droga doboru réinych funkcji naprezenn @
w rownaniach [29] mozna znaleié wicle réinych rozkladéw naprezes, ktére speliajg réw-
nania rownowagi i warunki brzegowe. Powstaje pytanie: co odrésnia rzeczywisly stan napre-
zenia od wszystkich innych, statycznie moiliwych rozkladéw naprezen?

Niech o, 0, i 7, oznaczaja skladowe rzeczywistego stanu naprezenia, odpowiadajacego
polozeniu réwnowagi, a do,, da,, 07,,, — male wariacje tych skladowych dobrane w ten spo-
s6b, by nowe skladowe naprezenia o, + do,, o,+ da,, 7,,+0d7,, spelnialy te same réwnania
réwnowagi [18]. Wtedy, odejmujac réwnania dla pierwszego ukladu naprezenn od réwnan
dla drugiego ukladu, znajdujemy, e przyrosty skladowych naprezenia powinny spetniaé
nastepujace réwnania réwnowagi:

ddo, JoTy 0

dx Ay [a]
dday, Ty, 0

dy ' dx




Odpowiednio do tych zmian skladowych napresenia wzrosna takze sity powierzchniowe.
Niech 6.X 1 6Y oznacraja te male zmiany sit powierzchniowych. Wtedy, zgodnie z warunkami
brzegowymi [20], otrzymujemy

ol +d7, m— X

(50‘ m 0T, l=(517

Rozwazmy obecnie zmiane energii odksatalcenia ciala, spowodowana wspomnianymi
przyrostami skladowych naprezenia. Postugujac sie energia odksztaleenia odniesiona do jed-
nostki ohjetodci wyrazona przez skladowe naprezenia [86], majdujemy przyrost tej
energii w postaci

[b]

N . o= Losoys Tagg oy g
w ktérej ’
(/:__Bds il i (0x — 7v0,) = &,
‘)\ d:y K‘ 0, E
N u N %=i(6~m):a
do, E7 2 7
Rys. 115 QV 1

7 Ty = Yy
31:,0, G
Powyzsze réwnoéei pozwalaja napisaé

oVy = g,d0,+ ¢,00,+ y,,07,,

a calkowita zniiana energii odksztalcenia, wywolana zmianami skltadowych naprezenia, réwna
sie
5V=fft§V0dx dy =ff(8x(50'x+ e, 00, + v,,0t7,) dx dy [d]

Obliczmy te zmiang energii, biorgec pod uwage warunki brzegowe [b. Pierwszy skladnik

réwnania [d], po scatkowaniu przez czgéci, daje
ffsxhax dx dy = [dyf 2 80, dx —fa’y u 0a, | ~ffu,ag”dm dy [e]
dy u 50’3‘ = dy (uwdo,), — dy (ubo,) 5 = ds (udo, cos Nx),+ ds (u do, cos Nx)p [f]

Tutaj wyrazenie
punktach brzegu, takich jak 4 i B (rys. 115). Mamy

gdzie cos Nx=1 jest cosinusem kata zawartego micdzy normalng zewnetrzna do brzegu N
a 0sia ¥, a ds jest elementem brzegu. Po zsumowaniu wyrazeii takich, jak podane w réwnaniu
[f], znajdujemy

fdy‘udcrxl = [udo,lds

i réwnanie [¢] przybiera postaé

ffaxéoxdmdy:fuﬁaxlds— [f Qaaxdﬂ:dy (2]

gdzie pierwsze callkowanie rozciaga sie wzdluz brzegu, a drugie — na calej powierzchni tarezy.

T

W ten sam sposéb mozna przeksatalcié drugi i trzeci skladnik réwnania [d] i znalezd

ffsydaydxdy=j1dxf%6crydy=fdx|véc_vl+
ﬁffv aaTydxdy=fv60’ymd34ffv aai”’dxdy
f f Yy Oy sy = f dyf % Oyl + f da f g—; Oty — [b]
= fdy|y61xy| fﬁagz”y dx dy + [dxlu, 0Tyy| -+
— [f QST”J’CE dy = fvérxylds—l—fuﬁrxymds +
ff M""f dx dy —ff 57’”4 % dy

Po podstawieniu [g] 1 [h] do réwnania [d], olrzymujemy

f[ (8o, 1+ 6Tym) + v (doym~+ Oz 1)) ds+

900, 30Ty 9o, 901, ]
dx d
ff[( ay)“(aﬁax)“’

gdzie pierwsze catkowanie rozciaga sie wzdluz brzegu, a drugie — na cala powierzchnie tar-
czy. Wykorzystujac réwnania [a] i [b], otrzymujemy ostatecznie wyrazenie na zmianeg energii
odksztalcenia, odpowiadajaca wariacji skladowych naprezenia, w nastepujacej postaci:

OV = [(udX + vdY)ds [91]

Prawa strona tego réwnania przedstawia prace wykonana przez przyrosty sil na przemieszeze-
niach rzeczywistych.

Naprezenia rzeczywiste, to takie naprezenia, ktére spelniaja to réwnanie. Analogiczne
réwnanie mozna otrzymaé dla tréjosiowego stanu naprezenia. W nawiasie wyrazenia [91]
pojawi sig wtedy trzeci skladnik wdZ, a calkowanie przebiegaé bedzie nie po krzywej, a po
powierzchni brzegowej ciala.

Jedli zamiast obciazenia ciaglego powierzchni mamy do czynienia z sitami skupionymi,
to calkowanie nalezy w réwnaniu [91] zastgpi¢ sumowaniem. Niech Py, Py, ... oznaczajg
niezalene obciazenia skupione, a dy, d,, ... skladowe przemieszezen rzeczywistych punktéw
przylozenia tych obciazen w kierunku ich dziatania. Wiedy réwnanie [91] przyjmie postac

8V = d, 6P, + dy 6Py + ... [92]

W naszych rozwazaniach przyjmowaliémy wariacje naprezen w najogdlnicjszej postaci,
spelniajace] réwnania réwnowagi [a].

Rozwazymy obecnie taki przypadek szezegélny, w ktérym wariacje skladowych napre-
zenia sa tego rodzaju, ze moga byé wywolane w ciele sprezystym odpowiednimi zmianami
sit zewnetrznych. Przyjmujemy, ze skladowe naprezenia wyrazone sa w funkcji obciazen




zewnetrznych Py, Py, ... 1 rozwazamy te zmiany skladowych napresenia, ktore wywolane
sa zmianami tych sil 6Py, 6Py, .... Rozpatrujac jedynie takic przypadki, w ktérych skladowe
naprezenia sg liniowymi funkejami obciazen) Py, P,, ... i podstawiajac te funkeje do réwnania
[84], otrzymujemy wyrazenie na energi¢ odksztatcenia w postaci jednorodnej funkcji kwadra-
towej sil zewnetrznych.

Nalezy zauwazy¢, ze reakcje podporowe, ktére daje si¢ wyznaczyé z réwnan réwnowagi
ciala sztywnego, wyrazone beda w postaci funkeji zadanych obciazen Py, P,, ... 1 nie wejda
do réwnania na energie odksztalcenia. Jedli istnieja jeszceze wiczy dodatkowe, to odpowiednie
reakcje nalezy rozpatrywad wraz z obcigzeniami Py, Py, ... jako sily statyczne niezalesme.

Majac wyrazenie na energie odksztalcenia w postaci funkeji sit zewnetrznych, mogemy
napisa¢ zmiang jej wywolana przez zmiany sil

s 2V 3P1+ﬂ[/751)2+
JP, oP,

Po podstawieniu tego wyrazenia do réwnania [92] znajdujemy

ST ]
(ﬁ = dl) oP, + (55 — (52) OPy... =0 [i]

2

Jak juz wyjasnilimy poprzednio, sity P,, Py, ... sq statycznie niezaleine i ich zmiany &P,
0Py, ... sa zupelnie dowolne. Mozemy wiec wszystkie wariacje z wyjatkiem jednej przyjaé
réwne zeru. Z réwnania [i] wynika wiec, 7e

o

- o —dy... :
T T ]

Widzimy, Ze jedli energia odksztalcenia ¥ ukladu sprezystego jest funkcja statycznie
niezaleznych sil zewnetrznych Py, P, ... to pochodne czastkowe tej funlkcji wzgledem ktérej-
kolwick z tych sit daja rzeczywiste przemieszezenia punktu przylozenia sily w kierunku jej
dzialania. Jest to ogélnie znane twierdzenie Castigliano.

50. Zasada najmniejszej pracy. Przy wyprowadzeniu réwnania [91] zakladaliémy
dowolne przyrosty skladowych naprezenia, spelniajace réwnania réwnowagi. Jesli obecnie
uczynimy zalozenie, ze przyrosty te nie zmieniaja sil powierzchniowych, to otrzymamy za-
miast réwnaii [b] poprzedniego paragrafu zwiazki

do l+ dv,m =0

xp
do,m+ dr,l =0
i réwnanie [91] przyjmie postaé

V=0 [94]

Oznacza to, e jesli rozwazamy cialo obciazone na brzegu danymi sitami zewnetrznymi i roz-
patrujemy takie przyrosty skladowych naprezenia, ktére nie wplywaja na réwnanie réwnowagi
i warunki brzegowe, to rzeczywistymi skladowymi naprezenia beda te, kiére daja wariacje
energii odksztalcenia réwne zeru. Mozna wykazaé, ze te poprawne wartosei skladowych na-

1) Wykluczamy np. taki przypadek, jak zginanie cienkiego preta sitami impl‘zeczuymj zréwnoczesnym $ciska-
niem lub rozeigganiem silami osiowymi. W takich przypadkach naprezenia spowodowane dzialaniem sil osiowych

zaleza od wielkoéci ugigcia spowodowanego sitami poprzecznymi i nie s juz liniowymi funkejami sit zewnetrznych,
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prezenia daja minimum energii odksztalcenia. Réwnanie [94] wyraza wiedy tzw. zasade
najmniejszej pracy.

Réwnanie to obowigzuje réwniez w tym praypadku, gdy czedé powierzchni jest sztywno
utwierdzona za pomoca wiezdw i przyrosty skladowych naprezenia sa tego rodzaju, ze powo-
duja zmiany sil powierzchniowych na utwierdzonej czedci brzegu. Poniewaz przemicszczenia
na zamocowanej czesci brzegu réwnaja sie zeru, to prawa strona réwnania [91] znika i docho-
dzimy ponownie do réwnania [94].

Zasade najmniejszej pracy stosuje si¢ bardzo czesto przy elementarnym sposobie obli-
czania ukladow') statyeznie niewyznaczalnych. Jesli X, Y, Z, ... sg sifami lub momentami,
dzialajacymi na nadliczbowe elementy lub podpory statycznie niewyznaczalnych ukladéw
sprezystych, to ich wartodci mozna obliczyé z warunku, ze energia odksztalcenia ukladu,
przedstawiona w postaci funkeji X, Y, Z, ..., musi osiagaé minimum; olrzymujemy wiec
réwnania

oV oV av

W nastgpnym paragrafie oméwimy kilka zastosowani zasady najmniejsze; pracy przy roz-
wigzywaniu zagadnien dwuwymiarowych.

51. Zastosowanie zasady najmniejszej pracy — tarcze prostokaine. Rozwa-
zymy dla- przykladu tarcze prostokatna. Poprzednio (par. 23) pokazalidmy, Ze za pomoca
szeregodw trygonometrycznych moina spehnié warunki

J’Qm;a_b_-__a"_-w

na dwéch bokach tarczy prostokatnej. Otrzymane na - 7

. . - . ’ == L_'-'
tej drodze rozwigzania moga przedstawiaé wartodé | & L

rr . 4 —

praktyczng wtedy, gdy szerokodé tarczy jest mala | { el
W poréwnaniu z jej diugoécia. Jedli oba wymiary tar- " b
czy s3 tego samego rzedu, to trzeba rozwazaé warunki - i [

na wszystkich czterech krawedziach. Przy rozwiazywa- y

niu zagadnieni tego rodzaju mozna nickiedy z powo- Rys, 116

dzeniem stosowaé zasade minimum energii.

Rozpatrzmy praypadek prostokainej tarczy podlegajace]j rozciaganin, kiéra obciazona jest
na brzegu sitami rozciagajacymi, roztozonymi wedhig zaleznodci parabolicznej?) (rys. 116).
Warunki brzegowe w tym przypadku maja nastepujaca postac:

dla x =+ a
4l T
Ty =103 i@p=S 1—F 4]
dla y=40b
T,=0; 0,=0

Na podstawie réwnania [86], energia odksztalcenia tarczy o grubosci jednostkowej ma
postaé

V= ?15 Jf f [0:24 0,2 — 206,0, + 2(1 + )7, 2 dw dy [b]

1) Patrz np. S. Timoshenko: ,,Strength of Materials®, t. 1, 1940, lub Timoshenko i Young: ,Theory of Struc-
tures®.

%) Patrz S. Timoshenko: ,,Phil. Mag.“, t. 47, str, 1095, 1924,
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Nalezy podkresli¢, e w praypadku konturu jednospéjnego, takiego jaki wystepuje w na- l W szeregu tym uwzgl(gdnﬂiém)-z jeflynic parz.ys'tc' pott_;gi- x4 %5 poniew
szym przylladzie, rozktad naprezei nie zalezy od stalych sprezystoéci materiatu (patrz par. 15) ‘ zen jest symetryczny- wzgledem osi x 1 y. Ograniczajac si¢ jedynie do pierwszego skladnik
i dlatego mozemy uproéci¢ dalsze rozwazania przez prayjecie liczby Poissona réwnej zeru. ‘ szeregu [f],. otrzymujemy
Wtedy, wprowadzajac funkeje naprezen @, po podstawieniu w [b], ‘ (

az rozktad napre-

a

: | ) D = ]; Sy?
22D 2P 9P - 2
o

N 2 22 (.2 22
5 el — e b

Oy =

znajdujemy

1 20 \2 (9202 92 \*
Vﬁff[(‘ay) * (89;) +2('ax—ay) - i

Poprawne réwnanie funkeji naprezeri powinno spehniaé warunki [a] i dawaé minimalng war-
todé energii odksztateenia [c].

Jesli do wyznaczenia minimum [c] zastosujemy rachunek warlacyjuy, to dojdziemy do
réwnania [30], ktére okredla funkeje naprezen @. Zastosujemy tu inng metode wyznaczenia

przyblizonego rozwigzania zagadnienia. Przyjmiemy

0 02 04 06 O I,

8 10

0 1] Ox/s funkeje naprezent w postaci szeregu
O)?b JI // / @ = @D "‘ 051@1-}— az@z"i‘ Wg@a"f“ e [d]
04b ,' i zazadamy, aby spelnial on warunki brzegowe [a];
) Y/, # stale &y, oy, &g, ... okredlimy péiniej. Po podstawie-
08 A niu tego szeregu do wyrazenia [c] otrzymujemy ¥,
08b A ‘. jako funkeje drugiego stopnia od &y, &y, @, .... Wiel-
i ! koéé tych stalych mozna okredlié 7 warunkéw na

b T I{If[ ‘ minimum
Y
vV d

Rys. 117 sz[); — =0 l:O;... [e]

doyy Joxy, ey

ktére beda mialy postaé réwnani liniowych wzgledem oy, ay, O i

Przez odpowiedni dobér funkeji @,, @,, @,, ... mozemy w ogélnoéei otrzymaé zadowa-
lajace rozwigzanie przyblizone, poshigujac sie jedynie kilku pierwszymi skltadnikami szeregu
[d]. W naszym przypadku warunki brzegowe spelnione sa przez przyjecie

il 1 42
= ey =
Po= o ( 6 b2)
poniewaz prowadzi ono do zwigzkéw
92P, 22D, 2P, y?
— ] * _ = A = =IS 1_—*
5= =% T oy ~ 5 TG b2
Pozostate funkeje @, @y, By, ... muszg byé tak dobrane, aby odpowiadajace im naprezenia
znikaly na brzegu. Aby zapewnié spelnienie tego warunku, przyjmiemy we wszystkich tych
funkcjach wspétezynnik o postaci (x2—a?2)® (y2—b%2 Druga pochodna tego wyrazenia
wzgledem x znika na brzegach y= +b, a druga pochodna wzgledem ¥ znika na brzegach

%= Fa. Pochodna mieszana 9%/9x9y znika na wszystkich czterech brzegach tarczy. Funlkeje
naprezen mozna wiec przyjaé w postaci

2
ek % a (1 - %jb/‘?) + (2% — a®)? (y? — b%)2 (@ + apn® + gy ® + ) [f]

ay% Tt = 9x dy ’ = ‘ J

Pierwsze z réwnani [e] przyjmuje wige postaé

(64 256 b 64 54) S
g i -

7 49 a* = 7 gt
W przypadku tarczy kwadratowej (a=b) otrzymujemy

S

(IH

o, = 0,04253

a skladowe naprezenia

2 -2 32 \ 2
o= S (1 - -"’2) —0,1702 8 ( - 3’3—2) (1 - :‘“2)
a a a

9.8 2\ 2
= 0,17025(1_%) (1 - ;2)

[y

xy 22 2
Txy: = 0,68055;2 (1 == F) (1 — 2)

a

Rozllad o, w przekroju x=0 przedstawiony jest?) krzywa II (rys. 117).
W celu otrzymania lepszego przyblizenia uwzgledniamy obecnie trzy skladniki szeregu
[f]. Wtedy réwnania [e], ktére stuza do obliczenia stalych o, &y, @3, maja postaé

64 256 h2 64 b4 64 64 bt 64 b2 64 b8 S

Gl =+ 5 5+ 5 5]+ me? (oot o |5t ) = —s
7 49 a2 7 at 77 49 g4 ) 49 a? ' 77 ab ath?

64 64 b of 192 256 b2 192 p of 64 b2 64 b8 o

% (11‘+ 7 ;) e (m+ ar Ta,ez) e (77‘52* W?) = e el

wy (G4 B (64 o b (192 b2 256 b4 192 ps S
N7 T oA TR\ aE T e T at T Ett ) =

Dla tarczy kwadratowej otrzymujemy

S
o, = 0,04040 F Ga=ay= 0,01174«%
Rozklad o, w poprzecznym przekroju =0 podaje réwnanie
2 2 2 4
(@m0 =S (1_ 12) —0,1616 S (1 - 33—5) +0,0235 (1; 1224 115 ”—4)
a a a a

Na wykresie (rys. 117) przedstawia je krzywa III2).

1) Krzywa I przedstawia paraboliczny rozklad naprezenia na koficach tarczy.

%) Podobne wyniki otrzymal C. E. Inglis: ,Proc. Roy. Soc.” (London), ser. A, t. 103, 1923 oraz G. Pickeit:
»J. Applied Mechanics® (Trans, A. S. M. E.), t. 11, str. 176, 1944,




Gdy dlugoéé tarczy wzrasta, rozklad naprtgienia wazdhuz PI'ZEkI'Oju == staje SiQ COTAT l 52. Szerokos¢ wspdlpracujaca pélek w déwigarach teowych. Jako inny przykiad zastosowania

bardziej réwnomierny. Jedli na prayklad przyjaé¢ a=2b, to na podstawie réwnat [g] znajdu-
jemy

S
—i7as - %=0,01826 =

S
o =0,07983 1 @, =0,1250 -
a

ath?”’

Odpowiednie wartosci o, wzdtuz przekroju x=0 podane sa ponizej:

3
> =0 02 04 06 08 10

o, = 0,690.5 0,684.5 0,669 S 0,653S 0,649 5 0,6758

Rozklad ten przedstawiony jest na wykresie (rys. 117) linia przerywang. Widaé, ze w tym
przypadku odchylenic od wartoéci éredniej naprezenia rownej S jest bardzo male.

Na to, aby przej$é do innych, symetrycznych rozkiadéw sit wzdhaz brzegéw x= +a
wyslarczy jedynie zmienié postaé funlkeji @ w wyrazeniu [f]. Zmianie ulegaja tylko }:srawv.ej
strony réwnan [g].

Jako przyldad rozkladu naprezen niesymetrycznego wzgledem osi x rozwazymy przypadek

zginania®) pokazany narys. 118, w ktérym sily przylozone na korcach majg postaé )=

4
) .
N 7 '
A ¢ B
———le ¥
: Rys. 118

=Ay® (krzywa b na rys. 118b). Oczywiécie uklad naprezen bedzie nieparzysty wzgledem
zmiennej x i parzysty wzgledem zmiennej y. Warunki te spehimy przez przyjecie funkeji
naprezei w postaci

D =L AyS+ (2% — a?)2(y2 — b%)% (ayy + ogya®+ agy® + agalyi 4 ... [h]

Tak jak poprzednio, pierwszy skladnik spelnia warunki brzegowe dla @. Podstawiajac wy-
razenie [h] z czterema wspétezynnikami %15 -, &4 do réwnah [e], znajdujemy dla tarczy kwa-
dratowej (a=0)

9

1
—— = 24a® {§ 7? — (1— £%)2[0,08392 (52> — 31) + 0,004108 (215 — 209® + 31)] +

o, 3

— &(1— £9)2[0,07308 (593 — 31) + 0,04179 (2175 — 2003+ 3?;}]} [k]

gdzie £=x/a, a 7=y/b. Rozklad naprezen wzdluz przekroju érodkowego niewiele rézni sie
od prostoliniowego. Pokazany jest on na rys. 118b w postaci krzywej a.

N S)_ p?{bh];(j:z‘fzn:;a gz ,p;)tcr].:wld,?z;, zlg%z;rawy doktorskiej J. N. Goodiera, Michigan Univ., 1931, Patrz takze »T'rans.
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zasady najmniejszej pracy do dwuwymiarowych zagadnien tarcz prostokatnych, rozwazymy belke teows z bardzo
sgerokimi pétkami (rys. 119). Belki takic czesto spotyka sie w konstrukejach zelbetowych i okretowych. Elemen-
tarna teoria zginania zaklada, ze naprezenia przy zginaniu sa proporcjonalne do odlegloéei od osi obojetnej, tzn.
7e naprezenia nic zmieniaja sig wzdluz szerokosci polki. Jeéli jednak ta szerokoéé jest bardzo duga, to wiadomo,
ze czesel pc’;lekkznuj dujace sie w pewnej odleglosci od érodnika nie biora pelnego udzialu w przenoszeniu momentu
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Rys. 119

zginajacego i belka okazuje sig stabsza, niz to wynika z elementarnej teorii zginania. Przy okreélaniu naprezen
w takich belkach przyjeto w praktyce rzeczywista szerokosé polld zastepowaé pewna szerokogeia zredukowana
dobrana tak, aby stosowana do belek o przekroju zredukowanym elementarna teoria zginania dawala prawidlowe
wartoéei maksymalnych naprezen zginajacych. Tak zmmniejszona szerokoé pélki nazywa sie szerokoscia wspdt-
pracujgeq. Omoéwimy poniiej teoretyczne podstawy okreélania tej szerokodci®),

W celu mozliwie najwickszego uproszezenia zagadnienia zalozymy, Ze mamy do czynienia z nieskoficzenie
dtugy belkq ciagla oparta na réwnoleglych podporach. Wszystkie przesta belki sq jednakowo obeiazone obeig-
zeniami symetrycznymi wzgledem érodka przesta. Jedna z podpdr w przesle pokazanym na rys. 119 przyjmiemy
za poczatek ukladu wspélrzednych z osia x skierowana wzdtuz osi belki. Dzigki symetrii wystarcza rozwazyé
jedynie jedno przesto i jedna polowe pélki, np. t¢ ktéra odpowiada dodatniej rzednej y. Szerokoéé pélki prayjmuje
sig nieskonczenie duza, a grubo$é — bardzo mala w poréwnaniu z wysokoécia érodnika, Zginanie pélld jako bardzo
cienkicj plyty pomijamy. Mozna zalozyé, ze przy zginaniu belki sily przekazywane sa na potke wzdluz jej powierz-
chni éfodkowej, a rozklad naprezen w pélkach jest dwuwymiarowy. Odpowiednia funkcje naprezen, spelniajaca

rdéwnanie rézniczkowe

NP NP 1D
2+ T =0 [a]
dut Dx? By dyt
mozna w przypadku symetrii przyjaé w postaci szeregu
n= oo
nax
0= fil)oos ™ [b]

n=1

1) Zagadnienie to badal T. v. Kdrmdn; patrz ,,FestschriftA gaust Foppls® str. 114, 1923. Takze G. Schnadel:
»Werft und Reederei®,t. 9, str. 92, 1928; E. Reissner: ,Der Stahlbau®, 1934, str. 206; E. Chwalla: ,Der Stahlbau®
1936; L. Beschkine: ,Publs. Intern. Assoc. Bridge and Structural Engineering®, t. 5, str. 65, 1938.
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w ktérym f,(y) jest funkeja Jedynie zmiennej y. Po podstawieniu do réwnania

al otr j a ] dw-
e el s [a] otrzymujemy nastepujgce réw

nr niTy Ay nrey

= : —
fo(y)=dpe 1 +Bn(1+ﬂ?’—)e 4 CneT+Dn(1+?)e! [e]

Dla spelnienia warunku, ze dla nieskoticzonych wartodci ¥ naprezenia musza znikaé
o . . . . i
Wyrazenie na funkeje naprezen przybiera wiedy postaé

o0
_ ey ey ; '
D = Z [A"e 1 +B,L(l+-ﬂ g i |ieog 2 d

n=1

przyjmujemy C,=D,=0.

Wspélezynniki 4, i B, okredli sig obecnic # warunku, 7e rzeczywistym rozkladem naprezen jest ten, przy ktérym

cnergia odksztaleenia polld wraz z energia odksztaleenia érodnika osigga minimum, Po podstawieniu

do wyraienia na energie odksztalcenia

- b co 2]
1=2-—2Ef0 fo [crx2+o‘y2—2vaway+2(1+1f)r,,-y2]dxdy

i po wykorzystaniu réwnania [d] na fun kejg naprezen, energia odksztalcenia polki przybiera nastepujges postaél)

[oe]

Vl=2h2.’ﬁ“’_‘(ﬁ+i{ﬁ Anﬁ)

2\ E 26 ' 26 lel

n=]

Rozpatrujae oddzielnie encrgie odksztalcenia §rodnika oznaczymy przez 4 — jego powierzchnie przckroju
przez J — jego moment bezwladnoéci wzgledem osi poziome;, przechodzacej przez Srodek ciezkodei €, a pr;ez’
e — odlegloéé rodka cigzkosei srodnika od powierzchni érodkowej pélki (rys. 119), Calkowity moment zr’ri_uajacy;
przenoszc'my przez dowolny przekréj polki wraz z zebrem, mozna przedstawié w naszym symetrycznym prZy’padkL:
W postacl szeregu

M= M, + M, cos ﬁl" + M, cos 2—’;”‘ b £

W szeregu tym My jest wielkodeiy statycznie niewyznaczalng, zalezng od wielkoéci momentéw podporowych
a pozostale wspélezynniki M, M, ... okreglic nalezy 7z warunkéw obcigzenia. Niech NV oznacza sile éciskajqca’
dzialajacg na pélke (rys. 119¢). Moment zginajgey M mozemy rozloiyé na dwa momenty skladowe: A7, kté
p-rzenosi potka, i M= Ne, wywolany deialaniem sil osiowych IV w pélce i sebrze. Z warnnkéw staty-cmy;:h w?—r
nika, e naprezenia normalne w dowolnym przelroju calej belki daja moment M. Tak wiee

N+ 2k [Po,dy=0
M —2he J‘Dm o, dy =M [g]

gdzie —2he_[3° 0, dy=

7" e ] o ).
: ' M jest czedeia momentu “gmajacego przenoszonego przez potke. Energia odkszialcenia
Zehra réwna sie

21 Nedy 20 pre gy
Va= —_—
* fo YT fo 2E] [k]

Z pierwszego z réwnan [g] znajdujemy
00 oo 192 A

N=—2hf umdy=g2hf PP o |2

0 0 dy? dy

1) CaFles ; : .
) Calki wchodzqce w sklad réwnania na energig odksztalcenia podane sy w pracy Kdrmdna, loc. cit.
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Z rbéwnania [d] wynika, ze
[ee]

a_@) = (QE) = Z ﬂAn cos i
9}‘ ) = 00 9}’ y=0 l l

n=1

Tak wiec *
) co

7 nax
N=2h Z nl Aﬁ. €os T

n=1

(v

oo
M7= M+ 2he [ Coydy = M+ Ne= Mo+ 2he Y "y cop 2
0
n=1

lub po wprowadzeniu oznaczenia
n
2h - ; Agi=iX,

mozemy napisaé

o<
N= Z X, cos i
l .
n=1
[k]
o] oo
M—Md+e Z %o ””;’” — M, + Z (My + eX) coslmli
' n=1 n=1
P> podstawienin do [h] i wobec
21 21 5 T
f coszﬂdx=l; j cos 7 cos dx=0 (gdy m+ n)
0 l 0 l l
strzymujemy
o0 [o2]
l My !
A ZX‘-* AR R W TN,
2 9IAE 7+ Ef+2EJu/.—l( n r)
n=1 n=1
Sumujge te energie z energia odkszlalcenia potki [e] i wprowadzajac w [e] oznaczenia
2h ”’l_"”A,, =X.; 2k ”T”‘.Bn =Y,
otrzymujemy nastepujace rownanie calkowitej energii odksztalcenia:
[ele] (o] (e8]
Vg 3 a4+ XTut Q0 XA+ L Y e 20y N ey
'—2hE n ndn n 9AE n EJ 25T ) ” n

n=1 n=1 n=1
Wielkosei M, X, Y, okresla sig z warunku na minimum energii odksztaleenia [I]. Moina sie przekonaé,
ze moment M, wystgpuje jedynie w skladnilu Mrogl/'EJi z warunku na minimum dla [1] wynika, ze M,=0.
7, warunku
v
B MO
Y,
wynika, Ze

2Yn+ (1+1’)Xﬂ=0

Yn == Xﬂ
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7 warunku, ze X, powinno dawaé minimalne wartodei V. wynika, ze

?
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skad znajdujemy
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Eozwazmy obeenie przypadek szezegélny, w ktérym wykres momentu zginajacego jest zwykly cosinusoida
czyli M= M, cos (7x/l). Wtedy, na podstawie réwnania [n]

v __ M 1
T J J 3+2 2
. y —
14— —
Aeerhezl 4

a na podstawie réwnania [k], moment sil podluznych N w pélee wynosi

M
L g 2 % Rem [p]

Ae? he?l 4

M”=—-eN=—eX1cos%x-= -~
14

Obecnie rozklad naprezenia o, na szerokoéei nélki ; ’ ¢z 16 i '
e : pich G, - erokosci polki mozna wyznaczyé z réwnania [d], w ktorym wszystkie wspol-
czynm n 1 By z wyjatliem 4, i Bj, prayjomje sie réwne zeru i zgodnie z naszymi oznaczeniami zaklada sie

IX, 14w (1 +v)IX,
A =A47L; B, = — A, =— 1
Y 2mh . A dqeh

Otrzymany w ten sposéh rozklad o, przedstawiony jest w postaci wykresu na rys. 119a, Naprezenie o, maleje
ze wzrostem odleglodei od $rodnika. ;

Okreélimy obecnie taky szerokodé polki 21 (rys. 119a) przekroju teowego, przy ktérej rownomierny rozklad
naprezenia o, wadtuz przekroju pébki (zakreskowany na rysunku), daje moment M okredlony wyzej réwnaniem
[p]. Bedzie to whadnie szerokosé wspolpracujaca poltki. Podebnie jak poprzednio przez M”i M* 0ZNACZYMY momen-
ty przenoszone przez $rodnik i potke, przcz 6, — napresenie w érodku ciezkoéei érodnika C, a przez o,— napre-
. . . CRS . » .. o
zenie w powierzehni érodkowej pélki i na podstawie elementarnej teorii zginania napiszemy

M'e

7 la]

Gp = O¢ +
Z réwnah statyki

20h6s + 0od = 0

2 hoe = M” ke
Réwnania na obie czeéci momentu zginajacego, na podstawie réwnah [g] i [1], m:-ijsg postaé
7 J J 21’1‘.

M=?(o‘e—ac):?(l+ p )D‘g

M = 2)hea,
Stosunek M do calkowitegn momentu zginajacego wynosi

M _ 2Aheo, 1
M+ M A T N
22 heo, i(1+ ﬁ)gg 1+i—+ J [s]
e A Ae*  2ihe?
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Po podstawieniu powyiszego oraz M=0 do réwnania [1] dochodzimy do wyrazenia na encrgie odksztalcenia: ’

Aby ten stosunek zréwnaé ze stosunkiem MM"/M, obliczonym ze Scislego rozwiazania [p], musimy prayjaé

I _ Al 34w
2Ahe?  he?l 4

Otrzymnjemfr stad nastepujace wyraZenie na szerokosé wspdlpracujaea 24

T . .
(3 + 2v —1?)
Przyjmujac np. »=0,3, znajdujemy
24 = 0,181 (21)

to znaczy, e dla przyjetego rozkladu momentu zginajacego szerokodé wspolpracujaca pélki wynosi okolo 189,
rozpietosdel.

W przypadku belki ciaglej, obcigzonej réwnymi sitami skupionymi, przylozonymi w $rodkach rozpietodei
przesel, wykres momentéw pokazuje rys. 120. Po przedstawieniu tego wykresu szeregiem Fouwriera i po wykorzy-
staniu przedstawionej wyzej metody znajdziemy, ze szerokodé wspolpracujaca nad podporami réwna sie

41

2A=085+—— ——
7 (3 + 2r — Y

Jest ona wiec nieco mniejsza niz w przypadku momentéw rozlozonyeh wedlug cosinusoidy.

53. Scinanie polek. Zagadnienie podobnej natury, jak w par. 52, wystgpuje w konstrukicjach lotniczych.
Rozwazmy belke skrzynkows (rys. 121), zlozona z dwéch ceownikéw ABFE i DCGH, do ktérych sa przyspawane
lub przynitowane cienkie plytki ABCD 1 EFGH. Jegli cala belka jest z lewej strony utwierdzona zupelnie i obeia-

' D
c
D
£ )¢
\\ 4 @53 £
| e Y2 _.L/
e T
z 14 Ve
Rys. 120 Rys. 121

7ona jako wspornik dwiema silami P, przylozonymi do obu koficéw ceownikéw, to z elementarnej teorii zginania
wynika, Ze naprefenia rozciagajace przy zginanin rozkladaja sig réwnomiernie w kazdym przekroju potki ABCD
réwnoleglym do BC. W rzeczywistoéei jednak naprezenia rozciagajace powstaja w poltkach na skutek dzialania
naprezen stycznych, istniejacych pomiedzy ceownikami a plyta w miejscu ich polaczenia (rys. 121). Naprezenia
rozciagajace nie beda wige na szerokoéei plytki rozlozone réwnomiernie, lecz praybiora wartosci wyzsze na brze-
gach, a nizsze w érodku (rys. 121). To zjawisko, polegajace na odchyleniu od réwnomiernego rozkladu naprezen
wynikajacego z teorii elementarnej, bywa okreélone mianem ,,écinania potek®, poniewaz prowadzi do odksztalceit
postaciowych w plytkach. Zagadnienie to bylo zbadane za pomoca metod energetyeznych i innych oraz przy pew-

nych zalozeniach upraszezajacych?).

ZADANIA

1. Znalezé wyrazenie na energie odksztalcenia V, odniesiong do jednostki grubodei walca lub graniastostupa
w plaskim stanie odksztalcenia (¢,=0) w postaci funkeji 6,, 6,, T,

2. Wypisaé calke dla energii odksztaleenia ¥ we wspohrzednych biegunowyeh, w funkeji sktadowych napre-
Zenia, w przypadku plaskiego stanu naprezenia (wykorzystaé réwnanie [b], par. 51).

1) E. Reissner: ,,Quart. Applied Math., t. 4, str. 268, 1946; J. Hadji-Argyris (Brit.) ,,Aeronaut. Research

Council, Reports and Memoranda®, Nr 2038, 1944; J. Hadji-Argyris i H. L. Cox, tamze Nr 1969, 1944. W wy-
mienionych pracach podane sa odnoéniki do wezeéniejszych badan.
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Rozklad naprezedi podany réwnaniem [80] jest rozwiazaniem zagadnienia pokazanego na rys. 122, w ktérym
moment M, przylozony za pomoca réwnomiernie roztozonych sil styeznych na powierzchni wewngtrznej pier-
dcienia, réwnowazony jest momentem sil dzialajacych na powierzchni zewnetrznej. Wyznaceyé energie od-
ksztaleenia pierdcienia i praez przyréwnanie jej do pracy wykonywanej przez
obciazenie znalezé obrot zewnetrznego  obwodu  pierdcienia, przyjmujac,
Ze jest on zamocowany na powierzchni wewnegtrznej (posluzyé sig zadaniem 2
z rozdziatu 5).

3. Wyznaczy¢ energie odksztaleenia przypadajaca na jednostke dhigosci
rury a<tr<tb poddanej ciénieniu wewnetrznemu (patrz réwnanie [46]). Znalesé
przemieszczenie promieniowe powierzehni wewnetrznej.

Dojs¢ do tego samego wyniku przez  wykorzystanie réwnania [50]
(przyjmujac v = 0) i zwiazkéw miedzy naprezeniem i odksztaleeniem dla pla-
skiego stanu naprezenia.

4. Wyjasnié¢ znaczenie réwnania

S Vedudy =4 [ [(xu+ Yo)dxdy + 4 [ Xu + Yo)ds

i uzasadnié poprawno$é czynnikéw L po jego prawej stronie.

5. Wskazaé, poslugujac si¢ réwnaniem [84], ze jesli mamy do czynienia z plaskim stanem naprezenia, a od-
powiedni przypadek plaskiego stanu odksztalcenia &,=0 charakteryzuje si¢ takimi samymi wielkogciami naprezen
Oy» Oys Ty, to energia odksataleenia praypadajaca na jednostke grubosei jest wigksza w praypadkn plaskiego stanu

a) L) g _

Rys. 123

6. Narys. 123a przedstawione jest pasmo Sciskane, w ktérym na calej jego dhuzosei wystepowaé bedzie napre-
zenie Sciskajace. Na rys. 123b pasmo jest przytwierdzone do salywnych plaszezyzn na gornej i dolnej powierzchni,
Czy naprezenia wzdtuz preta beda mialy jedynie charakter lokalny na jezo koticach? Na rys. 123c gérny brzeg preta
jest swobodny, a dolny — utwierdzony juk w przypadku [b]. Czy naprezenia heda mialy charakter lokalny czy
tez nie?

7. Korzystajac 7z zasady, ze uklad w poloZeniu réwnowagi ma nizszg energie potencjalng niz uklad w stanie
bliskim tego poloenia, wykazaé bez przeprowadzenia obliczefi, 76 energia odkeztalcenia tarezy, pokazanej na rys.
114, po wykonaniu rozcigcia AB albo zmniejszy sie, albo pozostanie niezmieniona.

8. Przedstawié twierdzenie Castigliano, wyrazone réwnaniem [91] w postaci dogodnej do wykorzystania
we wspolrzednych biegunowych. Sily hrzegowe X i ¥ zastapié¢ skladowymi: promieniows R i styezng -f, a skla-
dowe przemieszezenia — przez odpowiedunie sktadowe we wspblrzednych biegunowych w1 v zgodnie z rozdzialem 4.

9. .Réwnanie [91] jest stuszne, gdy 67, 8X, 67 sa spowodowane malymi zmianami skladowych naprezen,
spelniajacych réwnania réwnowagi [a], par. 49, chociaz zmiany te nie spelniaja warinkéw ciaglodei (par. 15)
lub tez spelniaja. W tym drugim przypadku zmiany naprezen sa takie, jukie rzeczywiscie powstaia w wyniku
zmian sil brzegowych o 6.X, 1 8V Cazy talde postawienie zagadnienia jest poprawne?

Przyjaé de tak i pokazaé, ie przemicszezenia promieniowe w zadaniu 3 mozna obliczyé z réwnania

1 v

7) T <.
(#)r=a Bnn B

ROZDZIAL 7

ZAGADNIENIE DWUWYMIAROWE WE WSPOLRZEDNYCH KRZYWOLINIO-
WYCH

54. Funkcje zmiennej zespolonej. W celu rozwiazania oméwionych dotad zagadnieri
wystarczaly wspélrzedne prostokatne i biegunowe. Przy innych postaciach brzegu — elip-
sach, hiperbolach, kotach niewspélérodkowych oraz bardziej ztozonych krzywych — wy-
godniej jest zwykle stosowaé inne wspéhrzedne, W rozwaza-
niach oraz przy konstrukeji odpowiedniej funkeji naprezer,
wygodnie jest postlugiwaé si¢ zmienna zespolong.

Liczha zespolona x--iy sklada si¢ z dwéch liczb rzeczywistych » i ¥

oraz z i=)/ —1. Poniewaz i nie nalezy do zbioru liczh rzeczywistych, na-
lezy zdefliniowaé znaczenia poje¢: réwnodei, dodawania, odejmowania,
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mnozenia i dzielenial), Tak wiee, rownoéé x+iy=a'-iy’ oznacza z defi- P
nicji, ze x=1", y=y’, a i*=—1. Pozostale operacje zdefiniowane sa tak i

same jak i dla liczb rzeczywistych.
; Rys. 124
(x4 23)* =2 + 2xiy + (1y)2 = 2® — y® + 22y  poniewa: 2= —1 8

Przechodzge do wspélrzednyeh biegunowych takich jak na rys. 124, mamy

2=+ iy =r(cos 0 + i sin 0) [a]
Poniewaz

. . I L e |
il =1 +16+E(10)2 + B (#0)® + T @0+ ...
oraz

P=—1; #=—1i; it=1,etc,

mamy

359=1—%92+i04—...+ i(O—%B‘"’-{—...):cosO-%isinU

a tym samym na podstawie réwnania [a] ,
2= %+ iy = reil [b]

Funkcje algebraiezne, trygonomeiryczne, wykladnicze, logarytmiczne i inne moZna tworzyé zardwno ze zimiennej z,
jak i ze zmicnnej rzeczywistej, o ile stosuje sie definicje raczej analityezne, a nie geometryczne, Tak wiec, sin z,
cos z i e* mozna zdefiniowaé przez odpowiadajace im szeregi polegowe. Kazda taka funkeje moina podzielié na
czg8¢ ,,1zeczywista® 1 ,urojona®, to jest przedstawié ja w postaci os(x, Y)+ i f(x, y), gdzie czesé rzeczywista w(x, y)
i czeéé urojona?) fi(x, y) sq zwyklymi funkcjami rzeczywistymi x i y (nie zawieraja i). Np., jeéli £(z) jest funkcja

) Definicje opieraja si¢ wladciwie na dzialaniach nad para liczh rzeczywistych, a wspolezynnik i wprowadza
gig jedynie dla wygody. Patrz np. E. T. Whittaker i G. N. Watson: ,Modern Analysis® wyd. 3, str. 6—8.

®) Nalezy zauwazy¢, Ze mimo swojej nazwy jest ona rzeczywista,
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