zmiennej z i f(z)=1/z, to otrzymnjemy

- W B ()
) x4y (® + i) (x — i) :\:2+y2+bxz+y2

Podobnie, wiedzac, ze: coshiy — 5 (e?+ e=D), sinhiy = 3 (e? — e—D)

s eE0 = cosy | isiny, znajdujemy

sinh z = sinh (x + iy) = sinh x cosh iy - cosh x sinh iy =
= sinh x cos y + i cosh x sin y

cosh z = cosh (x + 4y) = cosh x cosh iy + sinh % sinh by =
= cosh x cos ¥ - i sinh # sin ¥

Jako przyklad ogélnej metody uwalniania mianownika od liczh zespolonych rozwazmy funlejg ctghz, Mamy

ctghz = foﬂzﬁ _ _cosh (% +ﬂ . sinh (x — i) _

sinh z sinh (x4 éy)  sinh (v — iy)

_ (coshx cos ¥ + i sinh % sin y) (sinh % cos ¥ — icosh xsin y)

- (sinh % cos ¥ + i cosh x sin ¥) (sinh x cos y — i cosh # sin y)

Mianownik jest rowny wielkoéei raecaywistej (sinhxcosy)*+ (coshasiny)2, P

rzemnozenie licznika i zastapienie i2
przez —1 pozwal

a rozdzielié ulamek na cze8é rzeczywista i urojona. Wynik mozna nprodcié do postaci

ot sinh 2x — 7 sin 2y

= [e]
cosh 2x — cos 2y

Inny sposth postepowania jest oparty na réwnanin [p] w par. 62.
Pochodna f(z} wzgledem z okredlona jest definicjy

G _ [+ —f)
f dz —AI;_TD Az (d]

gdzie Az=Ax+idy, a warunek Az-+0 oznacza, ze zardwno x—>

0, jak i Ay—0. Mozemy zawsze uwazaé x i ¥ za
wspdlrzedne kartezjafiskie punktu pl

aszezyzny. Wiedy Ax i Ay przedstaviaja przesuniecie do punktu sgsiedniego.
Mozna hy sie spodziewaé w pierwszej chwili, ze [d] moze byé rézne w

zaleinodci od kierunlu przesuniecia. Nie-
mniej jednak granice [d]

otizymaé mozna bezpoérednio za pomoca 7 1 Az, tak jak gdyby byly one liczhami rzeczy-
wistymi, otrzymujac w ten sposéb wyniki takie jak

= (2%) = 2z; % sinz = cos z

niezaleznic od wyboru 4z oraz Ax i Ay. Tym samym mozemy powiedzieé, ze wsz

ystlie utworzone w ten sposob
funkeje z maja pochodne,

kiére zalezq jedynie od z, a nie zalezq od kierunku dz w punlecie 2. Sy to funkeje ana-
lityczne.

Wielkoséé x—iy moina traktowaé jako funkeje z w tym znaczeniu, ze dane = okresla z i ¥, a tym samym x—iy.
Niemniej jednak, x—17y nie mo#na tworayé za pomocg z wtaki sam spos6b, jak tworzy sie 27, czy tez ez, Jej pochodna
wagledem z jest granica (Ax—idy)/[(Ax+idy) gdy dx 1Ay daza do zera. Ta granica zalezy od kiernnku przyrostu
Ax i Ay. Jedli przyjmujemy przyrost jedynie w kierunku x, to Ady=

01 jako wartos¢ tej granicy otrzymujemy 1.
Jezeli teraz przesuniecie odbywa sie w kierunkn ¥, to Adx=

01 granica réwna sie —1. Tak wiec x—1y nie jest funk-

cja analityczng x+iy. Funkcje analityczne wraz = x—iy wykorzystane beda pésniej d

napregef. Kazda funkcje zawierajaca i bedviemy nazywaé ,,funkeja zespolona®.
Dowolna funkeja analityczna f(z)

o konstruowania funkeji

posiadaé bedzie calke nicoznaczona, sdefiniowana jako funkeje, kiérej po-
chodng wzgledem z jest f(z); bedziemy ja oznaczaé przez [f(z)dz. Np., gdy f(z)=1/z, mamy

1)
f‘kdz =logz+ C
z
gdzie stala € jest obecnie liczba zespolong A+iB oraz zawiera dwie dowolne stale Hezhy rzeczywiste A i B.
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'I. 55. Funkcje analityczne i réwnanie Laplace’a. Dowolna funkeje analityczna mozna uwazaé za funkeje

% i ¥, posiadajaca pochodne czastkowe. Tak wice
d d de E= .
af(z)=af(z)§ = f'(2) % f(2) [a]
poniewaz dz/dx=1. Podobnie
2 =02 =ire o
oy dy

poniewaz Jzfdy=1i. ) . .
Jesli jednak f(z) przedstawié w postaci ot(x, y)-+if}(%, y) lub proéeiej --ifi, to wiedy mamy

2 doe . P P dee . OB
T =—+4i— oz —fl@)=—+i— ]
dx /@) dx o dy dy Ay
7 poréwnania réwnan [c] z réwnaniem [a] i [b] wynika
: . .
dx o Jdy dy
Pamietajac, #e @ 1 § sa rzeczywiste, i*= —1 oraz, ie znak réwnoéel pocigga za soba réwnosé czeéci rzeczywistych
1 urojonych oddzielnie, znajdujemy zaleinoéé
o BP, M. B ) el
oz dy dy dx

Sq 1o tzw. rownania Cauchy-Riemanna. Pierwsze rownanie rézniczkujemy teraz wzgledem x, drugie wzgledem y
i dodajemy. W wyniku' otrzymujemy
% %
o 9y?

=0 1f]

Réwnanie tej postaci nazywa sie réwnaniem Laplace’a, a kazde jego rozwigzanie nazywa sig funkcja harmoniczng.
Eliminujac w ten sposob z réwnan [e] funkejg  otrzymujemy drugie réwnanie

L lsl
Ix? Ayt

Tak wiec, jesli dwie funkeje ¢ i f zmiennych i ¥ przedstawiaja czesdé rzeczywista i uroj ong fuukc'ji analilyczrfej_.ltc(z)
to kazda z nich jest rozwiazaniem réwnania Laplace’a. Réwnanie Laplace’a wystepuje w wielu zagadnieniach
fizyeznych nie wylaczajac teorii sprezystodei (patrz np. réwnanie [b], par, 16). ' .
Funkcje & i f nazywaja sie funkcjami harmonicznymi sprzezonymi. Jedli ma.my dana d-owolna flmk.c_]q o, to wi-
dzimy, #e roéwnania [e] okredlaja z doldadnoécia do stalej réwniez druga funkeje fi, spragiona z funkeja a. 2
Jako przylkdady wyznaczania funkeji harmonicznych z funkeji analitycznych, rozpatrzymy e'z, 2%, logz gdzie n
jest stala rzeczywista, Mamy

ez — gtk =M — ¢— cos na -+ te— sin nx

’ o ; - nmiar T s
co wskazuje, ze e~ cosna, ¢~ sinnx sq funkejami harmonicznymi. Zmieniajac n na —n znajdujemy, ze e cosna,
e sin nx sa réwniez funkcjami harmonicznymi. Z tego wynika, ze funkeje

sinh ny sin nx:  cosh ny sin nx;  sinh ny cos nx;  cosh ny cos nx [h]

sa harmoniczne, poniewaz mozemy je utworzyé przez dodawanie lub odejmowanie podanych wyzej funkeji, po-
mnozonych przez . Ze zwiazku

2t = (reil)n = yein0 = yi cos nf + " sin nfl
znajdujemy nastepujace funkcje harmoniczne

Mcosnf; rMsinnf; r—tcosnbl; r—%sinnd [i]
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Ze zwiazku

log z = log re® = Tog r + if
znajdujemy funkeje harmoniczne

logr; 6 [l

Latwo sprawdzié, ze funkeje [1] i [§]
[d], par. 25), to jest

92w+1€1£ 1 %

T e T E e 0 3L

ZADANIA

1. Okredli¢ funkeje raeczywiste zmiennych x i ¥s

ktore sa czedciami rzeczywista i urojong funlkeji zespolonych
2% 2%, tghz

[#® — 52 2xy;  2® —3xy%, 32% — 3®;  sinh 2 (cosh 22 4 cos 2y)=1;  sin 2y (cosh 2% - cos 2=

2. Okresli¢ funkeje rzeczywiste ri 0, ktore tworza ezesé rzeczywisiq i urojonq funkeji zespolonych z—2, z log z.

[r=2cos20; r=2sin6; rlogrcosf — rf sin 0;  rlogrsin® + 18 cos 0]
3. Znalezé

Edz - sinh n{

jesli £ jest zmienna zespolong, a z=¢ coshl. Piszge =&+ majdujemy czedé 1zeczywisty i urojong pochodnej,
gdy ¢ 1 n sy rzeczywiste.
4. Pokazaé, 7e

asing _ asinh§
cosh & —cosy’

—Ehxf—cosn_

jesli z=u--dy, {=E+in, a z={iacighdl, gdzie a jest rzeczywiste.

56. Funkeje naprezeni wyrazone przez funkeje harmoniczne i zespolone. Jegli ¢
jest dowolna funkeja x i y, to przez rézniczkowanie otrzymujemy

a% TN [y 9% Ay .
(é?xz_ + EF) (vp) == (sz + 7y ) +2 o [a]

Jesli funkeja y jest harmoniczna, to wyrazenie w nawiasie z prawej strony réwna sie zeru.
Wtedy dv/dx jest funkeja takze harmoniczna, poniewaz

a2 9%\ [oy d (I I
_ _ Y19¥%) o
(ax?‘* ayz) (ax) I (39&2 T o

Z tego wynika, ze ponowne zastosowanic operacji Laplace’a do [a] prowadzi do wyniku

92 92 92 92
e LS g B Nepenhe 5
(c')xz 3 9},2) (é)xz * 6)3'2) () Ib]
ktéry jest réwnoznaczny ze zwiazkiem
o4 o4 o4
(ax?+2 gyt W) byl =0
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spelniaja réwnanie Laplace’a we wspohzednych biegunowych (patrz réwnanie
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Poréwnanie z réwnaniem [a] par. 17 pokazuje, Ze xy moina wykorzystaé jako funkeje napre-
zen przy zatozeniu, ze y jest funkcja harmoniczna. To samo jest shuszne w praypadku funkeji
vy, gdzie funkcja y jest réwniez harmoniczna, o .
Droga rézniczkowania mozna latwo pokazaé, ze (x%-+y%), w tan. r?yp, réwniez spetnia to
samo réwnanie rézniczkowe i moze byé wykorzystana jako funkeja naprezen, przy zalozeniu
harmonicznosel funkeji .
Jedli np. przyja¢ dwie funkeje harmoniczne

sinh ny sin nx;  cosh ny sin nx

pochodzace z funkeji [h] poprzedniego paragrafu, to przez pomnozenie ich przez y otrzymuje
si¢ droga superpozycji funkeje naprezen [d] z par. 23. Jesli wykorzystaé funkeje [i] i [j] z po-
przedniego paragrafu w ich obecnej postaci lub przez pomnozenie ich przez x, y, czy r2, to
mozemy 7 nich zbudowaé wszystkie sktadniki funkeji naprezen ze wspotrzednych biegunowych
podanej réwnaniem [18] w par. 39. .

Zagadnienie, czy dowolna funkeje naprezen mozna otrzymaé w ten sposib, pozostaje
otwarte; mozna je rozstrzygna¢ tworzac za pomoca dwéch dowolnych funkeji analitycznych
ogdlna funkcje naprezei. . -

Oznaczajac operator Laplace’a

a2 J2

; : e _ i o
przez V2 mozemy zapisaé réwnanie [a] z par. 17 w postaci v*(v20) =0 lub v*®=0. Piszac P
zamiast V2@, co odpowiada o,+0,, zauwazamy, ze P_]est ll"uukc]alg 112].1‘11’1‘0111821’121-1 posmd.a
wobec tego sprzezong z nia funkeje harmoniczng Q. W takim razie P+iQ bedzie funkejy
analityczna zmiennej z 1 mozemy mnapisad

fl&) =P+iQ [e]

Catka tej funkeji wzgledem z jest inna funkcja analityczna, ktéra np. oznaczymy przez 44p(z).
Witedy, oznaczajac przez p i g czedé rzeczywista i urojong 9(z), otrzymamy

p(@) =p+ig=1[flz)dz [d]
skad '(z) = 1 f(z). Mamy wice
d ) d .\ Oz 1 i .
Ltigl = 9@ =V = @) = (P+i0)

Poréwnanie czedel rzeczywistych pierwszego i ostatniego skladnika powyzsze] rdéwnosei po-
zwala znalezé
Ip 1

el L]

Poniewaz p i g sa funkejami sprzezonymi, to kazda z nich spelnia réwnania [e] par. 55 i dla-
tego mozna napisaé

9g 1

f
ay_IP [£]
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Przypominamy, ze P=v2® | dlatego réwnania [e] i [f] upowazniaja nas do stwierdzenia,
ze D—xp—yq jest funkcja harmoniczna, bowiem ‘

VIO ) =029 ~2 5L le]
Tak wigc w przypadku dowolnej funkeji naprezedi mamy
P —ap—yq=p
gdzie p, jest pewna funkeja harmoniczna. Tak wiec
D = xp+ yq+ p, . [96]

co wskazuje na to, ze dowolna funkeje naprezen mozna zbudowaé z odpowiednio dobranych
sprzgzonych funkeji harmonicznych p i q oraz pewnej funkeji harmonicznej p,.

Réwnanie [96] okaze sie przydatne pézniej, ale mozna stwierdzié juz teraz, ze uzycie obu
funkeji p i ¢ nie jest konieczne. Zamiast réwnania [g] mozemy napisaé

dp B

ox U

VD — 2xp) = V2D — 4

co wskazuje, ze @ —2xp jest funkcijy harmoniczng, réwna np. py i 7e w ten sposob dowolna
funkeja naprezen daje si¢ wyrazié w postaci
D = 2xp+ p, [h]

gdzie p i p, sa dobranymi odpowiednio funkejami harmonicznymi. Podobnie, rozwazajac
@ —2yq mozemy pokazaé, ze dowolna funkeja naprezed da sie réwnie wyrazié w postaci

D =— 2yq+ p,

gdzie ¢ 1 p; sa odpowiednio dobranymi funkejami harmonieznymi.
Powr6émy do postaci [96] i wprowadzmy funkcje ¢, sprzezona z funkeja harmoniczna py;
piszemy '

1) =py+iq

Wtedy latwo sprawdzié, ze czeéé rzeczywisla wyrazenia
(v ~iy) (p+ig) + 1+ igy

jest identyczna » prawa strong réwnania [96]. Tak wiec dowelng funkeje naprezed mozna
wyrazi¢ w poslacil)

D = Re[zp (2) + ¥ (2)] [97]

gdzie Re oznacza ,czeéé rzecaywista®, Z=2x—1iy, a y(z) oraz y(z) sa odpowiednio dobranymi
funkejami analitycznymi. Odwrotnie, réwnoéé [97] okredla funkcje naprezen, ktéra jest rozwig-
zaniem réwnania [a] z par. 17 pray kazdym doborze 9(z) i y(z). W dalszym ciagu stosowaé
ja bedziemy do rozwiazywania pewnych zagadnied o znaczeniu praktycznym.

1) E. Gowrsat: ,,Bull. soc. math. France®, t. 26, str. 206, 1898. N. I. Muschelisvili: Ann.©
b S e Tt , S y uschelisvili: ,,Math. Ann.”, t, 107,
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Piszac ,zespolona funkeje naprezen”, podana -w nawiasie réwnoéei [97] w postaci

zz %z) + % (2)

i uwzgledniajac ze Zz=r?% a y(2)/z jest nadal funkeja z, znajdujemy, ze kazda funkeje napre-
zenl mozna tez wyrazi¢ jako sume
°pa+ps

gdzie py 1 pg sa funkejami harmonicznymi.

57. Przemieszezenie odpowiadajace danej funkeji naprezen. W par. 39 po-
kazalidmy, Ze okreélenie napreien w obszarze wielospdjnym wymaga sprawdzenia warun-
k6w ciaglosci przemieszezenn w celu przekonania sie, czy naprezenia nie sa czedclowo wyni-
kiem dyslokacji. Z tego wzgledu, jak réwniez we wszystkich przypadkach, w ktérych celem
jest wyznaczenie samych przemieszczeri, staje sie konieczne opracowanie metody wyznaczenia
przemieszezen u i v-przy zadanej funkcji naprezen.

Zwiazki miedzy naprezeniami i odksztalceniami dla plaskiego stanu naprezen (réwnania
[22] i [23]) mozna napisaé w postaci

du v
E%:O};—Vﬂ'y, E@":Gy"?}(f&» [ﬂ]
v Ju
(;(—ax i ay) e _ (b

Do pierwszego ze zwiazkéw podstawiamy funkecje naprezed i uwzgledniamy, e P=v2@
W wyniku otrzymujemy

du 2D 2D 22 2P 7 220 N
E—afaﬁ“"ax—z—( W)“”axz"‘(l”)ﬁ'f’ el
podobnie
v 2P )

Na podstawie réwnan [f] i [g] par. 56 mozemy w réwnaniu [c] zastapié P przez 49p/dx, a w réw-
naniu [d] przez 49¢g/dy. Wtedy, po podzieleniu przez 1+, otrzymujemy

, Ju 22D 4 Ip v 9% 4 Qi
S R s e v e A ey [e]
a stad, po scalkowaniu
0 4 oD 4
e A} * == f
2u=— gt Ty P 0 200 ==t T+ Al) [£]

gdzie f(y) i fi(x) sa dowolnymi funkejami. Jesli podstawié te zaleznosci do lewej strony réw-
nania [b], to otrzymamy

I C IR TNET JEY
Sy A

AR 2dy 2 dx e




Ale pierwszy skl‘admk Icw'e] strony rowna sie 7., a nawias znika, poniewas P 1q sa sprzezo-
nymi funkcjami harmonicznymi, spelniajacymi réwnania Cauchy-Riemanna (par. 56)
Tak wiec

i, df,
dy 4 dx

=i
skad wynika, #e

df o dfy
P =it

gdzie A oznacza stala. Stad plynie wniosek, ze sktadniki £(y) i f;(y) przedstawiaja w réwnaniach
[f] przemieszczenia ciala jako bryly sztywnej. Pomijajac te skladniki, mozemy obecnie row-
nania [f] napisaé w postaci?)

90 4 oD 4
ZGuk—T Ty P 26y =— ——- [h]

S
dy 1+ q
pamietajac, ze zawsze mozemy dodaé przemieszezenia ciala jako bryly sztywnej. Réwnania
te pozwalaja nam znalezé u i v, gdy znana jest funkcja @. Najpierw nalezy znalezé P réwne
V2@, okredli¢ funkcje sprzezona Q za pomoca réwnari Cauchy-Riemanna

P99 9P 3

dx 7y o
wiedzac, ze f(z)=P +iQ, oraz wyznaczyé w koricu funkeje p i g przez catkowanie f(z), jak
Lo pokazane jest w réwnaniu [d] w par. 56. Wtedy mozna obliczyé wezystkie skiadniki zwiaz-
kéw [h].

Uzyteczno$é zwiazkéw [h] stwierdzimy w péinicjszych zastosowaniach, w Itéryeh zawodzi
metoda okreslenia przemieszezeii, przedstawiona w rozdziale 3 i 4.

58. Przedstawienie naprezenia i przemieszczenia za pomoca potencjaléw  ze-
spolonych. Dotychezas sldadowe naprezenia i przemieszezenia wyrazaliSmy za pomoca
funkeji naprezen @. Poniewaz jednak réwnanie [97] wyraza funkcje @ za pomoca dwéch funk-
cji p(z) oraz y(z), to staje sie mozliwe wyrazenie naprezenia 1 przemieszezenia za pomoca
dwéch ,,potencjaléw zespolonych®.

Kazda funkeje zespolong f(z) mozna wyrazi¢ w postaci o +iff, gdzie & i § sa funkejami
rzeczywistymi. Temu wyrazeniu odpowiada wyrazenie sprzezone?) g —if, ktére otrzymuje
sig przez podstawienie wszedzie w funkeji £(z) zamiast { warto$é —i. Taka zmiane oznacza
si¢ za pomoca zapisu

f@A=a—ip [a]
Tak wiec, jedli f(2)= ¢™, to otrzymujemy

f(é) = g—inz = o~ M(s=D) _ o—inx, ,—w _ [b].

1) 4. E. H. Love: ,Mathematical Theory of Elasticity®, wyd. 4 §§ 144, 146, 1926.

g ; 5 S B e 2 ; ;
) Terminu tego uzyto tu w zupelnie innym znaczeniu niz w zestawienin »Sprzgzone funkeje harmoniczne®,
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W celu zilustrowania znaczenia kreski nad f-w réwnaniu [a] mozna mu przeciwstawié
oznaczenie =
Sf(z) =™
Qczywiscie

@) +fE)=2a=2Re f(2)

Podobnie, jeéli do funkeji w nawiasach w réwnaniu [97] dodaé sprzezong z nia funkeje,
to otrzyma sie podwdjna cz¢sé rzeczywista tej funkeji. Tak wige, réwnania [97] mosma zasta-
pi¢ przez

a droga rézniczkowania znalezé:

2 i)_f =2y'(2) +9(s) + 2/ (@) + 29 (s) + 9(2) + 7' (2)

257 V6 — v + 7 6) — )+ 9@ - 7@

Oba te réwnania mozna polaczyé w jedno mnozac drugie z nich przez i i dodajac do siebie.
Otrzymuje si¢ wtedy

LIS o =
G iy — WO ZG il

faczac w ten sposob zwiazki [h] z par. 57, znajdujemy

o0 o0

4 .
Ak = — (ax N Lay) t i3, PtH

lub wykorzystujac réwnanic [d] z par. 56 i réwnanie [c]

2G(u+ i) = —31;—:’ w(@) — 29’ @) — 7' ?) [99]

Réwnanie to okredla u i v w przypadku plaskiego stanu naprezenia, gdy dane sa potencjaly
zespolone y(z) i y(2). W przypadku plaskiego stanu odksztalcenia nalezy zgodnie z par. 19,
po prawej stronie réwnoéei [99] zamiast » podstawié v/(1—v).

Skladowe naprezenia o,, o,, 7,, MmoZna otrzyma¢é bezpoérednio za pomoca drugich pochod-
nych wyrazenia [98]. Jednakze z uwagi na pésniejsze zastosowania do wspohrzednych krzywo-
liniowych, lepiej jest postapi¢ inaczej. Po zrésmiczkowaniu réwnodei [c] wzgledem x mamy

92® 4 82(‘15 ’ —tr — —rr
o2 T oxgy — V@A @+VE G []

Rézniczkujac te réwnoéé wzgledem y i mnozac przez i otrzymujemy

9D 9 , =L . 1 |
zaa—y—@y:‘w(z)%—zgu @) —9E+71"@ [e]




Prostsze postacie otrzymuje sie przez odejmowanie i dodawanie réwnari [d] i [e]. Wte dy?) stronie tuku, mozna przedstawié za pomoca sldad_owych Xds i Yds. Wiedy, na podstawie

0+ 0,=29'(2) + 29'(z) = 4 Rey/(z) [100]
0, — 6, — 2iz, = 205" () + 7 (3] [101]

Przez zamiane i na —i po obu stronach réwnodci [101] otrzymujemy inna postaé

Gy = Op+ 27, = 2z (2) + 1 (2)] [102]

Rozdzielenie prawej strony réwnoéci [102] lub [101] na czeéé rzecaywista i urojona daje
0,—0, oraz 27, Réwnania [100] i [102] okredlaja skltadowe naprezenia za pomoca potencja-
6w zespolonych 9(z) i %(z). Tak wiee dobér odpowiednich funkeji 9(2) i y(2) pozwala z réwnar
[100] i [102] wyznaczyé mozliwy stan naprezenia, a odpowiadajace temu stanowi przemiesz-
czenia oftrzymuje si¢ z latwoscia za pomoca réwnania [99].

Dla wyjaénienia tlej dy 7 5 rezeni i i i
Y] j metody rozwazymy stan naprezenia opisany za pomoc wielomianéw, oméwiony w par. 17.

Funkeje naprezen w postaci wielomianu piatego stopnia mozna z latwodceia olrzymadé z réwna

ia [9 s g i
w nim nia [98], jesli przyjaé

W) = (a5 + ib)s;  x(z) = (c; + idy)z®
gdzie ag, by, c5, dy sa dowolnymi rzeczywistymi wspélezynnikami. Wiedy
P(2) =day +ib))a%;  y(z) = 5(es + id;)z*

WE) = 12(a; + iby)a®;  y"(z) = 20(c; + idy)2®

a z réwnan [100] 7 [102] otrzymuje sie

0y + 0, = dRed(a; + ib,)z% =
= 16Re(q; + iby)[x® — 3xy® + i(3a%y — y%)] =
= 16a;(x® — 3ay?) — 16b,(32% — y9)
Ty — 0y + 207, = 2[12(a; + iby)za® + 20(c; + idy)2"] =
= 24(a; + iby) (v — iy) (x + iy)2 + 20(¢; + idy) (x + 1y)® =
= [24a5a(a® + y%) — 24D,y (2% + y?) + 200,(2 — 3xy?) +
— 20d;(3x% — y%)] + i[24agy(x? + ¥2) + 24ba(a? + y?) +
+ 20c;(32%y — *) -+ 20d(x® — 3ay?)]

Wyrazenia w nawiasach dajg odpowiednio 7,—0, oraz 27

. . . L x)’.
’ Odpowiadajace temu rozkladowi naprezen skladowe przemieszezenia mozna latwo wyznaczy¢ z rownania [99]
ktére w tym przypadlu ma postaé ’

oo I
26+ i) = Z— (ag -+ ibs)e® — Aag — ibg)ez® — 5(cg — idy)zh

1+

59. Wypadkowa naprezenia na krzywej. Warunki brzegowe. Na rys. 125
poprowadzony jest w plaszezyZnie tarczy tuk krzywej AB. Sile dzialajaca na odcinek tego
fuku ds, wywolana oddzialywaniem materiatu po lewej stronie luku na materiat po prawej

') Wyniki te oraz réwnanie [99] otrzymat w swoiej rozprawi icj
2 O wie doktorskiej G. Kelosoff;
takze jego prace ,,Z. Math. Physik®, ¢, 62, 1014, o SR KOK"%{;’DMPM’ 1908 Por.
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i o ey

gwiazkéw [12], par. 9.

X=o0,cosa+7,sina
Y=0‘J51n %+ T,, COS & [a]

gdzie o jest kqtem migdzy normalna lewostronna [V a osia . Tukowi ds odpowiada dx 1 dy,
zgodnie z rys. 125b. Przy posuwaniu sig po ds w kierunku od A do B maleje x i dx hedzie

a } 0 x b) -cdac)
7 M
yﬁaj’m
B " e
y W
¥els
Rys. 125

liczba wjerana. Dlugosé poziomego boku elementarnego tréjkata, pokazanego na rys. 125b,

wynosi tym samym —dx. Tak wiec

dy .
= b
CoRG = s BRE ds [b]

Podstawiajac te wartosci, lacznie z

92 92D R

=t BTt ™WT T a0y

w rownania [a], znajdujemy

- 9% dy D dw o ([0d\ dy , @ (9P \dx _d (8P
X it 2 B\ ) B Ty ) & @ e

dy? ds dxdy ds Iy \ dy s x \ dy y
. 0 ds PP dy _ _i(@) lc]
== 92 ds dxdy ds  ds \ I

Sktadowe sily wypadkowej na brzegu 4B sa tym samym réwne

B _ Bq (9 [9@]3
F,:fAde:fA—d;(ay)dSr By L

B 54 (90 d——[aﬂs A
F, = AYds=— L H\Te = 9% |4

Nawiasy kwadratowe przedstawiaja réznice zawartych w nich wielkosei w punktach B i 4.
Moment wzgledem punktu O sily dzialajacej na 4B, wziety zgodnie z kierunkiem ruchu

wskazéwek zegara, zgodnie z réwnaniem [c], wynosi

B B B Pali) L) J
Mr:foYdsffAdes:*fA [“d(aT) +J’d(5;>
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Catkowanie przez czeéei prowadzi do wyniku')

B
D el -

m=l|o| - 1,92 9
[ :lA [% o Y Jy ]A le]:

‘ Ze zwiazkéw [c] wynika, 7e gdy krzywa 4B przedstawia swobodny brzeg, to X i ¥ réwnai
si¢ zeru i pochodne 8D/9x oraz D)9y musza byé stale wzdtui AB. Jedli ,wzdluz AB dzia?
zadane obciaZenie, to zwigzki [c] pozwalaja je wyrazié za pomoca pochodnych dDjgx i 8@/&)& .
g gtato réwnoznaczne z okredleniem pochodnej w kierunku styczne] 9@/9s i nonnalnjgj:
a@;g:.do brzegu AB. Obie one?) sq znane, jesti wzdluz AR dana jest funkeja @ i jej pochodna

Niech obecnie tuk tworzy krzywa zamknieta, a punkt B pokrywa sie z punktem 4, wted
yréwna.nia [d] i [e] podaja wypadkows sife i moment naprezenia dziatajacych na czes'(; tarczy
ograniczong z.amkniQtym konturem. Jesh wielkodei te nie sg réwne zeru, tc znaczy}e 9@/33;
oraz 8®|dy nie powrdeq do wartosei wyjéciowych (4) po przejéeiu zamknie;tego obwodu (B)

Sg one tym samym funkcjami nieciaglymi, podobnie jak kat 8 we wspélrzeduych bie u—
nowych, Bqdzife to mialo miejsce jedynie w tym przypadku, gdy do czedei tarezy. ograniczoie'
krzywa zamknieta, praylozone sq obciazenia (réwne i przeciwnie skierowane d(: F,F i M)}

Oba réwnania [d] moina zapisaé za pomocy potencjaléw zespolonych () i x(xz’), ;ak na-.

stepije
. @ B s 20712
Fx+zﬁ‘y:[§____i9®] = 1 93+L2®,
dy Fx la dx v fa

lub korzystajac ze zwiazkéw [e] par. 58

Vot iF, = — () + 9/ () + 7@V [108]
Zwiazek [e] przyjmuje postaé

M =Re [ 53 () + 2(0) ~ 5 @ i [104]

Réwnania [103] i [104] zastosowane do praypadlcn, w ktérym krzywa zamknieta otacza po-
czatek uktadu, pokazuja, Ze gdy y(2) oraz y(z) przyjaé wpostaci 2, (n jest liczhg ca}ko‘,«vi‘i3 )
’fo ‘Fx’ F,1 M réwnaja sie zeru, ponicwaz funkeje w nawiasach przyjmuja po pelnym okf i
zeniu konturu sv‘we,wartoéci poczatkowe, Za pomoca tych samych funkeji nie mozna o isz?é
stanu  naprezenia wywolanego obcigzeniem  prazylozonym w pocaatke  wldadu. Fu;llakc'wl
log z== log r+10 nie powraca do wartosel wyjéciowej po okrazeniu calego konturu poniewr]t;
¢ wzrasta o 27, Tak wiec, jesh o (&) = Clog zlub y(z) = Dzlog z, gdzie CiD ozna;za'a stal;
(ze‘spo}one) to réwnanie {103] daje dla F, il wartodé rézna od zera. Podobnie y(z) =]D lo zj
de‘ge roing od zera wartodé M, jeshi D jest urojone, lecs daje wartodd réwna zeru pvr?yDrzecf -
wistym, J -

60. .W?.pé}rzgdne krzywoliniowe. Wspolrzedne biegunowe r i 0 (rys, 124) opisuja
polozenie punktu w miejscu przeciecia okregu kola (o promieniu r) i promienia wodzpqce J(;
wyprowadzonego z poczatku ukladu (pod katem ¢ do proslej przyjetej za prosta odniesienif}.

1) Zwiazki [d} i [¢] pozwalaja ustalié analogie mi . ..
cicezy lepkie], Patrz J. . Goodier: ,,Philr.ml\/?aggl?“n;;i?: Y?,i Eag%(';:pstsgd ]f])f‘;]t?ln ggéqu;gz ¢ powolym ruchern plaslim

%) Te warunki brzegowe prowadz i i ugi
: | brze adzq do analogii z poprzecanymi ugieciami Z bwienie tej
logii wras = przypisami podat R. D, Mindlin: »Quart, Applicyd-'Mati.?‘clt?sz],l Ellftzs'%? zliési%{ch Oméwienic tf ana-
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:fz.y._'; Iirzej:é'(iiu' od wsptlrzednych kart‘ez.iar’iskicl;’ do wspéhrzednych biegunowych stosuje

¢ Téwnanie

\/xz |y =r; arctg% =z 4. [a]

‘Nadajac w plerwszym 2 nich régne wartoéci zmiennej r, otreymuje sig rodzine okregéw. Gdy
hatomiast nadawaé rézne wartodel katowi 6, to z drugiego réwnania otrzymuje sie rodzing
pétprostych, wychodzacych z jednego punktu.

- Réwnania [a] sa przypadkiem szczegdlnym zwiazkow postaci :
Py =§&  Folwy) =79 “[b]

Prayjmowanie dwéch wartosel statych dla &1 5 okredli dwie krzywe, ktére beda sie prezecinad,
jesli tylko funkeje £y (%, ¥) i F3 (x, ¥} sa odpowiednio dobrane, Réine wartosel £ 1 97 prowadzg
do réznych krzywych i réznych punktéw przeciecia. Tak
wiec, kazdy punkt plaszczyzny xy bedzie scharakteryzo-
wany dwiema wartodciami & i #, ktére okredlaja dwie
krzywe dane réwnaniami [b], przechodzace przez ten
punkt. Wartoéci & i n mozna uwazaé za wwepdhzedne
tego punktu. Poniewaz £ i % okreflaja polozenie punktu S
za pomocg dwéch przecinajacych sig krzywych, nazywa sig o
je wspélrzednymi krzywoliniowymil).

Wspotrzedne biegunowe wraz z odpowiadajgeymi im
skladowymi naprezen okazaly si¢ w rozdziale 4 bardzo wy- y
godne do opisania zagaduiedt, w ktdrych brzegi skiadaly Ry 126
sie z wspélérodkowych okregéw Lot Naprezenie i prre-
mieszezenia na takim brzegu staje sie funkeja zalezng jedynie od 6, poniewaZ r posiada tu
stala wartodé. Jesli brzegi tworza inne krzywe, np. elipsy, wygodnie jest zastosowaé wsp6l-
rzedne krzywoliniowe, z kidrych jedna jest stata wzdhuz kaidego brzegu.

Jedli réwnania [b] rozwiazaé wegledem « iy, to otrzymamy dwa rdéwnania o postaci

x=HEn: y=rAbn) fel

Wygodniej jest awykle zaczynaé rozwazania od tej wiadnie postaci. Rozwaimy np. dwa réw-
nania

x=ccosh £ cos; v =csinh £siny [d]

w ktérych ¢ oznacza stata. Przez eliminacje % dochodzimy do rdownania

2 2

¥ * v _
2cosh?E | cZsinh?&

Gy & jest stale, jest to réwnanie elipsy o pélosiach ¢ cos hé 1 ¢ sin hé i ogniskach lezg-
cych w punktach x= ¢, Dla réinych wartodei & otrzymujemy réine elipsy o tych samyeh
ogniskach, tzn. rodzing elips wspélogniskowych (rys. 126). Na kavdej z tych elips & ma war-

1; Ogblng teorie wepdhredaych kraywoliniowych podal Lomé w ksiaice: ,Legons sur les coordonnées cur-
vilignes®, Paryz, 1839,
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= e

tosé stala, a 7 zmienia sie (w przedziale od 0 do 27). Podobnie na okregu kola we wspol-
rzednych biegunowych r ma wartosé stala, a zmienia sie kat 0. W naszym przypadku 7 jest
latem w parametryeznym réwnanin elipsy o pélosiach @ i b: x=a cos 1, y=bsin 7.
Jedli odwrotnie, wyeliminujemy z réwnan [d] &, to za pomoca zwiazku cosh? £ —sinh2 £=1
otrzymujemy ’

A2 \,“2

c?cos?y;  cPsinly [e]
Dla statej wartodci # réwnanie przedstawia hiperbole, ktéra ma te same ogniska co elipsa,
Tak wiee, réwnanie [e] przedstawia rodzine wspélogniskowych hiperbol, na kazdej z kt4-
rych 7 jest stale, a & zmienne. Wspéhzedne te nazywaja si¢ eliptycznymi,
Dwa réwnania [d] réwnowaine sq zwiazkowi x - iy=c cosh (& +in) lub

z=ccosh ¢ ) []

gdzie {=&4i1. Jest to oczywidcie szezegblny przypadek zwiazku

#=/0) ' [g]

Zwiazek ten, okreélajacy z jako funkeje £, moze byé rozwiazany wzgledem . Wiedy £ i ;]
sq czedelg rzeczywista 1 urojong funkeji 2 i tym samym spelniaja réwnania Cauchy-Riemanna
[e], par. 55, a nadto réwnania Laplace’a [f] i [g], par. 55.

Wezystkie wspélrzedne krzywoliniowe, ktérymi bedziemy sie postugiwaé w tym roz-
dziale, beda wyprowadzone z réwnan o postaci [g] i w zwiazku z tym beda mieé dalsze wlas-
nosci szczegolne. Jeéli punkt «, y posiada wspdhrzedne krzywoliniowe & i 7, a sasiedni punkt
x+dx, y+dy T——wspéh'z@dne krzywoliniowe &+dE i 5+dy, to, poniewas istnieja dwa réw-
nania typu [c], moZemy napisaé ‘

dx dx dy y
= oF 4+ 5 dn: dy=£d§+ %dq [h]
Jesli zmienia si¢ jedynie &, to przyrosty dux i dy odpowiadaja pewnemu elementowi luku ds,
lezacemu na krzywej n=const, pray czym \

dx

— 91 9}"
d:r,ﬁ%df; d}'zgdé‘ [i]

Tak wiec

o \2 ay\?
2 _ 2 2 _ J :
(dsg)* = (d)* + (dy)* = [(ﬁ) - (a—) | e i
Poniewaz z=f(£), mamy

dz _dx Oy d ar I !

7=t iy~ /0% =/0) [k
gdzie

; d
=40
Kazda wielkoéé zespolona mozna napisaé w postaci J cos @ +iJ sin ¢ lub Je'@, gdzie J1ig

sa rzeczywiste, Przy

(& =Te* 1]
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7z réownania [k] mamy

a- G 2 4 . .
a—;=.fc‘0:-soc; %:]smoc [m]
a wtedy réwnanie [j] daje
ds. = JdE

Wykorzystanie zwigzkow [i] oraz [m] pozwala obliczy¢ kat nachylenia ds, do poziomu

dy  yldE
dv = 200E =

tec [n]

Tak wiee, & okreslone zwiazkiem [1] stanowi kat miedzy styezna do kraywej # = const w kie-
runku wzrostu £ i osia x (vys. 127).

W ten sam sposéb, gdy zmienia sie jedynie wielkoéé 7, przyrosty dx i dy odpowiadaja
elementowi tuku dsq lezacemu na krzywej £=const, a zamiast zwigzkdw [i] mamy

N 2 x

ox ay
¥ =—dy; dy=—-—d
dx on dn;  dy o 17

Postepujac jak poprzednio, znajdziemy, ze

ox y

a—:—.fsinoc; 7 = Jcosa ¥ .
7 7
i 1 Kierunek
ovaz ze ds,= Jdn, przy czym Kierunek wzrastojgeego §
wzrastajgreqo 77
dyldx = — ctg o Rys. 127

Poréwnujac ostatni wynik z réwnaniem [n], widzimy, ze krzywe &=const i 17=consfr.
przecinaja si¢ pod katem prostym, a kierunek wzrostu # tworzy z osig x kat (%/2) +a (rys.
127).

Rozpatrzmy np. wspéhzedne eliptyczne okredlone réwnaniem [f]. Mamy wiedy

()= ¢ sinh { = csinh & cos 57+ ic cosh & sin n = Je®
Poréwnanie czedcl rzeczywistych i urojonych ostatniego zwiazku prowadzi do réwnodei
Jcosa=csinh £cosy;  Jsin @ =cceosh Esing
1 tym samym
J? = c¥(sinh? & cos? %+ cosh? & sin? 7)) = 4c? (cosh 2& — cos 27) [o]
tg oo =ctgh £1g 9 [p]

61. Skladowe naprezemia we wspélrzednych krzywoliniowych. Réwnania [99],
[100] i [102] podaja skladowe napreienia i przemieszczenia we wspdlrzednych kartezjan-
skich za pomoca potencjaléw zespolonych w(z) i x(z). Gdy korzysta sie ze wspélrzednych




krzywoliniowych potencjaty zespolone mozna
jest przez { réwnaniem typu [g], par. 60,
wige trudnodci w przedstawieniu o
przyjaé skladowe naprezenia w postaci:
0, sktadowa normalna na krzywej & = const;
o,, skladowa normalna na krzywej # = const;
g, skladowa styezna do obu lrzywych.

\( ~E=const
% p=cons}.
Y 6?2;‘ "47\&::

Kierunet
warastajgeago 5 /\ Krerunef
A = .
wzrostygeeys ¢
Rys. 128
Sktadowe te sa pokazane na rys. 128. Poréwnujac ten rysunek. or

dzimy do wniosku, 7e o i Tg, odpowiad
zwiazki [13] 1 napisaé

Gy az rys. 127 z rys. 12 docho-
4a 01 7 na rys. 12. Mozemy wobec tego wykorzystaé

il i
% =3(0,+0,) + }(0,— 0,) cos 2a+ 7, sin 20
Tey = — (0, — o-y) sin 2¢ -+ Ty €OS 200

Podobnie zastepujac « przez (7/2) +a, majdujemy

o, =30, + 0,) —}o, — o,) cos 20 — TSl 20

a stad latwo otrzymujemy réwnania nastepujacel):

O¢+o,=0,+0, [105]

= T, — it ;
Oy = Og+ 2it,, = e¥(0, — 0, + 2it,, [106]

5% P . i ..
Mnoinik 2 wystepujacy we wspéhzednych krzywoliniowych okredlonych réwnaniem
z=f({), moina wyznaczyé z réwnania [1], par. 60. Réwnanie to wraz z réwnaniem SPragzo-
nym, otrzymanym przez zmiang i na —i, daje

['Q=Jé%  F'(&)=Je"

tak, ze
e L0
G 187
1) Réwnania [105], [106] i [108] otrzymat Kolesaff; loc. cit.

KOL£050W
182

przyjaé w postaci funkeji £, a samo wyrazone
okreglajacym wspélrzedne krzywoliniowe. Nie ma
w Oy Ty Za pomocy & 1 7. Jednakze zwykle wygodnie jest

Nasze wspohzedne, np. eliptyczne, daja f'({)=c¢sinh £ i

pi . S0 h¢

Przy tak okreélonej wartoéei e2® réwnania [105] i [106] wyrazaja oy, 0, 1 Tg, przez o, Oy T8

Przemieszczenie we wspéhrzednych krzywoliniowych okreslone jest za pomocy sktadowej
u; w kierunku wzrostu £ (rys. 127) i skladowej u, w kierunku wzrostu 7. Jedli u i v sa sklado-
wymi przemieszczenia we wspélrzednych kartezjanskich, to mamy

Ug=ucosg+uvsing; U, =vCcos@—usineg
a slad
Ug+ tu, = e~ (u+ iv) [108]
Przy zadanych potencjalach zespolonych (z) oraz y(z), korzystajac z réwnania [99]
przy z=f() oraz z réwnania [107], mozemy wyrazié u, i u, przez & i n.

Laczge réwnania [99], [100] i [102] z [105], [106] i [108] otrzymujemy nastepujace zwigzki
na skladowe naprezenia i przemieszezenia (z zamiana w ostatnim z nich 7 na —1i):

0+ 0, =2[y'(2) + ¥'(2)] = 4 Rey'(2) [109]
0, — 0+ 2iT,, = 2622y (2) + 1" (2)] [110]
2G(ue — iu,) = e™ [ ?{;; P(2) — zy'(2) — X’(Z)] [111]

Uzyjemy tych zwiazkéw do rozwiazywania kilku zagadnien, w ktérych bedziemy mieli
do czynienia z brzegami krzywoliniowymi,

ZADANIA

1. Pokazaé, ze w przypadku wspélrzednych biegunowych gdy z=cf, réwnanie [107] przyjmuje postaé e2® —
=, a g=9=0. .

2. Znalei¢ rozwiazania nastepujacych zagadnien postugujac sie podanymi potencjalami zespolonymi. Wy-
znaczy¢ skladowe naprezenia i przemieszczenia. Duze litery oznaczaja stale, niekoniecznie TZecZy wiste.

a) Pierscien (@ < r < b) obcigzony jest momentami M za podrednictwem sit styeznych dzialajacych na brzegach
(rys. 122). p(z) = 0, ¥(z) = 4 log 2.

b) Pierécien poddany cidnieniu wewnetrznemu p, i zewnetranemu P, (patrz par. 26). y(z) = Az, 4(z) = Blog 2.

¢) Czgste zginanie preta zakrzywionego i ,,dyslokacja obrotowa® pierécienia, jak w par. 27 i par. 29. y(z) =
=Azlogz + Bz, x(z) = Clog z.

d) Zagadnienie rozwiazane w par. 31, 9(z) = 4z® + Blog z, y(z) = Czlog z + Djz.

€) Tarcza poddana rozeigganiu z otworem kolowym (par. 32). y(z) = 4z + Bz, y(z) = Clogz - Dz® 1+ Ffz2,

t) Promieniowy rozklad naprezen z par. 33. y(z) = A logz, (z) = Bzlogz.

g) Sila dzialajaca w punkeie tarczy nieograniczonej (par. 38). y(z) = A log z, y(2) = Bz log z.

62. Rozwigzania we wspélrzednych eliptycznych. Otwér eliptyczny w tarczy
poddannej réwnomiernym naprezeniom. Juz poprzednio w par, 60 rozwazaliémy
wspélrzedne eliptyczne £, 77 i pokazaliémy je na rys. 126, definiujac w nastepujacy sposéb

z=ccosh{; C=&41iy [a]

sinh, E L]




skad
x=ccosh & cosn; vy =csinh & sin 7
oraz
dz . . ginh £
—+ =csinh{; et = =
¢ 4 sinh [b]

Na elipsie o pélosiach ¢ cosh &, ¢ sinh &, wspéhzedna & jest stala i réwna £, Jezeli pélosie
a i b sa wielkodciami znanymi, to ¢ i &y mozemy znalezé ze zwiazkéw

ccosh§y=a; csinh§ =5b [e]

W ten sposéb, jezeli znamy jedna z rodziny elips, zdefiniowana jest réwniez cala rodzina elips
i rodzina hiperbol (patrz str. 179). Jeseli & jest bardzo male, to odpowiadajaca mu elipsa jest
bardzo smukla i w granicy gdy & = 0 stanie sig odcinkiem prostej o diugosei 2¢ laczacym
ogniska. Dla coraz to wigkszych dodatnich wartodei £ elipsa bedzie coraz to wieksza i w gra-
nicy gdy &= oo bedzie kolem o promieniu réwnym nieskoriczonodei. Dowolny punkt na kas-
dej z elips przebiega caly obwéd elipsy gdy # prayjmuje wartoéci od zera do 27 (na dodatniej
osi x, rys. 126). Pod tym wzgledem 7 praypomina kat 6 we wspbhrzednych biegunowych,
Na skutek cigglosci skladowych odksztalcenia i naprezenia, 7 musi byé periodyczne o okre-
sie 27 tak, ze wartodci dla =2% beda sic réwnaé wartodciom dla 1n=0.

Rozwazmy obecnie tarcze nieskoriczona bedaca w stanie réwnomiernego wszechstronnego
rozeiggania .5 zaburzonego eliptycznym otworem o pélosiach a i b, przy czym brzeg otworu
iest wolny od naprezen!). Warunki te oznaczaja, 7e

o, =0,=S5 W nieskonczonoéci [d]

0 = Tg, = 0 na brzegu otworu eliptycznego, gdzie & przyjmuje wartosé & [e]
Z réwnan [100] i [102] znajdujemy, 7e warunek [d] jest spelniony, jezeli

2Rey'(z) =S;  Zzy"(2)+ 5"(z) =0 w nieskoriczonodei [f]

Poniewaz skladowe stanu naprezenia i odksztalcenia z powodu cigglodei sa okresowe ze
wzgledu na 7 o okresie 27, bedziemy rozpatrywaé takie postacie w(z) i y(z), ktére dadza
nam funkcje naprezer o tym samym okresie. Takimi postaciami sa:

sinh n{, tzn. sinh né cos n1 -+ 1 cosh né sin ny
cosh n, tzn. cosh né cos ny+ i sinh né sin ny

gdzie n jest liczha catkowita. Funkeja x(z) = Bc®C, gdzie B jest staly, réwniez spelia warunki
zadania.

Przyjmujac y(z) =Aec sinh £, gdzie 4 jest stala, i biorac pod uwage pierwsze z réwnan
[b] dla d{/dz bedacego odwrotnogcia dz/dl, otrzymujemy

p _de coshl -

) = 1S - — = _— — B { o
¥ () =Accosh ¢ o Sohe Actgh ¢ [g]

1) Pierwsze rozwiazania dla tarczy z olworem eliptycznym zostaly podane przez Kolosowa, loc. cit., oraz
C. E. Inglisa: ,,Trans. Inst. Naval Arch.“, Londyn 1913; »Engineering®, tom 95, str. 415, 1913. Patrz réwnies
T. Poschl: Math, Z.%, tom 11, str. 95, 1921. Tutaj zastosowano metode Kolosowa. Ta sama metoda zostala za-
stosowana w kilku dwuwymiarowych zadaniach sprezystosei przez 4. C. Stevensona: ,,Proc. Roy. Soc.“ (London),
seria A, tom 184, str. 120 i 218, 1945, Tnne pozycje zostang podane ponizej.
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W odlegloéci od poczatku uldadu réwnej nieskorficzonoéei & jest nieskoniczone i ctgh £ jest
réwny jednoéci. Pierwszy z warunkéw [f] jest przeto spelniony gdy 24 =S, Nastepnie z [g]
znajdziemy
i A 1
Yie) = ——2

¢ sinh3(

[h]

oraz L
cosh £
sinh?® {

2p'(z) = —4

Biorac y(z) = Bc?l, gdzie B jest stala, mamy

Be cosh ¢

VO =g FO =~ Bgar z

7 réwnan [i] i [j] widzimy, ze zy''(2) oraz y(z) znikaja w nieskoriczonoéci. W ten sposéh

drugi z warunkéw [f] jest spelniony. . e .
Warunek [e] moze byé spelniony przez odpowiedni dobér stalej B. Odejmujac réwnanie

[110] od réwnania [109], mamy
0 — 178, = 9'(2) + 9'(2) — ¥ (29" (2) + 1" ()] [k]

gdzie ¢¥® jest dane drugim réwnaniem [b]. W ten sposéb

cosh(:+ coshE) i sinh £ (A cosh g cosh ¢ )

sinh sinhz sinh ¢ sinh®Z ' sinh3¢

1 — {4 [sinh { sinh (£ + E) + cosh 5] +B coshﬁ

sinh’2 £sinh¢

Or — 1Tgg =A (

Na brzegu otworu eliptycznego & = £, i &+ E =2E E: 2&, — £. Wtedy [1] sprowadza sig do

L — (Acosh 2&; -+ B) cosh £

sinh?  sinh ¢

W ten sposéb warunek [e] jest spelniony, jezeli

B = —A4cosh2& = — 1S cosh 2&; [m]

Obecnie mamy

p() =}Sesinh & 2(2) = — bSe? cosh 26y [o]

Teraz wszystkie warunki brzegowe sa spelnione. Nie mozemy byé jedn?k ‘pewni,- czy
potencjaly zespolone [n] przedstawiaja rozwiazanie naszego problemu, dopdki nie dowu?m’y
sie, ze nie powoduja nicciaglodci odksztalcen. Skladowe odkszta}cer’l‘ w ukladzie kartezjan-
skim snajdziemy z réwnania [99], ktére w biezacym przypadku daje nam

P = Be
Acsinh & —Ae cosh { etgh & — = [o]

1+ sinh §

2G(u+ ) =

gdzie A=S5/2, a B jest dane przez wyrazenie [m]. Hiperboliczne funkeje posiadaja czedei
rzeczywiste i urojone, bedace okresowymi wzgledem 1. W ten sposab kazdy obieg wewnatrz




tarczy po elipsie &=stalej sprowadzi u i » z powrotem do poczatkowych wartoged,
potencjaly zespolone [n] s rozwigzaniami problemu.

Sktadowg naprezen Oy Na otworze mozemy latwo znalesé 7 réwn
jest na powierzchni otworu réwne zeru., W
A=5/2, mamy

Dlatego

ania [109], poniewaz g
stawiajac wartoéé na '(z) z réwnania [g], przy czym

Get 0, =4 Rey'(z) — 25 Re ctgh £

lecz

(BE-;-fr; + e—f—:’n) ((357132 i C—Eth'n)

t T M S S, . A
ctgh{ (FFim — =) " (o= — g=Evm) [p]

eb+in __ e—f—in

Przemnazajac wyrazenia z nawiaséw licznika i mianownika otrzymujemy uproszczona postaé

sinh 2& — isin 2y

teh & = il
ctghg cosh 28 — cos 2y
Stad
B 2Ssinh 2&
et oy = cosh 2& — cos 2y
i na hrzegu otworn
25 sinh 2&,
(Grr)fﬂi., = -

 cosh 2&, — cos 2

Najwigksza wartosé, ktéra otrzymu

jemy na konicach duzej osi elipsy, gdzie 5=
=1, wynosi

Oigm, acos2y=

25 sinh 28,
cosh 2&; — 1

(Gq) max —

Z zaleznodci [c] zauwazymy latwo, ze

C 2ab a4 b2
2=a?—b%  inl 2= 54 cosh 2&, = _k:;m,
co uwzgledniajae, znajdziemy
a
()= 28 A .
Naprezenia te sa tym wieksze im elipsa jest smulklejsza. }
Najmniejsza wartoéé (@,)e g Ma miejsce na koficach malej osi gdziecos 2y = — 1, Wten |
sposéb
|
25 sinh 2% b
(Onmin = =520 =952
cosh 2&,+ 1 a

W przypadku gdy elipsa staje si¢ kolem, to znaczy gdy a=b, oba naprezenia (o,)
1 (0)) min 82 Téwne 25, zgodnie z wartoécia naprezen dla kotowego otwora pod :
nomiernego, wszechstronnego rozciggania (str. 85).

Odksztatcenia moga byé obliczone 7 réwnania [n] i [111] lub |
1 przedstawione za pomoca cigglej jednowartodciowej funkeji.

max
dzialaniem réw-

99]. Oczywidcie sa one ciagle
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Problem réwnomiernego ci$nienia .S wewnatrz eliptycznego otworul) i naprezen zerowych
w nieskoriczonodei, moze by¢ latwo rozwiazany przez dodanie powyiszego rozwigzania jedno-

rodnego stanu naprezert o, =0, = — S, ktéry moze byé wyprowadzony z zespolonego poten-’

cjatu 9(z) = —S3/2.

63. Eliptyczny jednoosiowemu  rozcigganiu.
Jako drugie zadanie rozpatrzymy tarcze nieskoriczona hedaca w stanie jednowymiarowego
rozeiggania naprezeniami S w kierunku pod katem j

otwér w tarczy poddanej

ponizej dodatniej osi x-6w (rys. 129), zaburzonego
otworem eliptycznym o duzej osi w kierunku osi x-éw,
jak w poprzednim zadaniu. Przypadkiem szczegélnym g
jest otwor eliptyezny, ktérego duza o$ jest prostopadta
lub réwnolegta do kierunku rozciagania?). Stosujac
obecna metoda rozwiazania mozemy stwierdzié, ze
przypadek ogélny nie jest bardzej skomplikowany.
Z rozwigzania zdania mozemy znaleié wplyw, jaki wy-

woluje eliptyczny otwér na dowolny jednorodny plaski
stan naprezen okreslony przez naprezenia gléwne w nie-
skoniezonoéci, zorientowane dowolnie wzgledem otworu.

Niech Ox', Oy" beda osiami kartezjariskiego ukladu wspétrzednych, otrzymanego przez
obrét osi Ox o kat 8 tak, Ze jest ona réwnolegla do kierunku rozeiagania S. Wtedy za pomocy

réwnan [105] 1 [106]

Rys. 120

O+ 0y =0,+0, 0y — 0+ 2it,, = 2o, — 0,4 2it,)
Poniewaz w nieskoiiczonosel o, =5, 0y =Tyy=0, mamy
0,+0,=S; 0,—0,+2i t,,——Se~? \ nieskoniczonosci i z réwnan [100] 1 [102]
4Rey'(s) =5; 2[29"(2)+ ¥"(2)] = — Se™ 2 w nieskoniczonodei [a]

Na brzegu otworu &=&;, musi byé Ge=7g,=0.
Warunki powyzsze beda spelnione, gdy przyjmiemy v(z), x(z) w nastepujacej postaci®)

dy(z) = Ac cosh { + Be sinh ¢
dx(2) = Ce*C + De? cosh 28 + Ec? sinh 2¢

gdzie 4, B, C, D, E sa stalymi, ktére nalezy wyznaczyé.

Poniewaz z=c cosh {, czlon Ae¢ cosh { w wyrazeniu na 4e(z) jest po prostu réwny Az.
W wyniku tego w funkeji naprezen (r6wnanie [97]) powstanie czton Re AZz albo Re Ar2.
Czlon ten bylby zerem, gdyby A bylo urojone, dlatego mozemy przyjac¢ od razu 4 jako rze-
czywiste. Rowniez stala C musi by¢ rzeczywista: o ile wstawimy powyzsze wyrazenia na (z),
() do réwnania [104], biorac jako krzywa 4B zamknicty obwéd naokoto otworu, znajdziemy,
Ze wszystkie czlony z wyjatkiem zawierajacego C sg réwne zeru, poniewaz funkeje hiperbo-
liczne sq okresowe wzgledem 7 z okresem 2. Czlon zawierajacy C réwna sie Re[Ce? (& +in)]
i znika dla zamknigtego obwodu jedynie gdy C jest rzeczywiste.

) 1) Nieréwnomierne ciénienie w eliptycznym otworze zostalo rozwazone przez. I. N. Sneddona i H, A. Elliotta
© W ,Quart. Applied Math.“, tom 4, str. 262, 1946,
%) Patrz prace eytowane na str, 184.
) Stevenson, loc. cit.



Stale B, D i E sa zespolone i mozemy napisaé |
B=B,+iBy; D=D,+iD,; E = E;+iE, [b]

Podstawiajac powyzsze wyrazenia na w(2), z(2) do warunkéw [a], otrzymujemy }
A+B=5; 2(D+E)= — Se~%# [e]

Odejmujac réwnani T : —— . ; ca
jmuja ie [110] od réwnania [109] w celu otrzymania 0¢—1iT,,, znajdujemy

4(o, — ity,) = cosech {[(24 + B ctgh{) sinh ¢ + (B+ B cosech? {) cosh ¢+ (C+2E) cosech ¢
ctgh { — 4D sinh { — 4F cosh £]

Na‘brzegu otw-oru. & =byit= 2&y — . Jezeli wstawimy te wartodé ¢ do sinh C_ i cosh g: W po- |
Wyzszym wyrazeniu oraz rozwiniemy funkcje sinh (2, — &) i cosh (2£, — £), to wyrazenie I
w nawiasie kwadratowym uprodci sie do

(24 sinh 20 — 2iB, cosh 2¢ - 4L) cosh £ — (24 cosh 2& —.2iB, sinh 2+ 4D) sinh £ -
+(C+2E+ B cosh 2a) ctgh ¢ cosech ¢

Wyrazenie to oraz O¢ — 1Ty, znikaja w olworze o ile wspélezynniki przy cosh £, sinh £, ctgh ¢
cosech { znikaja. W ten spostb otrzymaliémy w celu wyznaczenia stalych 4, B, C, D, E trzy
réwnania oraz dwa réwnania [e]. Poniewaz A4 i C sa wielkodciami rzeczywistymi, w istocie
mamy dziewieé réwnai do spelnienia oraz osiem stalych —4, C, i By, By, Dy, D,. B, E,
(bedgcych rzeczywistymi i urojonymi czesciami B, D i E). Réwnania te nie 84 spiize;;nez
a ich rozwigzaniem jest ’

A = Se%o o5 2p
B = S(1— e¥—2#)

D = — 8¢ cosh 2(£, + if)
E = 3Se? sinh 2(&,-- if)
C =~ S(cosh 2&, — cos 2)
Zatem potencjal zespolony naszego problemu jest dany przez
4 (2) = Sc[e®* cos 28 cosh ¢+ (1 — ®— 2Py sinh ¢]
4y (2) = — Sc®[(cosh 2&, — cosh 28) { + e — cosh 2(¢ — &, — if)]

Obecnie z réwnania [111 7 4 : il :
Hrcsaml 3 [ : | mozemy wyznaczyé odksztalcenia. Widzimy od razu, e sa one funk-
cjami jednoznacznymi. '

. Naprezenie ¢, w otworze mozemy otrzymaé z réwnania [109], poniewaz w otworze o
jest réwne zeru. A wiec

s sinh 2&, 4 cos 2 — ¥ cos 2(f — 7))
cosh 2&, — cos 2y
Gdy naprezenia rozeiagajace S dziataja pod katem prostym do duzej osi (f=mn/2),

) inh 2£,(1+ e~ 2%)
)ems, = Sothe sin B
(One-e, ¢ ': cosh 2&, — cos 2y 1

(on)eme, =

i najwigksza warto$é powstajaca na koricach duzej osi (cos2n=1) sprowadza sie do

a
o(1+22)
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Wielkosé ta wzrasta nieograniczenie, gdy otwdr staje sie coraz bardziej smukly. W przypadku
g gdy ) ] przyp
gdy a=">, wartodé powyzsza réwna si¢ wartosci 3.5 znalezionej dla otworu kotowego na str. 85

Najmniejsza wartoé¢ naprezern wynosi —5 1 ma miejsce na koncach malej osi. Taka sama |

wartoéé otrzymujemy dla otworn lkolowego.

Gdy naprezenia rozciagajace S sa réwnolegle do duzej osi (8=0), to najwigksza wartosé
o, na obwodzie otworu wystepuje na lkoricach malej osi i wynosi S(1+2b/a). Wyrazenie to
dazy do S, gdy elipsa jest bardzo smukla. Na korcach duzej osi naprezenia sa réwne —S dla
dowolnej wartosci a/b.

Wplyw eliptycznego otworu na stan czystego Scinania .S réwnoleglego do osi x i y moze
byé latwo znaleziony przez zastosowanie zasady superpozycji do przypadkéw rozciagania
naprezeniami S dla f=z/4, oraz éciskania —S§ dla f=3m/4d. W ten sposib

e26osin 29
- i/ M
(On)e=s, 8 cosh 2§, — cos 2y

Wyrazenie to znika na koricach malej i duzej osi i posiada najwieksza wartosé

a4+ b

(
£S5 ab

w punktach, dla ktérych tgn—tgh&y =bfa. Oile elipsa jest bardzo smukta, wielkodci te sa
bardzo duze, a punkty, dla ktérych zachodzy te wartodei, polozone sa blisko kotcéw duzej osi.

RERE

Opréez powyiszych rozwiazan istnieja rdwniez
rozwigzania dla eliptycznego otworu w przypadku
tarczy poddanej czystemu zginaniu w swej plaszezy-
znie!),?) oraz poddanej parabolicznemu rozkladowi
naprezen stycznych, jak ma to miajsce w przypadku
cienkiej prostokatnej belki?), dla eliptycznego otwo-
Tu Z réwnymi i przeciwnie skierowanymi sitami sku-
pionymi, dzialajgcymi na konticach mniejszej sredni-
cy®), oraz dla sztywnego 1 sprezystego ,,wiracenia®,
wypelniajacego otwor tarczy poddanej rozciaganiu?).
Szereg ogélniejszych postaci funkeji naprezen zmien-

nej rzeczywistej @ zostal rozpatrzony we wspohze- Rys. 130
dnych eliptyeznych?). Réwnowaine im potencjaly
zespolone mozna zbudowaé z funkeji uzytych lub wspomnianych tutaj — lacznie z odpo-

wiednikiem prostej funkeji przytoczonej w zadaniu ma str. 183, w ktérym uwzgledniono
dyslokacje oraz skupione sily i pary sil.

64. Brzeg w postaci hiperboli. Karby. PolkazaliSiny w par. 60, Ze krzywe 7 =const
w przypadku eliptycznych wspélrzednych sa hiperbolami, i w par. 62, ze zakres 7 moze by¢
przyjety od 0 do 27, natomiast & — od 0 do “co.

1) K. Wolf: ,/Z. tech. Physik®, 1922, str. 160.

2) H. Neuber: ,Ingenieur-Archiv®, tom 5, str. 242, 1934. To rozwiazanie i kilka innych dotyczacych elips
i hiperhol zostalo podanych w ksiazce Neubera ,,Kerbspannungslehre”, Berlin, 1937.

3, P. S. Symonds: ,,J. Applied Mechanics“ (Trans. A. S. M. E.), tom 13, str. A-183, 1946. Rozwigzanie w po-
staci zamknietej, tamze — tom 14, str. A-246, 1947, przez A. E. Greena.

%) N. I. Muschelivili: ,Zeit. angew. Math. Mech.* tom 13, str. 264, 1933, L. II. Donnell: ,Theodore von
Kérman Anniversary Volume®, str. 293, Pasadena, 1941. .

5) E. G. Cokeri L. N. G. Filon: ,,Photo-clasticity®, str. 123, 535, Cambridge Univ: Press, 1931; A. Timpe:
»Math. Z.%, tom 17 str. 189, 1923.
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' Niech %y bedzie wartodcia 'y wedtuz tuku hiperboli BA na rys. 130 i Bqdzie z.a*«.v."a.z;té':'ijé".

migdzy 0 i @2, poniewaz zardwno x jak i y sa dodatnie wzdtuz BA. Wadlus drugiej polowy
polowy ED drugiej gales g

tej galezi hiperboli BC, prayjmuje 7 wartodd 2z —o. Wadlug
réwna si¢ m—7yq, natomiast wzdluz EF jest réwna g5 -+n,.

Rozwazmy tarcze ABCFED wawart
w kierunku osi 0y1). Napresenia rozciggajace w nieskoriczonodei m
w ten sposob zapewnié skoficzong wartodé sit oz
Potencjaly zespolone dopuszezajace ten warunek, or
symetrii wzgledem osi Ox i Oy i warunek, e hiper
prezyjmuja postad

agajacych dzialajacych w pasie KOB.
a7 spelniajace inne koniecane warunki
boliczne brzegi sa wolne od naprezed,

P (2) = — L Aif, % (z) =— 4% Ail — Bei sinh ¢ [a]
gdzie A 1 B sq stalymi rzeczywistymi, a z—¢ coshl. Stad

id
2¢ sinh 7’

iy , 1 . 1 ,
Pz} = — X(Z)ﬂ—EAlC—‘(E'A+B)ZCtghC [b]
Réwnanie [103]

par. 59 wskazuje, ze brzegi w ketalcie hiperbol 5=y,
jezeli funkcja

beda wolne od sit,

w(2) + 2'(2) + 7 (@)

jest stala wadtuz nick, lub jezeli funkeja z nig sprzesona jest stal
nmujemy warto$é sprzegona

le]

a. Z réwnad fa] i [b] otrzy-

An — []

2 sinh(

l ; Eoshg
2

1
= A B)i ctgh &

Na hiperboli =%, mamy §={~2is,; podstawiajac te wartodcei, oirzymujemy wyrazeiie

Ang — F A sin 2y — (L A cos 2y +4 A4+ Byictgh

ktdre jest stale, jezeli wielkosé w nawiasie anila, W ten sposéh

B =~ A costy,

Aby znalezé site wypadkowa, mozemy zastosowaé rownanie [103]
odciuka EOB, (rys. 130), dokfadniej do dolnej cz¢sdel elipsy ogranic
hiperbolami 5=1, i H=m—17%, Na te 3
[103], [c] i [d]

F,—iF,=i]dn - (4 + B) ctg ] 125 = e[ (- 2+ 2ctg Mo} + 2 B etg )

Poniewaz prayjelidmy, #e state 4 1 B 84 rzeceywiste,

[e]
z par. 59 do waskiego
zajace] £=0 pomiedzy

| elipsie {=in oraz {= iy i otrgymujemy z réwnan

F,=0. Stosujac réwnanie fe], mamy
Fy =~ d{m — 2y + sin 2 ny)
skad wyznaczymy 4, o ile eatkowite rozcigganie F, zostalo ustalone. Skladowe naprefen
i odksztatcen mozna tatwo znalesé z véwnag {1091, [110}, [111). Z plerwszego otrzymujemy
44 cosh &siny

Opt g, = — inaliol A
e cosh 28 — cos 2y

1y Zadanie to (réwnics przypadek ohci
Aeronaut. Research Comm.“ {Great Brit
Math, Mech.*, tom 13, str. 439, 1933, 1w

zi.icnig tigeego) zostalo rozwiszane praez A4, A, Griffitha: , Tech, Rept.
ain), 1927-—1928, tom If, str. 668 i przez H. Newbera: 7. angew.
b ,,I&erhspannungslehre“, str. 35, Berliz, 1038,
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@ wewnatrz tych hiperbolieznych brzegéw i rozciggang -

uszg spadaé do zera, aby -

03¢ napredert o wadlu broogu o ksataloie hiperholi mozemy znalesé pracz podstawienie

m: wyrazenin. 77 ==7; Wyrazenie to posiada maksimum — 24/c sin Mo W pasie
sie £=0, Neuber') wyrazil ten wzér jako funkeje promienia krzywizny hipel*boii'.: "d'Ig. i
ora%f?qﬁﬁiazai, stosujac inng metode, zaréwno zagadnienie zginania i dcinania w: tafc'_z'j;-_ jak
rozciagania. ' . S
'65. Wspélrzedne dwubiegunowe. Zadania, w ktérych wystepuja  dwa niewspéls
srodlcowe brzegi kolowe, lacznie 2 przypadkiem szezegdlnym otworn kolowego w tarczy ?:-0
_nieskoniczone}, zwykle sa rozwigzywane we wspol- e
rzednych dwubiegunowych &, # zdefiniowanych

Hastepujaco

z==iactgh$

I=&+in fa]
Podstawiajac (¥ + e ¥)/(¢¥* — e~#) zamiast
-ctgh §¢ 1 rozwigzujac plerwsze z réwnan wzgle-
‘o dem et

, znajdzlemy tatwo, Ze jest ome rowno-
waine nastepujacemu

Z+ia

& = I

{=log [b]
Wielkoéé 2 +-ia jest preedstawiona przez odcinek
prostej faczacy punkt —ia z punktem z na plasz-
czyznie ayj rzuty tego odcinka na osie sa jego i
ereécia rzeczywista 1 urojong. Ta sama wielkodé mose byé przedsiawiona za pomoc "rl-é"a‘:-,
gdvie ry jest dlugoécia odeinka, a 6, jest katem, jaki tworzy on z osig x-6w. (rys. 131). Po:
dobnie z—ia jest odcinkiem yczacym punlkt ie z punktem z i moze byé przedstawiony. .
W postaci re™ (rys. 131). Wtedy réwnanie [b] proybierze postaé

E4 iy = log (i et e“'e’) = log "?— +i(0; — 0y
2

Iy
a wiee

§=Iog%; ne=1 — 6
3

[c]

Wida¢ =z rys. 131, ze 0,—0, jest katem pomiedzy dwoma odcinkami Ficzacymi whieguny®
—1a oraz ia » punkiem z, o ile ten punkt lezy na prawo od osi y-6w, a jest tym katem ze zna-
kiem minus, gdy punkt z lezy na lewo od tej osi. Stad wynika, ze krzywa &= const jest tu-
kiemi kola przechodzacego przez bieguny. Kilka takich kél wykreflono na rys. 131. Jasno
wynika 7z véwnania [c], Ze krzywa &=const bedzie krzywa, dla kidre] rfro=const. Taka
krzywa jest oczywidcie réwnies kotem. Otacza ona biegun ia, gdy ry/r, jest wieksze od jed-
noéci, tzn. gdy & jest dodatnie, natomiast otacza drugi biegun —ia, jezell & jest djemne.
Réwnies te kola zostaly pokazane na rys. 131. Tworza one rodzine wspolosiowyeh kél, prazy
czym bieguny sg ich punktami granicznymi.

*} Loe. cit, W ¢elu pordwnania wynikéw Neuberq » badaniami elastooptycznymi i zmgezeniowymi nad tarczami
z karbami i #obkowanymi walami patrz R. E. Peterson i 4. M. Wall: ,I. Applied Mechanics”, tom 3, str, 15,
1936, Inb S. Timoshenko: ,Strength of Materials®, 2 wyd., tom I1, str, 340. Patrz rownicz M, M. Froche: »Fhoto-
elasticity®, tom 2, .
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Wspélrzedna 7 przyjmuje wartoéci od s do —, gdy przecina odeinek osi ¥ laczacy
oba bieguny, natomiast jej zakres dla calej plaszezyzny Przyjmuje wartodci pomiedzy —m a g,
Odksztalcenia i naprezenia beda ciagle wz

dluz odeinka, jezeli zostana przedstawione za po-
moca okresowej funkeji 9 o okvesie 2.

Rozdzielajac czeéci rzeezywista i urojong w réwnaniu [a] otrzymujemy?)

. a sin n_ Iy a sinh & 1
" cosh £ cosTy’ " cosh & — cos 3 [d]
Rézniczkujac réwnanie [a], dostajemy
. dz i, 1
Jelt = &= gl cosech? EC [e]
oraz
eia — iii/d—g = — sinh? if cosech? l ¢ [f]
dz)dT 2 2

66. Rozwiazania we wspélrzednych dwubiegunowych. Rozpatrzmy obecnie tarcze
kolowa z mimosrodowym otworem, poddana cinieniu zewnetrznemnu Py oraz ciénie-
niu p; wewnatrz otworn?), Otrzymane wyrazenia na skladowe naprezeni beda réwnies w
dla kolowej rury grubo$ciennej z mimoérodowym otworem kotowym.

Niech brzeg zewnetrzny bedzie kolem rodziny &=const, dla kiorego & ={&,, natomiast
brzeg otworu kolem £=£,. Dwa takie kola zostaly wykredlone gruba linia na rys. 131. Z wy-
razenia na y réwnan [d] poprzedniego paragrafu wynika, 7e kola te posiadaja promienie
acosech&, acoseché;, natomiast ich érodki sa polozone w nastepujacych odlegloéeiach od
poczatku uktadu: @ ctgh &), a cigh &1 W ten sposéb wielkosci a, £ai &) sa okreslone,
s4 znane promienie i odleglogé pomiedzy érodkami.

Poruszajac sie w kierunku przeciwnym do wskazéwelk zegara wzdluz kola & =const, poczaw-
szy od punktu na lewo od osi y-6w (rys. 131), wsp6hzedna 7 przyjmuje wartoéci od —z do 7.
Funkgje, za pomoca ktérych sa wyrazone skladowe naprezen i odksztalcen, musza posiadad
te sama wartoéé dla n=n co dla 7= —a. Bedzie to mialo miejsce, gdy funkeje te beda pe-

riodyezne wzgledem % o okresie 277, A wige odpowiednia postacig potencjaléw zespolonych
beda nastepujace funkcje

azne

jezeli

coshnl; sinhné [a]

gdzie n jest liczha naturalna. Istoinie funkcje powyisze sq okresowe wzgledem 7 o okresie 2,
jak réwniez ich pochodne wzgledem z, bo d¢/dz posiada te sama wlasnodé (réwn. [e] par. 65).
Jezeli funkcje te wstawimy do réwnan [103], [104] i zastosujemy do kola E=const, to
z powodu okresowoéci odpowiednia sita i moment beda réwne zeru. Warunek ten jest spet-
niony réwniez dla pehego rozwigzania zagadnienia rdwnowagi tarczy wewnatrz kola.
Przyjmiemy réwniez, e funkeja y(z) =aD¢, gdzie D jest stata. Wstawiajac ja jak poprzed.-
nio do réwnan [103] i [104], otrzymujemy, ze moment (véwnanie [104]) hedzie réwWny zeru
jedynie, gdy D jest rZeCZyWiste. Przyjmujemy, ze tak jest w istocie, Rozwazajac réwnanie

1) Patrz wyprowadzenie wyrazenia [c] w par. 54,

) Pierwsze rozwiazanie za pomoeg funkeji naprezen zmiennej rzeczywistej zostalo podane przez G. B. Jeffery:
»Trans, Roy. Soc.% (Londyn), seria A, tom 221, str, 265, 1921.

192

na odlsztatcenia [99], znajdziemy, ze funk:cja ta, _z.ar(.')wno’ jflk funkcje [a], wstawione badz
iako w(z) lub x(2), dadza nam odksztalcen.m be.z nleclaglﬂ‘sm. - - o ;
= jednorodnego rozciagania lub gciskania, stanowiacy rozwiazanie czd,?scmwe, otrz..y
mani;m:t(])fs:ujac potencjat zespolony o ppsta::i w(z) =Az, gdzie A jest fzec;]nste. Odpowia-
dajaca funkeje naprezen zmienne] rzeczywiste] otrzymamy z réwnania [

D = Re (24z) = AZz = A (x* + v?)

Wyrazajac funkeje te we wspdlrzednych dwubiegunowych za pomoca réwnania [d] par. 65,
dostajemy

cosh &+ cos 5

72
cosh & — cos 7

[b]

Rozpatrujac funkcje postaci [a] i n=1, zauwazymy, ze poniewaz rozklad naprezen w za.daniu
ty‘nﬂ'est symetryczny wzgledem osi y, to nalezy przyja¢ funkeje naprezeni tak, by posiadaly
te sama symetrie. Mozemy wigc przyjacé

p(z) =iBcoshl; y(z) = B sinh{ [c]
gdzie B i B’ sa rzeczywiste, oraz
Y (z)=1iCsinh{; y(2)=C"cosh{ [d]

dzie C 1 (' sa rzeczywiste. . . o o
% réwnania [97] otrzymujemy funkeje naprezen zmiennej rzeczywistej, odpowiadajaca [c]

sinh & cosh & cos 17 — sinh & cos?y
cosh £—cos 9y

uB ginh & cosh & ccis 71 — sinh & sin® 5 LB
cosh & —cos 7

Gdy zalozymy B'=aB, to wyrazy zawierajace sin®y, cos?n w 1icznikz.ich ‘quq niezaleimz,1 g}(j.nz;
a caly licznik bedzie zalezeé od 7 tylko za pos’srednictwer‘n wyrazu zamera]a;icego -C{OS 7 p({miem
jak funkcja [b]. Jest to réwniez prawdziwe dla potenu-:_]ahl’ zespolonego [d], o 1'e Przyjdo mi
C'=aC. Otrzymaliémy w ten spos6b prostsze, mniej ogélne funkeje, wystarczajace
wigzania obecnego zadania.

Biorac przeto

w(z)=1iBcosh; x(z)=aBsinh{ [e]

znajdziemy za pomoca réwnan [109], [110] i [a], [f] par. 65, ze odpowiednie skladowe napre-
Zenia sg nastepujacej postaci

a (o;+ 0,) = 2B (2sinh & cos 5 — sinh 2 & cos 2n) [£]
a (o, — o+ 2itg,) = — 2B[sinh 2& — 2 sinh 2£ cosh & cos 7+ sinh 2 cos 25 —
7 %
— 1 (2 cosh 2£ cosh & sin n — cosh 2¢ sin 27)] [2]
Podobnie zakladajac funkcje

p(2)=iCsinh {; y(2)=aCcosh{ [h]
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otrzymamy

a(os+o)=—2CQ1 — 2 cosh & cos i+ cosh 2& cos 27)) [i]
a (o, — 0¢+ 2itg) = 2C[— cosh 2£ + 2 cosh 2¢ cosh £ cos 7N — cosh 2£ cos 29 +
. N + 1 (2 sinh 2£ cosh & sin 7) — sinh 2& sin 27)] ‘ [i]
0 ile przyjmiemy
% (2)=aD( (k]

to dostaniemy skladowe naprezenia w postaci
ogt+o,=0
a (o, — o+ 2i7e,) = D[sinh 2& — 2 sinh & cos 1) — 1 (2 cosh & sin 7 — sin 29)] 1]
Przyjmujac stan jednorodnego naprezenia rozciggajacego, danego przez
P (a)= Az
mamy : ]
ogto,=44; o — 0.+ 2ir. =0
b n 7 & &n
0= 0, =2y Tg =0 [n]
- ’Rozwiqzanit? naszego zadania mozemy otrzymaé za pomoca Superpozycji stanéw napre-
Zeti, przedstawionych zespolonymi potencjatami [e], [h], [k] oraz [m]. Dodajac do siehie
skladowe przedstawiajace Ten W rdwnaniach [g], [j] oraz [], znajdziemy | )

_ » z& znikanie 7, na
brzegach &=§&j, £=¢§; zachodzi, gdy sq spelnione warunki 7

D — 2B cosh 2&; — 2 sinh 25,=10
D — 2B cosh 2&; — 2C sinh 25 =0 [o]

Rozwiazujac je ze wezgledu na B i C, mamy

9OB—D COSh(ﬁf@_ S0 sinh (& + &)
cosh (& — &) " ¢ D cosh (51 _:;Z_) [p]

Naprezenia nor 7 : 7 jecl istej
pre normalne o, mozemy znalezé przez odjecie rzeczywistej czedci réwn

. 3 ) ani
réwnania [f] Tub podobnie, biorac inne pary réwnan. N 2 [g] od

a brzegu £=§&;, musimy prayijaé

tOS’é =% 7, F 4 - 0 Y p YJQC war-
: Po» @ na brzegu £=&, wartogé —p1- Biorac pod uwage wartoéei na Bi € dane w réwna-
niach [p], warunki powyzsze prowadza do dwu réwnan

n
24 4 = sinh? & tgh (&, — &) = — p,

D
24 — = sinh? & tgh (& — &) = — p,
i stad l
7 N 1 py s%nh2 &1+ py sinh? &,
2 sinh? & + sinh? &,

Wi e gy (P — py) cigh (&1 — &) 7

sinh? & + sinh? &,

194

Wartoéci te tacznie 7z wyrazeniami [p] okreélaja calliowicie potencjaly zespolone. O ile zadane

jest tylko ciénienie wewnetrzne py (pe=0), naprezenia obwodowe na otworze przyjmuja postaé
W

(0)ee,= —P1 T 2p, (sinh? &; + sinh® &)t (cosh &; — cos %) [sinh &; ctgh (& — &) + cos 7] '

Wyrazenie na maksymalna wartosé tychzel) zostalo podane uprzednio na str. 68.

Og6lna postaé funlkcji naprezen we wspélrzednych dwubiegunowych zostata podana przez
G. B. Jeffery?). Réwnowaine jej potencjaly zespolone moga by¢ znalezione latwo; zawieraja
one funkcje rozpatrzone tutaj tacznie z dwubiegunowymi odpowiednikami prostych funkeji,
przytoczonych w zadaniu na str. 183, gdzie zostaly uwzglednione dyslokacje i sity skupione.
Powyzszy sposob zastosowano do rozwigzania nastepujacych zagadnien: péhieskoniczona tar-
cza 7 sila skupiona w dowolnym punkcie®), pélnieskoriczona tarcza z otworem kolowym, ob-
ciazona rozciagajacymi naprezeniami réwnoleglymi do prostoliniowe]j krawedzi lub plaskiego
brzegu®) oraz obcigzona cigzarem wlasnym®), nieograniczona tarcza z dwoma otworami®) lub
7 otworem utworzonym z dwu przecinajacych si¢ kot?).

W przypadku tarcz kolowych znane sa nastgpujace rozwigzania: tarcza poddana dziata-
niu sily skupionej, przylozonej w dowolnym punkcie®), obciazona cigzarem wlasnym i zawie-
szona w dowolnym punkeie®), lub wirujaca naokoto osi umieszczonej mimosérodkowo?), z za-
stosowaniem lub hezl') zastosowania wspéhzednych dwubiegunowych, oraz wplyw otworu
kolowego w pélnieskoniczonej tarczy obciazonej sila skupiong na prostoliniowym brzegu'?).

Inne wspdlrzedne krzywoliniowe. Réwnanie

7= ¢+ abe " + acte™™
lub co za tym idzie
x = (¢* + abe™®) cos 7+ ac® 7> cos 3n

y = (¢ — abe ) sing — ac® e~ ¥ sin 3y

gdzie a, b, ¢ s stalymi, przedstawia rodzing krzywych &=const, ktéra zawiera owale réznych
ksztaltéw wlaczajac kwadrat z zaokraglonymi narozami. Wplyw otworu o takim ksztalcie
w tarczy poddane] rozciaganiu zostal rozwazony (za pomoca funkeji naprezen zmiennej rze-
czywistej) przez M. Greenspana'®). A. E. Green'*), uogélniajac powyzsze wspélrzedne, otrzymal
rozwiazania dla tréjkainego otworu z zaokraglonymi wierzcholkami oraz stosujac inng trans-
formacje ukladu wspéirzednych — dla otworu dokladnie prostokatnego. W ostatnim przy-
padku naroza powoduja koncentracje naprezen o nieskonczonej wielkogei.
Krzywoliniowe wspolzedne dane rdwnaniem
2= C+iaget 4 iage™ + ... + ia,e™

1) Wyczerpujaca dyskusja dotyczaca maksymalnej wartodci zostala przeprowadzona przez Cokera i Filona,
loc. cit.

2) Loc. cit.

%) E. Melan: ,,Z. angew. Math. Mech.”“, tom 5, str. 314, 1925.

4) Patrz str. 86.

5) R. D. Mindlin: ,,Proc. A. S. C. E.%, str. 619, 1939.

) T. Pischl: ,Z. angew. Math. Mech.”, tom 1, str. 174, 1921, i tom 2, str. 187, 1922. Réwniez C. Weber: tamze
tom 2, s. 267, 1922; E. Weinel: tamze, tom 17, s. 276,1937; Chih Bing Ling: ,,J. Applied Phys.“, tom 19, 5. 77, 1948,

") Chih Bing Ling: tamie, str. 405, 1948,

8) R. D. Mindlin: ,J. Applied Mechanics® (Trans. A. S. M. E.), tom 4, str. A-115, 1937.

%) R. D. Mindlin: ,,J. Applied Physics“, tom 9, str. 714, 1938.

10) R, D. Mindlin: ,,Phil. Mag.“, seria 7, tom 26, str. 713, 1938.

11) B, Sen: ,,Bull, Calcutta Math. Soc.“, tom 36, str. 58 i 83, 1944.

12) 4. Barjansky: ,,Quart. Applied Math.“, tom 2, str. 16, 1944.

13) | Quart. Applied Math., tom 2, str. 60, 1944, Patrz xéwniez V. Morkovin; tamie, str. 350, 1945,

14) Proc. Roy. Soe.“ (Londyn), seria A, tom 184, str. 231, 1945.




gdzie ay, ag, ..., a, sa statymi rzeczywistymi, zostaly zastosow
nieskoriczonej tarezy o zabkowanym brzegu
mieszczonymi pétkolistymi karbami.
dwukrotnej ich érednicy,

ane przez C. Webera do p6l-
Y, jak w przykladzie tarczy z réwnomiernie roz-
Gdy odlegtodé pomiedzy érodkami karbéw jest réwna
wtedy koncentracja naprezen przy rozciaganiu wynosi 2,13, W przy-
padku pojedynczego karbu otrzymujemy wartosé¢ 3,07 (patrz str. 92). —‘ 7 k
Metoda pozwalajaca wyznaczy¢ potencjaly zespolone z w.

: od, ca arunlcdw brzegowych, bez ko-
niecznosci zgadywania ich postaci, zostala rozwinieta przez NV, M’uscheliszu'ilegoz’e')

;)) CMT?ZJX;;Z. angew. Math. Mech.”, tom 22, str. 29, 1942,

»Math. %, tom 107, str, 282312, 1932 Réwniez ,,Z. angew. Math. Mech.* p

RO o ] : ' 3 i »l. angew. Math. Mech.”, tom 13, str, 264, 1933,

Ion;:] ;Efy;t)zlle patrz I. S Sokolnikoff: ,Lectures on the Theory of Llasticity, Brown University, 1941 (powie-
‘_‘) Zastosowane przez Morkovina, loe, cit. Wi

napisana po rosyjsku. Jego ksiaska (,»Singul

red. pol.) ,,Singular Integral Equations® (

‘QL"_BZ(?S'(". prac Muscheliszwilego i jemo wspdlpracownikow jest
5 argy)]e intiegralnyje urawnienija®, 2 wyd., Moslkwa 1946 — prayp
| moingular T wyd.), zawierajaca szereg dwuwymiarowych probleméw sprezystodci.
i\ra]:zczegol]nosg mieszanych warunkéw brzegowych, zostala przettumaczona przez the Aeronauticali ‘E{g’:ﬁ;igﬁ
. oraton_es: elit. of Supply and Development, Commonwealth of Australia (Translation nr 12 1949). Drugie
h[];];acziagu% ac}@a 0 }:v?dane'l[.)rzez gl . R, L\tfl. Radoka i opublikowane przez P. Noordhoffa, N, V. (:}ronin;g:e'l Ho'

ia, - Muscheiiszwili praedstawil swoja metode w ksigice pt. (,,Nickotoryj oWEFiS | Batic:
maticzeskoj tieorii uprugosti, 3 wyd. Moskwa 1949 2yp. L) e Bt Brooloig ot e S
: rug A . 9 — przyp. red. pol.) ,,.Some Basic Problems of the Math
tical Theory of Elasticity® (3 wyd.) Moskwa 1949, th E s o

. rd.) M -7, ttumaczone przez J. R. M. Radoka i opublikowane pr P

Noorldhoffa,’(%rqlmgen, Holandia 19})5.' Wyniki typu podanyeh w odnoénikach 13114 na poprzedniejpsi::ni(‘l
zostaly wezesniej uzyskane przez rosyjskich autoréw i sa cytowane w ostatniej ksigzee, )

ROZDZIAL 8

TROJWYMIAROWY STAN NAPREZEN I ODKSZTALCEN

67. Naprezenia w punkeie, Dotychczasowe nasze rozwazania byly ograniczone do
zagadnien dwuwymiarowych. Rozpatrzmy obecnie ogélny przypadek naprezen w trzech wy-
miarach. Pokazaliémy juz (patrz par. 4), e naprezenia dzialajace na szeéé $cian elementar-
nego szescianu moga byé opisane za pomoca szedciu skladowych naprezenia, a mianowicie
trzech naprezeii normalnych ¢, 0,0, oraz trzech
naprezen stycznych 7,,=1,, 7, =1,
skladowe powyzszych naprezen w dowolnym punkcie

Ty ="Teyr Jedli

sa wielkosciami znanymi, wtedy naprezenia dziatajace
na dowolnie nachylonej plaszezyinie przechodzacej przez
ten punkt moga by¢ obliczone z réwnan statyki. Niech
O bedzie punktem ciala bedacego w stanie naprezenia.
Przypuéémy, ze naprezenia te w plaszezyznach utwo-
rzonych przez osie uldadu wspéhzednych ay, %z, yz
sa znane (rys. 132). W celu otrzymania naprezen dzia-

lajacych na dowolnie nachylonej plaszezysnie przecho-
dzacej przez punkt O, weimiemy plaszezyzne BCD
rownolegla do niej w malej odleglodci od punktu O, tak ze plaszcezyzna ta wraz z plaszczyznami
ukladu wspélrzednych odcina z ciata hardzo maly czworoécian BCDO. Poniewaz naprezenia
w ciele zmieniaja si¢ w sposéb ciagly, to naprezenia dzialajace w plaszezyinie BCD osiagna
wartos¢ naprezen w plaszezyinie réwnoleglej, przechodzacej przez punkt O, gdy wyciety
element stanie sie nieskoniczenie maly.

Rozwazajac warunki réwnowagi elementarnego czworoécianu mozemy pominaé sity ma-
sowe (patrz str. 21). Poniewaz element jest bardzo maly, mozemy takze pominaé zmiennoéé
naprezenl na bokach czworodcianu i przyjaé, e naprezenia sa rozmieszczone réwnomiernie.
Dlatego sily dzialajace na czworodcian sq iloczynem skladowych napreien i powierzehni
odpowiednich écian. Jezeli 4 oznacza powierzchnie éciany BCD czworoécianu, wiedy powierz-
chnie trzech pozostalych écian sa rzutami 4 na trzy plaszezyzny ukladu wspéhzednych.
Jedli IV jest normalna do plaszezyzny BCD, to oznaczamy

cos (Nx) =I5 cos (Ny) = m; cos(Nz) =n [a]
a powierzchniami écian czworoécianu sa
Al, Am, An
Jezeli oznaczymy przez X, Y, Z trzy skladowe naprezenia réwnolegle do osi wspélrzednych,
dzialajace na nachylong éciang BCD, to skladowa sily dzialajacej na éciane BCD w kierunku
osi x jest AX. Skladowymi sit w kierunku osi x dzialajacymi na pozostatych écianach czwo-



