e
co oznacza, ze wypadkowe naprezenie styczne na l_)rzegu jest lslc.ierowane wzdluz s.t}];cz?ej d;::
brzegu (rys. 148). Pokazalismy juz przedtem _(polr. st‘r. 233), ze warunel ten musi by¢ spe}-
niony, jezeli na powierzchnie boczna nie dzialaja sily zewnt;trzne.. o | L
Rozwazajac nieskoriczenie maly element abc przy brzegu oraz prayjmujac, e s wzrasia w kie-

Saint-Venant prayjmuje, ze odkszialcenie skrecanego watu sklada sie: a) z obrotu przekroju
poprzecznego walu, tak jak w przypadku watu kolowego; b) ze spaczenia przekroju, ktére
jest jednakowe dla wsuystkich przekrojéw. Obierajac pocratel ultadu wspélrzednych na
konicowym przekroju poprzecznym (rys. 147) znajdziemy, Ze przemieszczenia odpowiadajace

obrotowi przekroju poprzecznego sa nastepujace runku od ¢ do @, mamy

, . . d ' d;\:
| w=—bOzy; v=0z [a] l=cos(Nx):_dJsf; m =608 (V) ==
| gdzie 0 z jest katem obrotu przekroju poprzecznego . ,
2w odleglodci z od poczatku ukladu. a wyrazenie [e] przyjmie postac
Spaczenie przekroju zdeﬁniovvar}o za pomoca funkcji ( dy ) 4 (3_1/) 4 q,) {igi =0 [140]
w =0y (x,y) [b] B a % ’

W ten sposéb kaide zadanie dotyczace skrecania sprowadza sic do problemu znalezienia

Dla przyjetych przemieszezen [a] i [b] oblic
il AR funkeji w, spelniajacej réwnanie [139] i warunek brzegowy [140].

skladowe odksztalcenia ze zwiazkéw [2], skad !

Ex= &= &= 9,=10

f dw  du p

! = — R N —

! V= ox + oz 4 ( dx _‘Y) [C] — -G
1 _ Jw v N dy o : y? ‘

| ”fwwz*@(ay'“)

Odpowiednie skiadowe naprezenia otrzymamy ze Zwia-
zkéw [3] oraz [6]

0= 0y= 0;=Ty=0 ! -'—;'

aw Rys. 147 Rys. 148
| ki d Drugi sposéh, ktéry daje te korzyéé, se prowadzi do prostszego warunku brzegf)wego,
s T GO (%+ x) jest nastgpujacy. Z powodu znikania a,, g,, 0., 7, (réwn. [d]), réwnania réwnowagi [127]

' iy ¢, 7 jmuj renia [a] i sprowadza si¢ do nastepujacych
Mozemy zauwazy¢, e przyjmujac zatozenia [a] i [b] dotyczace odksztatcen, nie bedziemy mieli
naprezen normalnych dziatajgcych pomiedzy podluinymi wiéknami watu albo wzdhus kie- Iy 0- DTy e ITug | ITye _
9z 9z ’ dx oy

runku tych wlékien. Nie bedziemy mieli réwniez znieksztalcen plaszezyzn przekrojéw po-
przecznych, poniewaz ¢, ¢, , Vi zikaja. Mamy w kazdym punkeie czyste $cinanie, okre¢lone
sktadowymi 7 i 7,. Funkecja w(x wyznaczajaca spaczenie przekroju poprzeczneco . : : it
X wy: # 2 3‘ ¥ ’y)f VY P 12 p p J, pop 1ego, od z. Trzecie oznacza, 7e T, 1 T,, Mozemy wyrazic ]ako
musi by¢ okreélona w ten sposéb, aby réwnania réwnowagi [127] byly spelione. Podstawia-
pefe)

jac wyrazenia [d] do tych réwnan i pomijajac sity masowe, znajdziemy, ze funkeja g musi JP
Wyt T

i ia g ju i lewaz 7,1 jwnaniami [d], sa niezaleine
Pierwsze dwa réwnania sg juz spelnione, poniewas 7, 1 7, , dane réwn [d], sa

[141]
spetniaé réownanie L
dry Ity
D? + dy? =0 [139]
Rozpatrzmy obecnie warunki brzegowe [128]. Dla powierzchni bocznej preta, na kiéra
nie dzialaja sily zewngtrzne i ktérej normalna jest prostopadla do osiz, mamy X =Y =27 —0 I‘ pazes) I ) I0 co dp Lo [£]
1 cos (Nz) =n = 0. Pierwsze dwa z réwnan [128] sa spelnione tozsamogciowo, a trzecie daje Ay " Y T dy

gdzie @ jest funkeja x i y i mazywana jest funkga naprezent).
7 réwnan [141] i [d] otrzymamy

nam

Tue L+ Ty = 0 - [e] 1) Zostala ona wprowadzona przez L. Prandtla. Patrz ,,Physik. Z%., tom 4, 1903.
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Eliminujac ¢ przez mrésniczkowanie pierwszego réwn
%1 odjecie od pierwszego, znajdziemy,
nie rézniczkowe

ania wzgledem y, drugiego wzgledem
ze funkcja naprezen musi spehiaé nastepujace réwna.

a2 a2 I o
T + 97/2 =4 114'21

gdzie
F= —2G0 [14-3]

Warunek brzegowy le] po wprowadzeniu réwnania [141] przyjmie postaé

AP dy D dx AP

dy ds ' ox ds a0 [144]

Oznacza to, 7e funkeja napresert @ musi by¢ stala wzdiuz brzegu przekroju poprzecznego,
W przypadku brzegu jednospéjnego, tzn. dla preta pelnego, stata ta moge by¢ dowolna i w dal-
szych rozwazaniach bedziemy prayimowaé jaréwna zeru. W ten spos6b wyznaczenie rozklady
naprezeni na przekroju Poprzecznym skrecanego preta polega na malezieniu funkeji @, kigra
spetnia réwnanie [142] i jest réwna zeru na brzegu. W dalszym ciagu pokazemy kilka zasto-
sowarl powyiszej ogélnej teorii do poszezegdluych postaci przekrojéw.

Obecnie rozwazmy warunki na konicach skrecanego preta. Normalne do koticéw prze-
krojéw poprzecznych sa réwnolegle do osi z. Stad [ — m — 0, 7n = +1 iréwnania [128] przyjma
postaé

'X:.irxz; Y=iTJ‘E [g]
Znak 4 powinniémy przyjaé dla tego kotica preta, dla ktérego normalna zewngtrzna ma kie-
runek dodatniej osi z, tak jak dla dolnego kotca preta na rys. 147. Widzimy, zc na koricach
sily styczne rozmieszczone 3 W ten sam sposéb, jak naprezenia styczne w przekrojach poprze-
cznych preta. Mozemy latwo udowodnié, ze sily te sprowadzaja si¢ do momentuy sk

Podstawiajac do réwnan [g] wartoéci napreen z [141] i uwzgledniajac,
rowne zeru, znajdziemy

. T o oD
.[/‘X dx d_) —;[[VTJR dx d’)’ zjf-ay'- d_’.L flj =‘4/"d.’11'_[—§:}’— d)f = U
= ] b
ﬂY dx dy ﬂryz dx dy = _ﬂ%% dx dy = fdy.[é); dx =0

W ten sposéb wypadkowa
stawiaja pare o wielkodei

. aYy, )
M, =ff(Y:qu) dxdy*—f[—;ij—xdxdy ﬁ[[%jzydxdy [h]

Calkujac powyzsze przez czesdci i uwzgledniajac, e @ = () na brzegu, mamy

M,=2[f®dxdy [145]
Kazda z calek w ostatnim wyrazie w
W ten sposéb okazuje sie,

ecajacego,
2¢ @ na brzegu jest

sit rozmieszezonych na korcach preta réwna sie zeru i sily te przed-

wyrazeniu [h] jest polowa momentu skrecajacego.
ze polowe momentuy skrecajacego powoduje 7,_, a druga polowe Ty s
Widzimy, se Przyjmujac przemieszezenia [a] i [b] oraz wyzn

aczajac skladowe naprezenia
Taes Tye 2 TOWRAN [141], [142], [

144] otrzymujemy rozklad naprezen, ktéry spelnia réwnania
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5 ragi [127], pozostawia powierzchnie boczne preta wo.lne od sit zew}n?trzx%ych i zakla'da’,
ST D’ca('h dziataja momenty skrecajace dane réwnaniem [145]. Réwnania Odk'sztalcei}
;;38;1 Il:i(;llmusza byé rozpatrywa?le, }')oniem.faiat nilji%\éim; -54 wyprowadzone z przemieszczefi
[a] i [b]. W ten sposdb wszystkie Fiiymania | ef) ‘ sprg 5; -
stodei sa spelnione i otrzymane 1'oz'w1aczama jest rozwiaz
niem $cislym zagadnienia s.erca.ma. - T

Wykazano, Ze rozwiazanie to z'qda, aby 51’1y na d&m‘im(j il
preta byly rozmieszczone w 0].{1‘6.51011}’. spo‘sob. .T e na ‘<, za-
kres praktyezny zastosowan 1‘ozw1aza1‘fla nie oglamcm-lsug
do takich przypadkéw. Z zasady Saint-Venanta vtfyn(ll ;a,
ze dla dlugich skrecanych prqté\‘v W dostateczne.Jlo 'e?
glogci od korca, naprezenia zaleza ty]iso .Od w'le koéci ] e
momentu skrecajacego M, i s prakiycznie niezalezne od sposobu, w jaki sily powi

Rys. 149

rozmieszezone na korcach. |
T ;ﬁloi)ifé:;z o przekroju eliptyeanym. Niech brzeg przekroju poprzecznego  (rys.
149) dany bedzie réwnaniem
42 a2
w10 [a]
a? ¥ b2
Wtedy réwnanie [142] i warunek brzegowy [144] sa spelnione, o ile przyjmiemy funkeje na-
prezent w nastgpujacej postaci I :
— = _soboiae ]
@m(aQ o
gdzie m jest stala. Podstawiajac [b] do réwnania [142], otrzymujemy

a®h?

: F
2(a®+ 5%

m =

skad

a*b*F [ x% 4% ]
C“w(?TF 1) [

i rdwnani iajac zenie [c
Wielkos¢ stalej I zostanie obecnic wyznaczona z réwnania [145]. Podstawiajac wyrazenie [c]
do tego réwnania, otrzymujemy

a?F (1 (f . 1(f, daffd d) [d]
BT o e [
Poniewaz -
had -, mab® B
ffx2dxdy=fy= nf H ff{)’zd%d} = 4 ° f iy =7

znajdziemy z [d]

mad b3 F -
M=—swr5y
skad .
2M,(a®+ b2)
I X R

o__ M (x_2+ﬁ#1) [f

a9y

Wtedy z [c]




Podstawiajac wartosé @ do wyrazen [141], otrzzymujemy skladowe napregenia

oMy M,

BT s = wath

Stosunek skladowych naprezenia jest proporcjonalny do stosunku
wadluz dowolnego promienia 0.4 (rys. 149). Oznacza to,
wzdluz dowolnego promienia 04 ma staly kierunek,
kiem stycznej do brzegu w punkcie A

ze wypadkowa naprezen stycznych
ktéry oczywidcie pokrywa sie z kierun.
+ Wzdluz pionowej osi OB skladowa na

preZenie styczme jest réwne Ty Oczywiscie maks’j-"
malne naprezenie wystepuje na brzegu i mozemy

mniejsze] osi elipsy, Podstawiajac y==b do pierwszé7

wzgledna tego maksimum wynosi

Moment skrecasqey

Rys. 150 ' —— [147]

mab?

Dla a=5 réwnanie to pokrywa si¢ z dobrze 2

| nanym réwnaniem dia przekroju kolowego.
Podstawiajac [e] do {143] majdziemy wyrazenie na kat skrecenia

(L2+ bZ
O=M— e [148]

Czynnik, p;'zez ktéry dzielimy moment skrecajacy, aby otrzymadé kat skrecenia odniesiony
do jednostki dlugosei, nazywamy sztywnosciq skrecania. Oznaczamy ja przez G, a jej wartodé
dla przekroju eliptyeznego 7 [148] wynosi
33 G (A
Zabo G At [149]
(Lz ‘5‘ bz 4‘715 J ]

gdzie
b mba?
A =qab; J,= 2T T
4
sg powierzchnia przekroju i biegunowym momentem bezwladnodei przekroju.

Majac skladowe naprezenia [146) mozemy {atwo otrzymaé przemieszezenia. Skladowe

w10 dane s wyraseniami [a] par. 90, Przemieszezenie w majdziemy z [d] i [b] par. 90. Pod-
stawiajac wyrazenia [146] i [148] oraz catlujae, dostajemy

7ab3G 11501

Wyrazenie to wskazije, % warstwice spaczonego przekroju poprrzecznego sy hiperbolami
¢ asymptotach, ktérymi s osie gléwne elipsy (rys. 150).

" 92, Inne rozwigzania elementarne,

Badajac  zagadnienia skregeania  Sainz. Venant
Tozwigzan rawnania [142] w postaci

rozpatrzyl  kilka
wielomiiméw. Aby rozwiazad zadanie, przedstawmy funkeje n

apTeZen w postaci

R [
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¥ i dlatego jest st_aij_r

prezenia, Tyt
jest réwna zeru, a wypadkowe naprezenie réwna
sig 7,,. Wzdluz poziomej osi OD wypadkowe na-.

fatwo udowodnié, #e jest ono najwigksze na koricach -

go wyrazenia [146] znajdsiemy, ze wartodé beg. -

ymamy % rownania [142). S e
ymamy ro, JF@{ e
T

e'gﬁ.:_ z.;godnie 7 warunkiem brzegowym [144]

: ._'_g(’yh zagadnienie skrecania zostalo sprowadzone do znalezienia rozwiazania réwnania [b], speln

5po i . . P s h
nek’ briegowy [c]. W celu otrzymania rozwigzah w postaci wiclomianéw

unek: t

my furkeje zmiennej zespolonej

(x + iv)" l [d]

rzeczywista jak 1 urojona czeéd tego wyrafenia jest rozwiazaniem

N

S

s 3 g
ania [b] (por. str, 169). Biorac np. n=2, otrzymamy rozwigzania x%—y
2wy, Pray n=3 otraymujemy rozwiazania 53—3xy? oraz 3x% —»%. Dla n:.tl'
a. "'}i:;dzimY do rozwigzan w postaci jednorodnych funkcji czwartego stopnia

T F[1 Lo .y ] .
_@_m'§ (x* + 5% “{"@Iia" [E (5‘24"3’3)—50 (x* — 3% + b [e]

fymamy rozwiazanie réwnania [142] w postaci wielomianu tizeciego stopnia ze stalymi i b, kidre beda. do
7y IANE f

Rys. 151"

‘poiniej, Wielomian ten jest rozwigzaniem zagadnienia skrgcania, jeseli spelnia warunek hrzengy {144],- :
e Y . " . . S
. aczy jezeli bracg przekroju preta jest dany réwnaniem o postaci

5 R = o (8 Ay 4 b= 0
42

ienisjac w tym réwnaniu wartodé stalej b, otrzymujemy rédne postacie przekrojéw, e b [f}

: . A r YOATE - [Ff

3 2 Zwi > dla tréjkata réwnobocznego. W tym przypadku 1o ]

.Bmmc b= — 5 @ olrzymamy rozwigzanie 113 24 et
yimuje postaé

- o 2 1
C—V3y—FaE+Viy—Fae+sa=20
téra jest iloczynem trzech réwnah holdw tréjkaia pokazanego na rys. 151, Uwagledniajace, 26 F= —268, i pod-

1 1 _2 el
b= — GB[LQ* (% — o (= By — 2 a ] .

k 0 . . - e a . "—“0
‘do wyrazenia [141], otrzymamy skladowe naprezenia Tyz 1 Typo Z warunku symetril wzdiuz osi & mamy 7=/
i'g réwnania [g] znajdujemy

3G8 | 2ax ]
e = W( 5~ ”)
.N'ajivieﬁ{sze naprezenie ma miejsee w Srodku bokéw tréjkata 1 wynosi zgodnic z [h] .
A Gla 1k}
Trmax == T

‘W wierzchotkach trojkatn napretenie styczne jest réwne zeru (por. rys. 151).
8 Podstawisjac [g] do wyraienia [145] znajdujemy

4 3
M= C0 & 8C, i
15)/3
Biorae rozwigzanie réwnania [142] w postaci wielomianu czwartego stopnia, zawiers?}zgcegn tylko parzyste
‘-potqgi % 1y, otreymamy nastgpujaca funkcje napreien

1
B=—Go [% %%+ ¥ — % (% — 6282 - 3% + 3 (& — 1}]




Warunek brzegowy [144] jest spehriony, jeseli hrzeg przekroju dany jest réwnaniem

virxg +)"2 _ a(x* _ 63‘23,2 A4 y4) +a-—1=10

Zmieniajac wartodé a, Saini-Venant otrzymal rodzing praekrojéw poprzecznych pokazang na rys. 1523 Slcladajq.t.\,

rozwigzama w postaci wislomianéw cawartego i Osmege stopnia, Saint-Venant otrzymal preckrsi
na rysunku 152h. : e

.

Na podstawie swych badar

chni przekroju sziywnodé na skrecanie wrrasta, jezeli

Rys. 152

pr?elfroju maleje. W ten sposéh przy danej ilodci materialu wat o przekroju kolowym posiada
najwickszg sztywnosé na skrecanie. Podobne wnioski mosna wyciagnaé odnosnie maksymal-
nego naprezetia stycznego. Dla danego momentu skrecajacego 1 danej powierzehni przekroju
maksymalne naprezenie jest najmniejsze dla przekroju o najmaiejszym bieguno
cie hezwladnodei, sinoyiR momen-
Poréwnujac réine przekroje popraeczne o brzegach jednospéinyeh, Saint-Fenant zna-
lazl, 26 sztywnoséé na skrecanie moze by¢ obliczona w sposob przyblizony z wyrazenia [149]
tzn, przez rastgpienie danego walu walem o przekroju eliptycznym, posiadajaeym te samé
powierzchnig przekroju oraz ten sam biegunowy moment bezwladnogei, co dany wal.
Malqsymalne naprezenie we wszystkich przypadkach badanych przez Saini-Fenanta
znajdowalo si¢ na brzegu w punktach najblizszych érodka ciezkoéei przekroju. Bardziej
szezegblowe badania tego zagadnienia przeprowadzone przez Filonal) wykazaly, ze istlli;';
przypadld, gdy punkty maksymalnych naprezen, jakkolwiek zawsze lezace na ’brzegu nge
sa punkiami najblizezymi érodka cieskodci przekroju. ’

Przyjmujac w wyrazenin [d] n=11 n=
stepujace rozwigzania réwnania [b]:

—1.i stosujac biegunowy uklad wspblezednych 7 1 9, otrzymamy na-

1
Dy =reosy; D= Seosy
Wiedy funkcje napresef [a] mozemy przyjas w postaci

£ a l

F F
§D=—‘f(x2+y3)—-—2ﬂrcosw+ 3 rcosw—zb“j

[m]

Y L. N. G. Filon: ,Trans. Roy. Soc* i P
JZ. angew. Math, Mok, tomm 10}: str(?CS:S 3{?33%8?)’ seria A, tom 193, 1900. Patrz réwniez prace G. Polya:
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p okazahy_ :

el . Saint-Venant wyciagnal pewne ogolne wnioski, wazne dlz
praityki. Wykazat on mianowicie, je w praypadka brzeg6w jednospéjnych i dla danej powiers-

biegunowy moment bezwladnodei

bisa éfé!ymi-' Funkcja ta speinia warunki brzegowe [144,] jeieli na braegu prackroju mamy @==0, lub z [m},

[n]

cos Y
r

P2 b —2a(r® - bY Y

(,s_ba)(lmw)mo

dstawia rownanie brzegu przekroju!) pokazancgo na rys. 153.

o} <&l
o

\

i 2 —bt=10

mujeémy kolo o promieniu & zo érodkiem w poezgthu ukdadu

lrzednych, a prayjmujac
o .

__?_acosw=0
r

ystep

[l |

hapreienic na spodsie rowka jost dwa razy wigksze od maksymalnego naprezenia wysiepujacogo w wale kolo-

Wym:o:promienin a i nie posiadajgcym rowka.

: 93, .Analogia blonewa. Wprowadzoma preez L. Prandtla®) analegia blonowa okazala
Bél_'dzo cenna przy rozwigzywanin zagadnien dotyezacych skrecania, WyobraZmy sohie
dnorodng blone (rys. 154) podparta na brzegu, o tym samym obrysie co przekrd] popraecany

Rys. 154

- skrecanego preia, poddang réwnomiernemu rozcigganiu na brzegu i réwnomiernemu cisnie-
‘niu na powierzchni. Jezell g jest ciénieniem odniesionym do jednostki powierzchni blony,
A’ S jest réwnomiernym rozcigganiem odniesionym do jednostki diugoéel brzegu, to sily

i;bzciagajace dzialajace na boki ad i be nieskoficzenie malego elementu abed {rys. 154), dadzg

B 1) Zagadnienie to zostalo rozpatrzone przez €. Webera: ,Forschungsarbeiten®, nr. 249, 1521,
“i %, Physik, 2%, tom 4, 1903, Patrz rowniez Anthes: ,,Dinglers polytech. J.%, str. 342, 1906. Dalsze rozwiniécis

"Comm, Aeronautics, tom 3, str. 910 1 938, 1917—1913.

“analogii 1 r6ne przypadki zastosowanl podano w pracach A. A. Griffitha i G. L Taylora: ,Tech. Rept. Adv P




nam w przypadku malych ugieé blony wypadkowa — S(%2/9x?)
W ten sam sposéb sily rozciagajace dzial

wypadkowa —S(922/9y%)dx dy i réwnanie réwnowagi elementu ma posta¢ nastepujacy

o2z J%z
| * skad
| 2 J % 9= 4 :
| | F R L5

Ugigcie blony na brzegu jest réwne zeru. Poréwnujac 1évw-
@ e nanie [151] oraz warunek bl‘ZBg(‘)W}.’ ha ugiecie z blony
ﬁ}v z réwnaniem [142] i warunkiem brzegowym [144] (por.
ﬂ‘ str. 236) dla funkeji naprezen @, dochodzimy do wniosku,
N e oba te zagadnienia sq identyezne,

Stad, znajac ugiecia
blony, mozemy otrzymaé wartodci funkeji @, zastepujac

wielkodé —(g/S) z réwnania [151] wielkodcia F= —2¢G ¢
z réwnania [142].

Majac powierzchnie ugiecia blony, przedstawiona warstwicami (rys.
kilka wasnych wnioskéw, dotyczacych rozkladu naprezen przy skrecani

wolny punkt B blony. Ugiccie blony wadhuz warstwicy przechodzacej p
stale i mamy

Y
Rys. 155

155), wyciagniemy
u. Rozpatrzmy do-
rzez ten punkt jest

8
ds
Odpowiednie réwnanie funkeji naprezent @ ma postad
D D dy AP dx __dy dx i
ds dy ds ' ox ds —Txe—d_s_ryzg B

Réwnanie to wyraza twierdzenie, 7e rzut n
zenia stycznego w punkcie B jest réwny
styczne w punkcie B skrecanego

przechodzacej przez ten punk;, Krzyw

a normalng N do warstwicy wypadkowego napre-
zeru i dlatego mozemy wnioskowaé, ze naprezenie

preta dziala w kierunku stycznej do warstwicy,

e wykreélone na przekroju poprzecznym skrecanego

preta wten spos6b, ze wypadkowe naprezenia stycznego w dowolnym punkeie krzywej dzia-

faja w kierunku stycznej do krzywej nazywaja si¢ trajektoriami naprezenia stycznego. W ten

spos6b warstwice blony sa trajektoriami naprezenia stycznego przekro
Wielkoé¢ wypadkowej naprezenia

ju skrecanego preta,
7 w punkeie B (rys. 155) otrzymamy rzutujac na styczng
skladowe naprezenia Ty 1 7. Wiedy

T =1, cos (Nx) — 7, cos (Ny)

Podslawiaj@c
oD oD ! dx y dy
Tag = oy ¢ = o, 5 oos (Vx) = b cos (Ny) = dn
otrzymamy
r— (9P dx 3D dy\ = 4o )
R R

W ten sposéb wielkogé n

aprezenia stycznego w punkeie B mier
powierzchni blony w tyr

zy si¢ najwigkszym spadkiem
M punkeie. Musimy jedynie w

wyrazeniu na spadek powierzchni
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dx dy skierowana w gore.
ajace na dwéch pozostalych bokach elementu dadzg

i¢ g/S przes 260. Stad dochodzimy do wniosku, ze najwicksze Scinanie wystepuje
gaslapic ¢ ik : |
zie warstwice sa najgestsze. e | '
1 Punktacb’ 'gﬂd;llzﬂ dochodzimy do wniosku, ze podwdéjna objetosé ograr_llczonﬂ PO\Vlerz.
g ‘W?az.e;nbbny i plaszezyzna xy (rys. 155) przedstawia moment skrecajacy, o ile tylko
chnig ugigct
gastapimy g[S przez 2G0.

7vé, #e postaé blony, a co za tym idzie rozklad naprezen, lllie zalezy f"i tego, ktéry z purﬂllCFé.W
Mozemy zauwazyé, 2 Pko oczatek ukladu wspélrzednych w zagadnieniu skrecania. Punkt ten,‘ocjzywmcl,e
i e peey ]]fro'up N; pierwszy rzut oka wydaje sie dziwne, ze przekroje moga (?bracac:, sl@lwokol
jest punktem obrotu pl'zB_ bld‘ ¢ skrecane ciggle tym samym momentem skrecajacym. Réinica ta }es-t Jedna'k
D owaclegieh) 051' lq sit vnego. Rozwazmy na przyklad walec kolowy, skrecany przez o}Jra?amt.: wokol
kywestia po prostu Gbro,m - zwie:;chni nachyli sie wagledem swego kiorunku poczqtkowego, lecz mona jg spro-
osi srodkowej. TWDIZQ.CJ nali ot calego walca, jako ciala sztywnego, wokol rednicy. Koﬁcowiz po‘lufzenza pl'.zE'.kIO-
wadzié z powrotem glzczvﬂda. wtedy obrotom skrgtnym wolkél tej tworzacej jako ustalonej osi. Przekroje po-
jow poprzeczn}’c? 0 Pli{v.vlal i‘;‘ sa nachylone wzgledem swoich plaszezyzn poczatkowych na skutek O]IDI'(JtLl walca
przeczne pozostaja Pla;/ l{:iosro]n m przekroju wystapi spaczenie 1 przy danym wyborze osi nachylt-ame. zada.r.mgc-
jako ciala szty?vnch-. ekr; u koficowym jest okreslone, a dw/dx i Jw/dy sa dane zaleino'émam‘l [d] 1 [b]
elementu POWICTZC]”}‘ w b ro]wadzié z powrotem do orientacji poczatkowej przez obrét walca jako c1;‘11a szty:cv-
par. 90. Eiemefnt taki mzﬂﬂ p 1zez przekrdj koncowy. Obrét ten spowoduje przesuniecie réwnolegle osi obrot(‘)w
g0 wolcd! OSI,-pr?QChT ]Qc'e]‘; ten &I‘.]poséb mozna okrelié 0f lub érodek obrotu skretnego, lub éro(:{ek skrgcania,
Sk.r?m}i;h & t(;iloiz“;:; elfol:;;:owa orientacja elementu powierzchni w koncowym przekroju walea, jak to ma np.
::,ilj::e :,];srzypudku gdy jest on utwierdzony zupelnie,

Rozwazmy obecnie warunek réwnowagi c?qé.ci. .mn b%ony ogralllic.mflejt witrst:lr‘lcc.ing:l}:‘;
155). Nachylenie powierzchni blony wzdluz tej linii w lf-:azdymdpun ccu; ]ez “Ee :Zih m.]Q I_Zum
do naprezen stycznych 7 i réwne 7-9/g- Y/, GO. O-Znac’za]acc wte- v I?rzezé ipbhm
poziomego czeci mn blony, otrzymarhy réwnanie réwnowagi tej cagsc y

/N
fS(’Ezce)ds q

[7ds 2684 B

lub

Stad mozemy otrzymaé srednia warto$é naprezenia stycznego wzdiuz warst_wmy. ’ ‘
Biorac g=0, tzn. rozwazajac blone bez obciazenia poprzecznego, dostajemy réwnanie
=0, tzn.

A2z 92z

_ 153]
= T gp Y [

pokrywajace si¢ z réwnaniem [b] poprzedniego paragrafu dla funkeji @;. Przyjmujac wartodci
rzednych blony na brzegu tak, ze

z % (%2 + 3% = const [154]

warunek brzegowy [c] poprzedniego paragrafu jest r(")wniez sp(.al‘mony. VIV terlll sp(‘)zsoc?nz pz:
wierzchni ugiecia nieobeigzongj blony wyznaczyé moz’rlla.fwfmkc_]g‘ @, eie ty’ ko 1 ti " Z-(I))n_d
wierzchni blony na brzegu maja okreélona wartoéé. P(fzme] pokazemy, ?e .zadrown? o Oziladu
jak i nieobeciazona blona moze stuiyé do wyznaczenia za pomoca doéwiadczenia r

rezeft w skrecanych pretach. . )
napﬁj:igia ]:Jh:élmw); ]'esft) uzyteczna nie tY].kO wiedy, gdy PI'Q't'JCSt s].cfrqlczfn.y Vzvnagl;:l;:a:ll;
sprezystosci, lecz réwniez wtedy, gdy material w pewnych czedciach przekroju znajduj

DA
16*



Ny~ stinie pléiétjrc’zﬁe'go-p};}'?niqéi'a_l)'.'Zéli%édajac;-Ze'.-n oo
zostaje stale, rozklad napreser w sprezystej strefie przekroju b@cizie pr
-lem przez blone, lecz w strefie Plastycznej napre
‘maksymalne nachylenie, odpowiadajace granicy plastycznosei,
wicrzchnie skoustruowan@ W postaci dachu nad p
rozciagnieta i ohciazong tak,
stanu, gdy blona zaczyna dotykaé d

Wyobrazmy sobie taka. p

achu. Odpowiada to poczatkowi plyniecia plastyczneg

. e .
Wk ) S
2
& Lid o x TN AP
T S~ ¥
i
z
¥
Rys. 156

w skrecanym precie, Przy warodele cignienia pewna czesé blony bedzie stykaé sie z dachem
Te czesei stylu preedstawiaja strefe plastycznego plyniecia skrgcanego preta, 4 Nddm:
wykonat interesujace doswiadezenia ilustrujace te teorie?), ’

94. Skrecanie. preta o waskim  przekroju ' prostokatnym,
kiego, prostokatnego przekroju analogia blonowa daje nam bardzo proste rozwigzanie zagad-
nienia skrgeania. Pomijajge wplyw krétkich hokéw prostokata i przyjmujae, ze powierzciuia
lekko zgictej blony jest walcowa {rys. 156), otrzymamy ugiecie blony ele;nentamego réw-
nania dla paraboliczncj linii ugiecia réwnomiernie obcigzonego ciggna®) (rys. 156h)

gc?

. ~ 85 [a]
Na podstawie znanyeh whasnode araboli Tmaksym: ie wys i S j
s ey ;rw oo fje::(}i;iiiksymdlne nachylenie wystepuje w stodkowej

d

46 ge
| | ¢ =53 [b]
Objetoéé ograniczona odksztaleona blong i plaszezyzna wy, obliczona dla walca parabolicznegn
wynosi ’
2 bed
V=2 osp - 2007
3 edb 128 [c]

Stosujac analogie blonows j podstawiajae 260 zamiast g/S do [b] oraz

M, = bc2G

[c], znajdziemy
Tonax = €GO

[d]

»Z. angew, Math, Mech.”, tom 3, str. 442, 1923. Patrz réwnies

1) Wskazat na to L. Prandil s patrz 4, Nddai:
E. 2Trcfftz: tamde tom 35, str, 64, 1025,
%) Patrz ,,Trans. A..5. M. E., Applied Mechanics Division®
andl‘Fr.ucture of thds“, 1950, Rozdzial 35 i 36,

Y Patz 8. Timoshenko i D. H. Young: »Engineering Mechanics® str. 35,

» 1930, Patrz réwnies A, Nidai: »1heory of Flow
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. achy rzekrojem pPopraceznym preta, orag bfoﬁe‘g
jak to wyjagniono powyiej. Zwiekszajac ciénienie dojdziemy (o

W praypadku was-

M
363G
M

Tmax = 7166_2

pai:ah_o.]icznej linii ugiecia (rys. 156b)

44 [ 2 5
2=_c? Iwﬂ:

dz  8ox __a,

dx 2 5

owiednie naprezenia w skrecanym precie sa réwne
7, = 2G0x

kEad naprezen jest liniowy, jak to pokazano na rys. 156a. Obliczajac wielkosé m ment
cxctajacego, odpowiadajacego temv rorkladowi napreders, snajdsiomy :

Tmax | %
4 %3 S
fo jedna druga calego momentu skrecajacego danego wyrazeniem [156]. Drug_é: P':c_)_%qwa
achodzi od skladowych napresenia 7, ktére byly calkowicie pominiete, gdy przyjmowali
y.. 76 powierzchnia ugietej blony jest walcowa. Chociaz naprezenia te maja znaczna wi.e'l_kq_s"_é
.H{b_ w poblizn krétkich bokéw prostokata, a ich mak- S
_sytr_-n.zﬂ'na wartos¢ jest mmiejsza niz obliczone powyzej T,
¢z za to deiafaja one w wigkszej odlegloéei od osi prets,
ich moment przedstawia druga polowe momentu skre-
jacego MP).
- Warto zauwazyé, e 7, dane pierwszym z wyrased [d]
jest dwa razy wigksze niz w przypadku walu kolowego
érednicy réwnej ¢ 1 poddanej temu samemu skreceniu 4.
ertlumaczymy to roswazajac spaczenie przekroju po-
przecznego. Bold przekrojéw takich jak nnry (rys. 157)
p'dzostajq normalne do whékien podluznych preta w naro-
zach n i ny, jak pokazano na rysunku. Catkowite
odksztalcenie postaciowe elementu takiego jak abed
~skiada sig z dwéch odksztalcenn skladowych: ze skladowej -
R przyczyng ktérej jest obrét przekroju poprzecznego wokél osi preta, réwnej odksatal-
~‘ceniu podstaciowemu kolowego preta o érednicy ¢, oraz z czebai vy, przyczyng ktérej jest
spaczenie przekroju poprzecznego. W przypadku waskiego przekroju prostokgtnego p=1,
- wypadkowe odksatalcenie postaciowe jest dwa razy wicksze niz w przypadku przekroju
~ kolowego o érednicy e.

ch= %bﬂzrmax

1) Zagadnienie to zostalo wyjadnione przez lorda Kelvina; patrz Kelvin i Tait: ,,Natural Philosophy®, tom 2, 1
str, 267. L




. Zalonodei. [155] i [156], otrzymiane powyiej dla waskiego prostokata,
sowane w przypadkach pretéw cienkodcienmych o praekrojach takich, jak
158, przez prayjecie b réwnego rozwinigtej diugosci obwodu przekroju poprz
to stad, Ze jezeli grubesé ¢ Tury ze szc
jest mala w poréwnaniu ze érednica to m,
lenie blony i objetosé ograniczona blong
same, jak w przypadku waskiego przekroju prostokatneg
o szerokodci ¢ i dlugodei réwnej obwodowi srodkowe
powierzchni rury, Analogiczny wniosek moze
w przypadku ceownika (rys.
w tym ostatnim przypadku przy wewnetrznych narozach
powstaje znaczna koncentra
przy czym réwnanie [156] nie ma zastosowar
punktach. Problem ten bedzic rozpatrzony dokladniej w par. 98,
95. Skrecanie pretow prostokatnych. Przy zastosowaniu
nienie sprowadza si¢ do znalezienia ugiceia réwnomiernie obeia
jak 1o pokazano na rys. 159, Ugigeia'te muszs spelniaé réwnanie

mogq byé 7
pokazano na ry

zeling (rys, 1584
aksymalne nachy

aj

Rys. 158

wielkodci promienia r zackraglen,

analogii blonowe; ragad-
zonej blony prostokatnei,

[151]
r’—a—b\n—a-o—
D% 9% g I
N [a] b
oraz sg réwne zeru na brzegu. %_-__N_Q____ x
Warunek symetrii wzgledem osi ¥ 1 warunki brzegowe dla hokéw 5
prostokata ax— +q spelnimy przez przyjgeie z w postaci szeregn _L :
o I
! _ nax Yy
‘= ba cos 2a Ya [b] Rys. 159
A=135,,,,

gdzie by, by, ... sq stalymi wspblezynnikami, a ¥, Y5, ...
wiajac [b] do réwnania [a] i spostrzegajge, e pr.
stawiona w postaci szeregul)

s funkejami wylgcznie ¥. Podsta.
awa strona tego réwnania moine by przed-

g - g 4 = mx
2 A R ki
5 Z Srm( L) # os 2a fe]
n=1_3.5,..,
wyznaczamy Y, z nastepujacego réwnania
2.2 4, =1
yo Py 4 1y 2
? dgr " S rmb,,( ) [d
skad
- 16gat Lami
¥, =A sinh 27 Iy e o R
n = sinh 20 ' B cosh 2a +Sn3n3b,z h le]

Z warunku symetzi powierzchni u

gigcia blony wagledem osi x wynika, Ze stala calkowa-
nia 4 musi byé réwna zeru. Stals Bz

ostanie wyznaczona z warunku, 7e ugiccie blony réwna

B B. 0. Peirce: »A Short Table of Inzegrals®, sir. 95, 1910,
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ecznego. Wynika,
beda prawie takje

my wyciagugg
158b). Nalezy zauwazyé, ze

cja napresen, kigre zalezn od
i wotych'

LBt (V)i 0y skadi
- Sy
I

(- T

cosh (nay/2a) |
" Gosh (nwh)2a) |

_ 16ga?
"™ Sn3a%,

16gat N 1 I cosh (myf2a)]
s Y, (=1 [1 cosh (nmbf2a) | °*° 2a
a=135,...

' o =t 2a) AT

e 1 _M] s,

=20 N Sy [1 cosh (nbf2a) | “ Za
n=1L35,...

zrc')éniczkowaniu réwnan [141] dostaniemy skladowe napreienia. Np,

T e n—1 . 2a) R
. 8¢  16Gba 1 _M] in "%
v 2w [ iG]
a=135...

b;a najwigksze naprezenie styezne, odpowiadajace najwiekszemu nachyleniu pow‘ief.‘ z
I';}on;' otrzymujemy w $rodkach dluzszych bokéw prostokata x= +a. Podstama]aq_;'
’y ={ do [h], znajdziemy

1

16Gfa L RO S
R Tt cosh (nawh/2aq)

Tmax = 2
n=

)

o0
1,3,5,

Biorac pod uwage, Ze

L S
16600 o 1 [157]
Tmax = 2G0a — A Z n? cosh (nmd{2a)
. n=1,3,5... *

Zefég nieskoniczony po prawej stronie, dla b>a: jest szybkozl?ieZnyl 1 oblhcfencli
-z dostateczng dokladnodcia dla dowolnej wartodci stos.unk.u b‘/a, nie przedst‘ama .ru
nozctzi. W przypadku np. bardzo waskiego prostokata, b/a: jest duza liczba, tak Ze mozemy

pbﬁﬁnqé w [157] sume szeregu nieskoriczonego i dostaniemy

Tinax — 2Gha

.Po:krywa sig to z plerwszym z wyrazen [d] poprzedniego p.amgrafu., N
W przypadlau przekroju kwadratowego a = b otrgymujemy z réwnania [157]

8 1 1 _
el S[1 1
Tmax = 26 a{ e [cosh (7/2)  9cosh (3m/2) [158]
8 ( 1 1 )] ~ 1,351 Gla
=2G8a [1 ) ( 2,500 Tox 55,67
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W przypadku ogélnym mamy

gdzie k jest wspélezynnikiem liczbowym, zalezacym od stosunku bja. Kilka wartoéci
wspolezynnika podano w tablicy ponizej.

b
= k by by - k Iy k,
1.0 0,675 0,1406 | 0,208 3 0,985 0,263 0,267
1.2 0,759 0,166 0,219 4 0,997 0,281 0,282
1,5 0,848 0,196 0,231 5 0,999 0,201 0,201
2,0 0,930 0,229 0,246 10 1,000 0,312 0,312
2,5 0,068 0,249 0,258 o 1,000 0,333 0,333

Obliczmy obecnie moment skrecajacy MM,
sie w tym celu réwnaniem [145], znajdziemy

S 64GOa2 [0 [ =9 p=1
s JpeanBBf PS4,

n=13,5,...

cosh (ny/2a)” nmx 32G0(2a)*(2b) =
1— — TG B g gy — 32G0(20)%(28)
[ cosh (nxb[2a) = ¢ Z

jako funkcje kata skrecenia . Poslugujac

2a 7t nt
n=1,35,,..
_SAC0Ra)t NN 1 b
78 W B oy
n=1,3,5,...
lub biorge pod uwage zel)
1 1 1 7t
Tt =g
mamy
| 12a¢ x 1 agb
— S 3 — Sy —toh——
M, = 5 G9(2a)%(2b) (1 — ]Z Figh ) [160]
n= aea

3939,

Szereg po prawe] sironie

jest szybkozbiezny i moment M, moina bez trudu obliczyé
dla dowolnej wartodci ajfb.

W przypadku waskiego prostokata mozemy przyjac

nmh
teh o = |
Wiedy
M, = 31 G0(2a)3(20) ( 1—0,630 %) [161]
W przypadku kwadratu, a—=b i mamy z [160]
M, = 0,140669(2q) [162]
W ogélnosci moment skrecajacy
M, = k,G0(2a)3(2b) [163]

) B. O. Peirce: ,A Short Table of Integrals®, str. 90, 1910,

248

Trnax = £2G0a [159]

tego

dzie ke jest wspdlezynnikiem liczbowym, zaleznym od wielkoéci stosunku b/a. Kilka war-
gdzie

i i . 248.
toi otezynnika podano w tablicy na str. - .
tOSC;)t‘;g:' xs:ii;)c vzrial'toé(’: f z wyrazenia [163] do réwnania [159] otrzymujemy maksymalne
sta :
Pr.;enie styczne jako funkcje momentu skrecajacego
na

; /’\
__ M [164] ‘
Tmax = k2(2@)2(2b) o < x

=

Rys. 160

drie ky jest wspolezynnikiem liczbowym, ktérego wartosci moga
5 ‘2 ‘ :
byé wriete z tablicy na str. 248.

. . . v
6. Dodatkowe wyniki. Podobnie jak w poprzednim paragrafie, mozemy
g . 2 . . . -
e ca szeregéw nieskonezonych rozwigzaé zagadnienie skreeania dla kilkn
za POMOCA S7

i : rzekrojoéw poprzecznych. . , L _ _
mu};;;] kSZtai:]a]:; l:uycink-l]" kola') (rys. 160) jego brzegi sa przedstawione réwnaniami y=-e/2, r=0, r=a.
przyp

Bierzemy funkcje naprezen w nasiepujgeej postaci
Gor?
2

F
D =D+ Z("z'i‘yz):@l_
Funkcja @; musi spelniaé réwnanie Laplace’a (patrz par. 92). Przyjmujac rozwiazanie powyiszego réwnania
funkecja @ i

nm
- A, (i\? cos nmp]
74

w postaci szeregu

cos &

oo
GO| r?cos?2
@1 . L Busiy + a? Z
2 n=135
dostajemy funkcje napregen w postaci

o0 nw
Go i cos 21,0) 2 A (L)? o .’fﬂf]
= —| — ] ———= +a n
@ [ ! ( n= Z&,. - a *

2 cos & i3,
Wyrazenie to jest réwne zeru na brzegach
-4
=4 —
¥ 2

Aby wyrazenie to znikalo réwniez wzdluz brzegu kolowego r—a, musimy preyjaé

oo
nay cos 2y
= et
& Ay cos S
n=1305,...
skad otrzymamy zwykla droga
n+41
1602 — o
= 2 (1) 2

Dlatego funkecja naprezen przyjmuje postaé

5 ny

n-1 nmn cos P
- 2,2 ¥ ==
G 2 _M)+16a0€ (—1) 2 (—)“ 2%
e R R e

n=1385,... =

L “ 849 i 893, 1878. Patrz
rzez Saint-Venanta: ,,Compt. rend.”, tom 87, str. 849 iy
1). Pﬁblgmctegr%lu{oz}ﬁ:ggzg Ef Math.“, tom 9, str. 35, 1879. Inna metoda roz“;\q%ama z::3 ﬁgﬁncgﬁs‘ (1),
:g:izﬁz fu:uk;;ji rgessela.z,r;stala podana przez A. Dinnika: ,,Bull. Dgn Poiygtgchl.ggést. , Nowocz 3 ]
str. 309. Patrz réwniez A. Fippl i L. Fappl: ,Drang und Zwang®, str. 96, .

YAy




Pé&sfai'xﬁajac Ja dé'r&vmania [145]; enajdziemy M,=2 [ [ @r dy dr—kGqa

leznym od kata @ wycinka. Kilka wartosci & obliczonych preez Saint-Venanta podajemy ponizej,

« i1 Fi 4 F 1 2n 3n Sn .
= JR— —— —_— —_— s A — ——

4 3 B 3 2 3 i
k= | 00181 | 00349 | 0,0825 | 0,048 | 0,296 | 0,572%) 0,672%) | 0,878+
Bi= | 0452 | ... 0622 o710 | ..o
Bp= ... 0490 | ...... 0652 | 0880 | ... | ...

*) Liczby te poprawil 4. Aissen. Patrz C. Pélya 1 G. Szegi:
Physics*, str, 261, Princeton University Press, 1951,
**) Wynik ten poprawit Dirnik, loc. cit, )

Maksymalne naprezenia stycane wzdluz kolowe
i kyGaf, Kilka warloSci k; i k; podano w tablic
Rozwigzanie dla prostokata krzywolinfowego,
promieniami, otrzymujemy w ten sam sposdbl},
W przypadkn réwnoramiennego trojkata?) prostokatnego kat skrecenia

¥ powyiej.

M
0=38,3 G—a‘{

gdzie « jest dlugoescia przyprostokatnych. Najwieksze napreZenie st

i wynosi

M,

Tmax = 18,02 =1

a@
Przez wprowadzenie wspéhzednych krz

rzgdne eliptyczne (patrz str. 180} 1 stosujac funkeje spragione £ i 9, okreflone réwnaniem

%+ iy = ¢ cosh (& + in)

otrzymujemy przekrdj poprzeczny ograniczony -elipsami 1 hi
wanie réwnania®)

wt iy =3 (£ + in)®

otrzymamy przekroje poprzeczne ograniczone ortogenalnymi parabolami.

Zunaleziono réwnies rozwigzania dla wielu innych przekrojéwt),
w to wielokaty, katowniki, kardioidy,
przekrdj daje sie odwzorowad wiernokit
catki zmiennej zespolongj¥),

zaréwno pelnych jak i wydraonych, wlaezajac
lernniskaty®) i kota z kilkoma mimodrodowymi wydrgieniami?), Jeseli
nie nz kolo jednostkowe, to moZemy zawsze napisaé roswigzanie w postaci

1) Saing-Venant, loc. cit. Patrz réwnies 4. E. H, Love:

Y B. G. Galerkin; ,Bull. acad. des, sci. de Russ.”
atr. 2057, 1924,

3 4. C. Greenhill: »Quart. J. Math *
{London), seria A, tom 193, 1900,

N E. W. Anderson i D. I Holl:

»Theory of Elasticity*, 4 wyd, str, 319, 1927,
, str. 111, 1919; 6. Kolosow: »Compt¥, rend.”, tom 178,

» tom 16, 1879, Patrz réwniei L. N. G. Filon: ,Trans. Roy. Soec.*

An »Lowa State Coll. J, Sci“,, tom 3, str. 231, 1929,
5} Zestawienie podat T, J, Higgins: ,Am. . Phys.”, tom 10, str. 248, 1042,

) Odnosniki dol prac podajgeych fciste rozwigzania dla takich przekrojéw sa zbyt liczne na to, aby je tutaj
przytaczad. Moina je znaledé w »Applied Mechanics Reviews, Science Absiracts A, Mathematical Reviews,

ikZentra}lblatt fiir Mechanik®, Wiekszosé odnoénikéw (par. 130} dotyezy lub zawiera odpowiednie zagadnienie
gkrgcania,

7} Pawrz. C. B. Ling; »Quart. Applied Math.*, tom 5, str. 168, 1947,
194;) Wedlug V. I. Muscheliszwilego. Patrz I, §. Sokolnikaff; ,Mathematical Theory of Elasticity”, Rozdzial 4,
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19, gdzie & jest wspdlezynnikien: p

»Isoperimetric Inequalities in Mathematiea]

j 1 promieniowe] czedci brzegu wynoszg odpowicdnio kIGa'é

ograniczonego dwoma wspétérodkowymi ukami kol | dwoma

yezne powstaje w drodku vrzeciwprostokatne
ywoliniowych zbadano kilka innych przekrojéw. Prayimujac wspél-

perbolami o wspélnych ogniskachs). Przez zastoso- -

[ Rézwu@aﬁe-':'::zagﬁdniéﬁ skrecania’ "'zg - pomocy -metf)dy : energetlyiczn‘ej‘-).-_-: _
&Ziehémy, e rozwigzanie zagadnien skrecania w lkf.izdy.m }:)oszcz.egol’rfyrln {;)rzypacl ;;] spizz-

); Q do wyznaczenia funkcji naprezen, spehua‘J.aﬁcej zéwnanie réZnics Kowe [ (_) q.
ki brzegowe [144]. Przy wyprowadzeniu przybhz?nego ro'zquam‘a ?agadmemla mozn,
ot rozwiazywaé réwnanie réiniczkowe, wyznaczyé fur.L'kc_]Q napregen z warunku mutn-
; -:eﬁéj catki®), ktdra otrzymujemy zrozwaie?mé energii _odksztalc.:enm sIs:’rQ'canegf) pret a e
E rgia odksztalcenia skrecanego preta odniesiona do jednostki diugodei, z réwnania:

1 9@ \* [ap\?
By

- . . - . y By -
funkeji naprezed @ nadamy dowolnie maly wariacje 4P znikajaca na brzegu®), to
'hiimy przyrost energii odksztalcenia wynosi

e JJ15) (&) o

S 2 (2] v
TRl (2] s

teh sposdb geistym wyrazeniem na funkeje napreied @ jest to, ktdre sprowadza do zera

o[ )]s

. . Jeseli §
Do tego samege wmiosku dojdziemy stosujac analogig blonows i zasadg prac przygotowanyc]:t (p.ar. 48). ] ez.eh
= = .
jest Iéﬁnomiemym rozciaganiem blony, to przyrost energii odksztalcenia blony na skutek ugigeia otrzymujemy
pl'.zei'“pomnoienie wielko$ci S przez przyrost powierzchni blony. W ten spostb mamy

LI e

2} 4T i i ; jenin réwno-

7ie. z jest ugieciem blony. Jeseli zalozymy teraz pewne przemieszczenie przygotowane blony z poloe o

i, 1 i i i byé rowna prac; -
wigl, to zmiana energii odksztalcenia blony, spowoedowana tym przemieszezeniem, musi byé rowna pracy wy

icje calld

[165]

% Pucgad i iggins: ,I. lied
-1y Przeglad wraz z odnoénikami tych oraz inuych metod prayblizonych, patrz I\ J. Higgins: ,.J. Applie
, str. 469, 1042, ' _ CE
:P?};s; ép?:énbl'insz;proponowai W. Ritz, ktéry uiywal go pray rozwigzywariu zaga..dljllen zglznéimsat rl (%;%anl élggf .
prbétokatnych. Patrz ,,}. reine angew, Math.“, tom 135, 1908, i ,,An_n. .Physﬂ{' , seria 4, dt:m dn, a0 .Sﬁ 7 ; 1909
=3 Jeteli prayjmujemy, e 0@ na brzegu réwna sie zeru, to wariacja @ nie wprowadszi Zadny . boaa:
QY_“-E powierzchniach preta.
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nanej przes réwnomierne oheinenie ¢ ma przemieszezeniu przygotowanym, W ten sposéb otrzymamy.

1| [ B

i wyznaczenie powierzehni ugiecia blony zostalo sprowadzone do znalezienia wyraZzenia na funkejg 5 taky,

SIS (E]-3) e

przyjmowala wartodé minimum. Jedli do tef ealki podstawimy 2G6 zamiast /5, to etrzymamy znaw

aby calk

Przy prayblizonym rozwiazywaniu skrecania zastepujemy powyssze zagadnienio rachunky
wariacyjnego prostym zadaniem, polegajacym na znalezieniu minimum funkeji, Bierzemy

funkeje napresed w Postaci szeregu
D = ay®y+ a, P, + ay Dyt ...

gdzie @, D, D, ... sa funkejami spehiajacymi warunki brzegowe,
brzegu. Przy wyborze tych funkeji nalezy poshugiwaé sie analogia bt
j& w postaci odpowiedniej dla
czynnikami liczhowymi,
do tej catki szereg [a],
g, Gy, ey, ...

przedstawienia funkeji @, Wielkodei Ty, @y, ay, ..

i warunek na minimum tej funkeji ma postaé

ol U QU
’éﬁg— ’ 5‘0:50, 5(];—“0,-.. {b]

W ten sposéb otrzymujemy uklad réwnan liniowych,
g, Gy Qg ... Zwigkszajac liczhe Wyrazdw szeregu
wigzania przyblizonego, a stosujac szereg nieskoric
nienia skrecanial),

Weimy jako prayklad przypadek przekroju prostokatnego?) (rys. 159). Brzegi sa okre-
slone réwnaniami x = 4 g, == b, afunkeja (42 — a?) (52
Szereg [a] mozerny Przyjaé w postaci

z ktérych wyznaczymy wspétozynniki
[a], zwiekszamy dokladnodé NASZEEO TOZ-
20ny, otrzymamy sciste rozwigzanie zagad-

— 6% jest réwna zeru na brzegu,

P = (&~ a?) (y? — b%) EXa, xmy" fe]

gdzie z powodu symetiii m | » muszg byé parzyste,
Prayjmujge, ze przekréj

jest kwadratowy i ograniczajac sie do plerwszego wyrazu szeregu
fe], mamy ’

D — ay(x® - a?) (2 — o [d]

Podstawiajac powyzsze do {165], znajdziemy z warunku minimur, Ze

566
“= g

1) Zbieznodé tej metody rozwigzywania badat Ritz, loc. cit. Patrz réwnies F. Trefftz: ,Handbuch der Physik*,
tom 6, str. 180, 1928,
%} Patrz S. Timoshenko: »DBiuletyn

Inst, Drég i, Komunikacji®, St. Petersburg, 1913, i ,,Proe. London Math.
Soc.”, serda 2, tom 20, str. 389, 1921
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catkg [165)

[a]
tzn. znikajaeymi ng
onowa 1 prayjmowaé’

. 83 wspdl-
ktére wyznaczymy z warunku minimum ecatki [165]. Podstawiajac

otrzymujemy po scatkowanin funkcje drugiego stopnia wzgledem

_el_n_é_'_ [145] olrzymujemy. wiclkodé momenin skrecajacego
M, =2[ [ D dxdy = 22G0a? = 0,1388(22)2G

u]ac POWYESZE Z rozwigzaniem dokladnym {162], widzimy, ze blad w wartodci momentu ~ -
W1

é’a‘fﬁdégo wynosi okolo 1§%. o
Wocelu otrzymania lepszego przyblizenia,
:.korzystajzgc z warunku symelrii, otrzymamy

o D=("—a®) (- a¥) [ap + pe® +y7) e]

5 259 GO

35
=BT e ™

77 at

_53
-2

Ay

d':s.tawiajac do wyrazenia na moment skrecajacy [145], otrsymujemy

20 (269 5 2 3 353 Chat =(,1404G0(2a)%
M=y G Tog o) © ’
(6 ta | % muiejsza od dokladnei. N
Ttodé ta jest tylko o 0,15% mu fac o |
'at) wiele Jwi(;ks7y blad otrzymamy dla wartedel maksymalnego naprefenia. Podstawiajac
”'d.o wyrazet [141] na skiadowe naprezenia, znajdujemy, ze blad dif'i fnal?sy@alnego'rlaprg-
i wynosi 4% i zeby otrzymaé wigksza dokladnoéé, musimy wriaé wicce] wyrazéw sze-
ST1EE b (1] 3 .
e :u C ' . - . . ? " y . 8 ., u
reg 7 Elr]l'ﬂocrii blonowej wynika, ze postepujac tak, jak to wy;asnilonoipolwy[z)e], ;tlzylfmu_']egi);
:: da j tofel mniejsy wartosel deisfych, Doskonale wiotk
0g0 u skreeajacego wartodei mniejsze od wartosel :
na ogdl dla momentu skre mnd o ol - Doskonale wiotha
3l § lernl zCl a brzegu 1 réwnomiernie obciazona, ]
fona, réwnomiernie rozciagana na réw! : ona, jo fem o nie-
:k(:il’lc;orlej liczbie stopni swobody. Ograniczenie si¢ do kilku wyrazéw sze1eg:11 [c]lj}es; 10w;1'(;
J 170 L6 "OWa o ukiadu z kil-
Wi i h wiezéw do ukladu, ktore sprowadza go i
wazne z wprowadzeniem pewnye | du, ktdro spr ' ultady -
"md tylk;}; stopniami swobody, Wiezy takie obnizajg wiotkodé ukadu 1 zmmejsia}i f)bj(é
s L j icz j objetodel 7ie na
104¢ ograniczong ugiets blona. Stad moment skreeajacy obliczony z tej objetodcl bedri
o ie] rdziwe] wartoscl.
9gdl mniejszy od prawdeiwe] wax ) ‘ ) e
g E Trejfﬂz zaproponowal’) inna metodg przyblizonego wyznaczania funl{c]ldnapl Qzer.l '
: . 8¢ skrecaj j igksza od prawdziwej,
g ] ie pr 7 artoéé momentu skrecajacego jest wie ‘
Przy tej metodzie przyblizona war ; st / el
S\.faglf uzywajac metode Ritza i metode Trefftza, mozemy okreélié granice bledu rozwia
- y

. zania przyblizonego. ‘ . . . ) L
’ Stfsujic metode Ritza nie jestedmy ograniczeni do wielomianéw [c]. MoZemy przyja

- funkeje wystgpujace w szeregu [a] @y, Py, Dy, ... w innej postaci, odpowiedniej dla prze

] TYCEING T UW? iaj arunki
stawienia funkeji naprezed @. Biorae, np. funkcje trygonometryczne i uwzgledniajac war

| symetrii (rys. 189), otrzymamy

iy

T o8- [£]
2q 5

e » . L A .B. :
1y E. Trefftz; ,,Proc. Second Intein. Congr, Applied Mech.”, Ziirich, 1926, str. 131, Patrz rownies N. M : c.lasu{
»Phil, l\f.iag.“, tom 10, str. 886, 1930, :

bierzemy trzy plerwsze wyrazy szeregu [c. o

2 1=~ 20



Podstawiajac do [165] i wykonujac calkowanie, znajdziemy, ze
alab N = m?  p?
U= ), ) o (iﬁ' T) +
m=135,... n=1,35,.,

oo

- 16ab min_
200 Y 3 w1

m=135,.,. n=1,3,5,...

Réwnania [b] otrzymuja nastepujaca postaé

wlab m?  p? 16ab m—;l"- 1
4 O (Zﬂ i ?) — 266 m— (—1) =0
skad mta_
 128G0p2(—1) 2
mn T T g

atmn(m2a? + n?)

gdzie a=b/a. Podstawiajac do [f], otrzymamy dokladne rozwigzanie zagadnienia w postaci
nieskoriczonego szeregu trygonometrycznego. Witedy moment skrecajacy jest réwny

128606 32qb

M=2£aaj;bb®dxdy: i Z — le]

4 2 .2 2y ° 2
m=T8,... n=18,... T mu(mPa?+n?) " mnx

Wyrazenie to pokrywa sie z wyrazeniem [160], danym poprzednio, o ile zauwazymy, ze

[++]
1 3 1 _ ot gh T T
m? 0 n%(m3a? -+ n?) 96m?2 —W

Jako drugi przyklad wefmy waski prostokat, gdy b jest bardzo duze w pordwnaniu z a (rys.
159). W tym praypadku mozemy przyjaé jako pierwsze przyblizenie

@ = GO(a® — x?) [h]

ktére pokrywa sie z rozwiazaniem rozpatrzonym poprzednio (par. 94). W celu otrzymania

lepszego przyblizenia spelniajacego warunki brzegowe na krétszych bokach prostokata,
mozemy wziad

@ = Gh(a? — a2) [1 — =0~ k]

i dobra¢ wielkoéé B w ten sposéh, aby calka [165] osiagneta minimum. W ten sposéb znaj-

dziemy
1. /3
p= a]/‘z

Dzieki wyldadniczemu wyrazowi w nawiasach wyrazenia [k] otrzymujemy rozklad napre-
zeri praktycznie pokrywajacy sie z rozkladem naprezefl z rozwiazania [h] we wszystkich
punktach, znajdujacych sie w znacznej odleglodei od krétkich bokéw prostokata. W poblizu
tych bokéw funkeja naprezen [k] spelnia warunek, brzegowy [144]. Podstawiajac [k] do réw-

954

nania

[145] na moment skrecajacy, dostajemy -

a b 1 . a
M,=2f_af_bq§ dx dy — ~ G0(20)*(2b) (1—0,6&?)

Whrazenie to pozostaje w dobrej zgodnodcl z wyrazeniem [161], otrzymanym poprzednio
- Wyraze

svein nieskoriczonego szeregu. ‘ _ ) o )
Przygﬁ u Zﬁem'e funkeji naprezerl w postaci wielomianu, analogicznej do wyrazenia [c], uzytego
Taz L
.Y- dla prostokata, moze byé pomyélnie zastosowane we wszystkich przypadkach prze-
powyZBJ ?

krojow, ograniczonych wielokatami wypuldymi. Jezeli
ax+byy+e=0; ax+by+ec=0,...
sa réwnaniami bokéw wielokata, to funkeje naprezen mozemy przyjaé w nastepujacej postaci
@ = (ayx+ by +cp) (@ + by +¢) . . - (@3 + by + )2 2a,,x"y"

czym zwykle kilka pierwszych wyrazéw szeregu wystarcza do otrzymania dostatecznej
przy

kladnoéci. _ " el
E cMetoda energetyczna jest réwniez uzyteczna w przypadku, gdy brzeg przekroju poprzecz

nego (rys. 161) jest dany za pomoca dwu krzywychl)
- = - x
¥ e () oraz  y = —.aiy ( ) %
’ ’ 1 b

gdzie 4
P (;) = () = ()1 — (¢)?] Rys. 161

Warunki brzegowe beda spelnione, jezeli przyjmiemy dla funkcji naprezen przyblizone

wyrazenie
D= Ay —ay) (y +ary)
Podstawiajac je do calki [165] znajdziemy z réwnania dJ/dA4=0,

Go
T 1+a(a®+ a2+ aa,)/b?

A=
gdzie

1
. 1
fﬂqp3dt

Z réwnania [145] otrzymamy wartodé momentu skrecajacego

s (1
Mrrz_Ai)(_a_gLﬂf w3 dt
0

. . . . f
1) Takie zagadnienia byly rozwazane przez L. S. Leibensona. Patrzl jego k_sm_zk.n ,ti\’:ar’la;:lztl};lsl\ﬁl%ti];(;ctl;éc?)f
Solving Problems of the Theory of Elasticity®, (Metody war‘i‘acy]n‘e Tozwigzywania zag;@mfgg 8e. p
Moskwa, 1943, Patrz réwniez . J. Duncan: ,Phil. Mag.“, seria 7, tom 25, str. y .




. "W.p'rzyi)adku s'zc':ze'g.élnym,. gdy
[I—(x/5)] 1 wiedy otrzymamy

lomiach istniejé’ znaczna koncentracja naprezéh, wielkodé kiérej zalezy od promien
5810

m=%p=gqg 1 @ =Gy, mamy y = 3 ap(xfb) = Vx/ ) _ .. stepujacego w tych zaokra-
E h@giﬁﬁQ_'Gfube przyblizenie dla maksymalnego naprezenia, wystepujaceg

. . : 5 3 i kat ika -
Go 0.0736 GBbu? “mozemy otrzymaé z apalogl} 1)_10110“"33- Roz.wazmy przekedj w postaci katowni _3_‘ e
T Te M0 1o M grubosci ¢ (rys. 163) i o promieniu zaokraglenia w za-
T 13 ?

Przyblizone roszwiazanie | poréwnanie z wynikami doéwiadczed dla przekrojéw ograni
czonych tukiem koh i cigeiwa podal A, Weigand?). Metody numeryczne zostang rozpatizons

w Dodatku.

98. Skrecanie walcowanych keztaltownikéw. Przy  badaniu  skrecania walcow,

nych ksztaltownikéw takich jak

réwnanie wyprowadzone dla przypadku pretéw o praekroju waskiego prostokata (par, 94.)";

Jezeli $cianki przekroju posiadaja

otrzymaé z dostateczng doktadnodeia z réwnania [155], podstawiajac w nim zamiast 5 —. dhizs
go$é rozwinietej linii srodkowej?), a mianowicie b==2a—c, W przypadku przekroju ceowego

a)

T

[y]

. Przyjmujac, e powierzchnifl biony'r na dvvausiﬁczne]
adkr@gleIﬁa jest w przyblizeniu powierzchnia oI rf)tcz)-
o 0si prostopadlej do plaszezyzny rysunku w pun c'me
- :'.oéu.jacc wspélrzgdne biegunowe, otrzymamy réwna-
[1'51-1 powierzehni ugiecia blony w nasi¢pujacej postaci

Z:_éf;_r. 66)

katowniki, ceowniki, dwuteowniki, IMOZEmY  zastosowad

d2z 1 dz q v fe]

staly grubodd, jak na rys. 162a, 1o kat skrecenia moZemy d® " 7 dr 8

mictajac, 3 i i i blony dz{dr
i , ze kat pachylenia powierzchni - .
_.an?;étii?mzenia styczne ¥, gdy zastapimy ¢fS przez 260, znajdziemy z [c] nastgpu;s;ge

{rys. 162b) ‘grube przyblizenie na kat skrecenia otrzymamy, przyjmujac dla pélek drednig
grubosé c,, dzelge przekr6j poprzeczny na trzy prostokaty i podstawiajac do réwnan [155}
bycy -+ 2bycd zamiast be®, tan. przyjmujae, e sztywnosé na skrecanie ceownika jest réwna.
sumie sztywnosdel na skrecanie trzech prostokatéw?). Wtedy

Aby obliczyé naprezenia na by

nego, moZemy jeszoze raz zastosowad wyrazenie dla waskiego prostokata i prayjaé

Wiedy z wyrazenia [a] otrzymamy diz polek ceownika

¢

Te same réwnania przyblizone mozemy zastosowaé dla praekroju dwuteowego {rys. 162c),

2 Bardziej skomplikowany zalenoge

]

katéw, opartg na badaniach = blong mydiang i doéwiadczeniach ze skrecaniem, podal G. . T rayeri H, W. March:
»Nail. Advisory Comn. Acronaut.“, Rept, 334, 1930.

% Poréwnanie otizymanych w ten sposth sziywnodcl skrecenia ze sztywnoéeiami olrzymanymi na drodze
dodwiadezalne podano dla killy rodzajdw walcowanych ksataftownikdw i

A. Foppl: Sitzber. Bayer, Akad. Wiss.®
tom 3, str. 42, 1922,

256

1 sLuftfahrt-Forsch.%, tom 20, 1944, tlumaczenie na jez. ang. N. A, C. A, Tech. Mem. 1182, 1948,

%) [~ & Dty wﬁét_:nie, z ktérego wyznaczymy naprezenia styczne -
2 2 oy ‘
4 E ¢ 4l a0 [d]
1B I N T o todci od zaloméw, gduie blona
. . » . . N mow
&y ffz Jdpowiednie réwnanie w Poﬂ«:ach katownika w z’nacz:e] zfilfg osci od zalo ) 8
: -m-—m-]_l —3 érzy powierzchni¢ prawie walcowa, ma postaé nastepujaca

T _ 960 fe]

'zié n jest normalna do brzegu. Oznaczajac przez 7; napreZenie na brzegu, otrzyl:namy % [€]
nalezione poprzednio rozwigzanie dla waskiego prostokata 7, = Gfc. Wykorzystujac te war-

08¢, otrsymamy z [d]

2 [
dr 1. __2u [d']
6 S [a] o )
i N a e .
(b10,® + 20,2,3) G kad preez calkowanie
zegu w znacznej odleglodei od narozy przekroju poprzecz. = A r . if]
r ¢

i . eni ; iémy, # rezenie styczne
7= e ‘gdzie A jest staly catkowania. W celu wyznaczenia stalej przypuéémy, ze napre ¥

‘w punkcie 0y, w odleglosci ¢/2 od brzegu jest réwne zeru (rys. 163). Wtedy z wyragenia [f]

marny
- ﬁ%‘ﬁ [b] A mlatE _,
163, 2L a+(c/2) ¢

iTaz

Podstawiajac do [f] i biorge r = a, znajdziemy
dla réfnyeh wymiardw w pracy ’
» str. 205, Monachium, 1921, Patry réwniez »Bauingenieur®, seria 3,

T At o eam ey mrmrd D TR

Fonme = 71 (H_ E) o [gj_.__ SN

R




Dla a = ¢/2, jak przyjeto na rys. 163, mamy 7, = 1,5 7,. Dla bardzo malego promienia zaokrg.

glenia maksymalne naprezenia beda bardzo duze. N p. dla a’= 0,1 ¢ otrzymujemy Tomax = 3,5 Ty,
Dokladniejsze i pelniejsze wyniki mozemy otrzymaé za pomoca obliczefi numerycznych
opartych na metodzie réinic skoficzonych (patrz Dodatek). Na rys. 164 pokazana jest otrzy-
mana przez zastosowanie tej metody?) krzywa 7,,,./7; jako funkeja afe (krzywa 1). Druga (2)
krzywa na tym rysunku przedstawia zaleznodé [g]; widaé stad, Ze ta prosta zaleznodé daje
dobre wyniki w przypadku, gdy a/c jest mnicjsze od 0,3.
99. Zastosowanie blon mydlanych przy rozwigzywaniu zagadnien skrecania,
Widzimy, ze analogia blonowa pomaga nam uzmyslowié sobie rozklad naprezen
35 w przekroju poprzecznym skrécanego preta. Blon
mydlanych uzywa sie takie dla bezposredniego
pomiaru naprezeni?),?). Blony tworzy sie na otworach
zadanego ksztaltu, wycietych w plaskich plytach,
W celu umozliwienia bezpoéredniego wyznaczenia

3,0

2,5 ' naprezeri musimy w tej samej plycie, dla poréw-
E’?i" \ nania, wykonaé otwér kolowy, przedstawiajacy ko-
¥ towy przekréj. Poddajac obie blony temu samemu

2,0
\ cisnieniu, otrzymujemy te same wartodci ¢/S%),
A~ E’E —"| ktére odpowiadaja tym samym wartoéciom GO dla

1,5
A~

dwoéch skrecanych pretéw. W oten sposéhb mierzac

e ] nachylenie powierzehni obu blon mydlanych mo-

1100 05 10 15 20 zemy poréwnaé naprezenia w precie o danym prze-
4 ite " " kroju z naprezeniami w wale kolowym, pod warun-

Rys. 164 kiem, e posiadaja one ten sam kat skrecenia 0§ na

jednostke dlugodci oraz to samo G. Odpowiedni
stosunck momentéw skrecajacych jest wyznaczony przez stosunek objetoéci pomiedzy blo-
nami mydlanymi i plaszezyzng plyty.

W celu uzyskania warstwic stosuje si¢ urzadzenie pokazane na rys. 165%), Aluminiowa
plyta z otworami jest zamocowana pomiedzy dwiema polowami zeliwne] skrzynki 4. Dolna
cz¢s¢ skrzynki, majaca postaé plytkiej tacy, jest podparta érubami nastawczymi. Warstwice
nanosi sig za pomocy Sruby B przechodzacej przez otwér w plytce szklanej, dostatecznie duzej,
aby pokryé skrzynke w ddwoluym polozeniu. Dolny koniec éruby posiada ostrze C z twarde;j
stali, ktérego odleglo$¢ od plyiki szklanej reguluje sie za pomocy éruby. Ostrze przybliza
si¢ do blony przez poruszanie plytki szklanej az do momentu, gdy znieksztalcenie postaci
blony wskaze, #¢ ostrze dotknelo jej- Rysunek wykonuje sie na kartce papieru PIZymocowanej
do tablicy F, ktéra moze sig obracaé wzgledem poziomej osi, bedacej na tej samej wysokoéci

1) J. H. Huth; J. Applied Mechanics (Trans. A. S. M. L), tom 17, str. 388, 1950. Wznoszenie sie tej krzywej
w prawej czesel wykresu odpowiada granicznemu przypadkowi, gdy promien przejéeia werasta w stosunku do gru-
bosci polki. Informacje dotyczgce wezednicjszych prob rozwiazania tego zagadnienia wraz z pomiarami blony
mydlanej podane sa przez I Lyse’a i B. G. Johnstona: ,Proc. A. S. C. E.%, 1935, str. 469 oraz w pracy powyiszej.

®} Patrz prace Taylora i Griffitha, loc. cit; réwnie: prace Trayera i Marcha, loc. cit.

%) Przeglad tych i innych analogii dotyczacych skrecania, wraz z podaniem #rédel, majdujemy u T, J. Hig-
ginsa; ,Experimental Stress Analysis®, tom 2, nr 2, str. 17, 1945.

) Przyjeto Ze napiecie powierzchniowe w obu blonach jest identyczne. Fakt ten zostal z dostateczna
doldadnoéciy potwierdzony doéwiadczeniami.

8) Patrz prace Taylora i Griffitha, loc. cit.

- cutace stalowe ostrze D. W celu zaznaczenia dowolnego polozenia éruby, nalezy tylko
E ZE‘P}S o kt na papierze przez obrécenie go do styku z zapisujacym ostrzem. Gdy ostrze
nﬂklhu': Pllglir(l;n(; w szeregu miejsc, wtedy punkty zapisane na papierze pozwalaj’a nam wykre-
21(:2 il;:stwicq. Prz-ez pokrecenie éruby B mozemy pow?rz:%.zq op.erach powtarz'ac w celu otr:z:
mania zadanej liczby warstwic. Po wykreéleniu tych linii mozemy otrzymaé za pomoca

 mowania objetosé i odpowiadajacy jej moment skrecajacy. Nachylenia i odpowiadajace im
mo

rezenia otrzymujemy, mierzac odlegloéci miedzy sasiednimi warstwicami, Nachylenie
apr s ) ‘i ‘ e
% p\rierzclmi blony mozemy otrzymaé z duzo wieksza dokladnoécia metoda optyczna, rzucajac
pov

wiazke §wiatla na powierzchnie blony i mierzac kat odbitego promienia. Normalna do po-

Rys. 165

wierzchni blony bedzie dwusieczna kata pomiedzy promieniem padajqcym. i odbityn;. Gry"{u:h
i Taylor skonstruowali w tym celu specjalny przyrzag%.. F{ys. 166 przedstawia przyzkla wars mlz
otrzgmanych dla czeéci dwuteownika (drewniany dzwigar skrzydh’a, ss‘zmolo"tu). ' zagqsz.c?en-
warstwic w poblizu weigé oraz w érodku gérnej.p}asztlzzyzny pollkl wy'mka, ] naién.qmﬂla
styczne w tych punktach sa duze. Wystajace czesci poltki sq.naprqzone n1e.zr}aczm.qi. .a]vtrlq o=
sze naprezenie w érodkowej czgéei érodnika jcst Praktyczme state wzdluz ?rodlnl ka 1-r0wzli
naprezeniom wystepujacym w waskim prostokacie pl‘Z‘)i tym samym ka.mle sl.crqca.ma. -
stosowanie pomiaréw blony mydlanej do takich przekro]c?w I:)oprzecznych ja c'e 1psfy 1'p1t0 B
katy, dla ktérych dokladne rozwigzania sa znane, wskf'am}e, ze maksymalne ndli)rqzema L tI:Ch
ment skrecajacy moga byé pomierzone z dokladnoéeia 1 do 2 procent. Jednak w pun
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cpoiniamy, rovmanie [al, & 7 rownania [b] znajdziemy
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duzej koncentracji naprezen, jak w przypadkach weieé o bardzo malych promieniach zaokrg
glenia, dokladnoéé tego rzedu nie jest latwo osiagalnal).

100. Analogie hydrodynamiczne. Isinieje szereg analogii pomiedzy zagadnieniimi
skrecania 1 hydrodynamicznymi zagadnieniami ruchu cieczy w rurze. Lord Kelvin®) wykazal

o'ﬁé’iﬁr)fwa sie z rownaniem [142] dla funkefi napregen skrgeania.
#e funkeja @, (patrz wyrazenie [a] par. 92), kidra jest czasem stosowana w rozwigzaniu’ ga

Na brzegu predkosé krazacej cleczy ma kierunek styczny do brzegu i Waiunek br‘zego\?ry
ag-édnienia hydrodynamicznego jest taki sam jak \:farunelc ‘[144} dla Pl‘?b erfm.slgqcama.
iad rozklad predkodel w zagadnieniu hydrodynamwznym.]cst .matematyczme. 1.(:16n’r,y‘czny
ozkladem paprezent PrIy skrecaniu i, stosujac znane rozwiazanie hydrodynamiki, mozemy
clagnaé waine wnioski dotyczace skrecania,

. Jako pierwszy przyklad wezmieny przypadek matego ofwors koifo-
iwego W skrecanym wale kotowym?) (rys‘. 168). Wplyw otwory n‘a roz-kh.d
aprezen jest podobny do wplywu, jaki ma wprowad.zeme do strumienia
ﬁeé’zy, krazace] W modelu hydrodynammznyl.n, .memchor‘nego waltfet
y tej same] grednicy co otwor. Walec taki zmienia z?a.czme. pr(;dkorscf . _
cleczy W swoiln bezposérednim sasiedztwie. Predkoscl w jego czescl Rys. 168
przednie] 1 tylnej spadaja do zera, podczas gdy w punkt?ch boczn.ych mo .
i wsg dwukrotnie wieksze. Tak wiec otwor tego rodza}]u podwaja naprq.zema s.tyc:’ane ‘I’ te}
eéci watu, W ktérej jest umiejscowiony. Maly pc’ﬁkoh‘st‘y rowek na pow%erzchm, TOWNO eg}.y
do osi watu (rys. 168), posiada ten sam wplyw. Na‘pre&iema styczne na Eime ro?vka, w punkcie:
m;-jest olkolo dwéch razy wicksze od naprezenia stycznego na powierzchni walu w dosta-

Rys. 166 Rys. 167

gadnieri skrecania, jest identyczna z funkceja pradu dla pewnego ruchu niewirowego »cleczy. -
idealnej“, zawartej w naczyniu o tym samym przekroju co skrecany pret.

Inng analogie podat J. Boussinesg®). Udowodnil on mianowicie, e réwnanie rézniczkowe
i warunek brzegowy wyznaczajace funkeje naprezen @ (patrz réwnania [142] 1 [144], par. 90)' :
sa identyczne z réwnaniem i warunkiem brzegowym, wyznaczajacym predkosei w ruchu la—_'
minarnym cieczy lepkiej wadtuz niry o tym samym przekroju co skrecany pretd).

Greenhill pokazal, ze funkcja naprezen @ jest matematycznic identyczna z funkeja pradu
ruchu cieczy idealnej, kraZqce]j ze stalym natezeniemn wiru®) wrurze o tym samym przekroju'
co skrecany pret®). Niech » i v beda skladowymi predkodel krazacej cicezy w punkeie D (rys.
167). Wtedy z warunku niebcistodei idealniej cieezy otrzymujemy

tecznej odleglodel od rowka. o

©.Ta sama analogia hydrodynamiczna wyjaénia wplyw malego otwor 0 prz?kro]u elnpt;ccz-
njm, b péleliptycznym. Jezeli jedna z ost gléwnych a ITlaiego otworu elfptgrcznego jest
skierowana w kierunku promieniowym, a druga osia glowna jest of b, to I}apr@_%er'ua na brzegu
“stworu na koncach osi @ wzrastaja w stosunlo (1+ alb) 1. W t'en sposdb na].wm%csz('a napre:
enie powstajgee W tym przypadku zalezy od stosunku WIGH.(.OSS'C}\ a/b: Gdy dt?a o elipsy jest
Skierowana wzdluz promienia, wplyw otworu na napreﬂie.me jest wigkszy niz wéwczias,‘gdy
biegnie w kierunku obwodowym, Wyjasnia to zagadnienie, dlaczego szczelina pr0m1.en:10wa
wptywa tak ostabiajaco na wytrzymatodé wahu, Podobr'ly wplyw na rozklad naprezen rua
péleliptyczny rowek na powierzchni, réwnolegly do osi w'a}u. - o
Z analogii hydrodynamicznej mokerny rowniez wywnioskowac, e I?apr'qzema styczne
w wystajacych parofach przelroju poprzecznego skrecanego preta staja sig rowne zeru ora%

‘se w zalomach naprezenia e staja sie teorety canie nieskonczenie wielkie; znaczy to, z€ nawet

Ju o
—é&"'i“ 79"9720 o fa]

Warunek stalodci natezenia wiru przyjmie postaé

v du const “Ib) ‘pajmniejszy moment skrecajacy spowoduje W takim narosu uplastycznienic mate{:ialu lub

o & pekniecie. Dlatego w przypadku prostokatnego rowka Elinowego duza koncefﬁr:ftqa napre-

Prayjmujac ’ ‘zett ma miejsce W wewnehznych narozach pa dnie vowka klinowego. NapreZenia te moga
— D _ P byé zmniejszone Pprzez zaokraglenie narozy ). o ' -

¢ Ty YT 101. Skrecanie waléw wydrazonyeh. Dotad nasze rozwaiania ograniczaly sig Ao

‘ waléw o przekrojach poprzetznych ograniczonych zamknigtymi, PO]E&YH?ZYHH krzij'fml:
1) Patrz prace C. B. Biezeno i J. M. Rademakera: ,De Ingenieur®, nr 52, 1931, Pairz réwnie prace P. 4 ' Rozpatrzmy obecnic waly wydrgzone, kiérych przekroje poprzeczne posmda]a dwa lub wigee}
Cushmana: , Trans. A, 5. M. E.%, 1082, . Quest: ,Ingenieur-Archiv.“, tom 4, str. 510, 1933, 1 . H. Huth, loc. cit

% RKelvin i Tait; ,Natural Philosophy®, pt. 2, str. 242.

3) J. Boussinesg: ,J. Math. pure et appl.”, seria 2, tom 16, 1871.

%) Analogie te zastosowal M. Paschoud: ,,Compt, rend.”, tom 179, str, 451, 1924, Patrz réwnicz ,Bull. tech.
‘Suisse Rom.“ (Lansanne), listopad 1925,

5) Analityczne wyratenie dla predkosci obrotu jest talie same jak dla obrotu w, rozwaZanego na sir, 207,
o ile tylko u i v osnaczaiy skladowe predkoéel ciecay,

6 A reanhills - Tvdromechanios® 1 nrace w Encevklopaedia Britannica®, 11 wyd., 1910,

1 ' Larmor: ,Phil. Mag.®, tom 33, str. 76, 1892. . .

5% %?;:Qijeniaa:vnlowkach k]inowy(:h byly badane za pomocd metody:‘blony maydlanej. Patrz7pric9e18A. rfi(; gi:_i .
fitha i G. I. Taylora: ,Tech, Rept., Natl. Advisory Comm. Aeronaut. , tom 3, str. ?3}?3 191‘—— . ]
zagadnienie bylo rozwazane 7a pomocs metody .el.astgoptyczne]. Patrz prace 4. G. Solaktana 1
,Traps. A. S. M. E., Applied Mechanics Division®, 1931,

G. B. Karelitzar. =7 [




brzegow. Najprostszym zagadnieniem tego rodzaju jest wal wydrazony o wewnetrzuym hrzegu
pokrywajacym sie z jedna z trajektorii naprezen (por. str. 242) walu pelnego, o zewnetrznym
brzegu takim, jak wal wydrazony.

Weimy np. przekréj eliptycany (rys. 149). TFunkcja naprezent walu pelnego ma postaé

a?b2 | x2 sz
@EW(F'FFI) ]
Krzywa
.
(ahy? o = [b]

jest elipsa geometrycznie podobna do zewngtrznego brzegu przekroju. Wzdhuz tej elipsy
funkeja naprezen [a] jest stala i stad dla k& muiejszego od jednodei elipsa ta jest trajektoria
naprezedt dla pelnego watu eliptycznego. Naprezenia styczne w dowolnym punkeie tej linii
maja kierunek stycznej do niej. Wyobrazmy sobie obecnie powierzchnie walcowa utworzong
przez te linig naprezeni o osi réwnoleglej do osi watu. 7 powyzszego wniosku, dotyczacego
kierunku naprezen styeznych wynika, 7e nie wystapia naprezenia o kierunku poprzecznym
do tej powierzchni walcowej. Mozemy sobie wige wyobrazié, ze material ograniczony ta po-
wierzchnia zostal usuniety bez zmiany rozkladu naprezen w zewngetrznej czesci walu. Stad wy-
nika, ze funkcja naprezen [a] stosuje sig réwniez do walu wydrazonego.

Dla danego kata skrecania 0 naprezenia w wale wydraZonym sg takie same jak w odpo-
wiadajacym mu wale pelnym, lecz moment skrecajacy bedzie mniejszy o te wielkoéé, ktéra
w przypadku pelnego walu jest przenoszona przez czedé przekroju, odpowiadajaca otworowi.
Z wyrazenia [148] widzimy, ze stosunck tej wielkosel do calkowitego momentu skrecajacego
wynosi k% : 1. Stad dla watu wydrazonego zamiast wyrazenia [148] bedziemy mieli

a funkcja naprezen [a] przyjmie postaé

z

al— £ o M @b
i i o T 1—7i* na3b3G

|

|
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[

M, a? g2
O=————— [+ 21
N b (1—EY) (a2 t .
Otrzymujemy nastepujace réwnanie na naprezenie
maksymalne
v
Rys. 169 2M, 1

Fmax = b 1 £t

W analogii blonowej érodkowa czeéé blony, edpowiadajaca otworowi w wale (rys. 169),
musi byé zastapiona pozioma ptytka CD. Zauwazmy, ze réwnomierne cisnienie, dzialajace
na czes¢ CFD blony, jest statycznie réwnowazne ciénieniu o tej samej wielkodei, réwnomiernie
rozmieszczonemu na plytce CD, a sily rozciggajace S w blonie, dzalajace wzdhuz brzegu tej
plytki, sa w réwnowadze z jej obciazeniem réwnomiernym. Stad, w rozwazanym przypadku
mozemy zastosowaé t¢ sama dodwiadezalng metode blony mydlanej co poprzednio, poniewas

zastapienie czgéci CFD blony plytka CD nie powoduje zmian w uksztattowaniu warunkéw
réwnowagi pozostalej czedci blony.
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w ten sposdb,

Rozwazmy obecnie przypadek ogélniejszy, gdy- _brzegi otworc'mr nii‘e slq .tra]ektf)r‘lafn; 11:;
go walu. Z ogélnej teorii skrecania wiemy, (par. 90)' 2 funkeja napllegz‘en o

¢ stala wzdluz kazdego z brzegéw, lecz stale te moga by¢ p-rzy]qte dowolnie, ] rzZy
i iu brzegéw wielospéjnych w zagadnieniach dwuwymiarowych wykazalismy,
rozpatry'wamu' c?ec do przemieszezenn i stale calkowania powinny byé znalezione
i SIQ' bu razenia te byly jednoznaczne. Analogiczny tok postepowania sto-

: 17 :diuz}icrqcania waléw wydrazonych. Stale wartosci fur.lkcji na;.)rgieﬁ wezdluz
SHJGm’Y S 'an byé wyznaczone w ten spos6b, aby przemieszczenia byty jednoznaczne.
i Eiz;mwiidyy wystarczajaca liczhe réwnan dla wyznaczenia tych statych.

prr;ier'l pelne

Otrzymuj
7 réwnan [b] i [d] par. 90 mamy
J Jw .

Obliczamy teraz catke f,r o a
dtuz kazdego brzegu. Wykorzystujac zwiazki [c] 1 rozkladajac naprezenia calkowite na jego
Wz .

sldadowe, znajdziemy

dx dy 912 9410_ )_BGI dx—xd

" . . 5 o Cetei
Pierwsza calka musi znikaé, poniewaz calkowanie odbywa sie wzdluz krzywej zamknietej
1 S I g

i poniewaz w jest funkeja jednoznaczna. Stad
[rds= GGf(x dy —y dx)
Calka po prawej stronie jest réwna podwéjnej powierzchni otworu. Wtedy

[rds =2G0A [e]

A wiec stale wartoéci funkeji naprezen wzdluz brzegow otwordw 1n113;111y wy:macglyaé ]::lz‘;e;
sposéb, aby spelnialy warunek [e] dla kazdego brzegu. Warunek ten ]e:st wany i i
krzywej zamknigtej wykreslonej w przekroju poprzecznym o czym mozemy si¢ przek
zajac dowdd, ‘

powl?gil;;?i; sens wyrazenia [e] byl rozpatrzony poprze‘dnio (por. rrc‘)‘wvi.lalme [1521] SED 2(41%32
Oznacza to, 7¢ stosujac analogie blonowa poziom k.aZfle'] z.piyt(.ak t‘akmh ]akl plyt\baT1 i y;l E;
169) musimy przyjaé w ten sposéb, aby pionowe obquem'e -dzmla].ace.na phyt ke by oZ:)(:vCh
i praeciwnie skierowane do pionowej skladowej wy;{adlfowc] 51% rozm‘:qga]_zgcyc . Pr?czzs Owi; s
z plytki na blone. Jezeli brzegi otworéw pokrywaja si¢ z tra]ektonf'im.l naI,an(filva iP L
niego walu pelnego, to powyiszy warunek wysta}-cza.do zapewnienia .r'ow?t lgw i)ézv no:
W ogélnym przypadku warunek nie jest wystarczajacy 1 W celu .utrz-ymanm p‘ ¥y Tc b -
wadze i w polozeniu poziomym musimy zastosowaé specjalne kierujace przyrzady.

to doéwiadczenia z blona mydlana dla wydrazonych waldw.

¢ j ie!). W j plytce (rys.
W celu usuniecia tej trudnoscl mozemy Zastosowac nastepujace pustqpowu.me ). “lykml'lujemy w ply ¥ iwj;le
165) otwér odpowiadajacy zewnetrznemu brzegowi walu. Wewnetrzne brzegi ndpowmdajqccpotw'oror-n t
j 7€ ic §¢ ze byé nastawiana. Przyjmujgc te wy-
i i h stojakach tak, e ich wysokod¢ moze : .
osadza sie na pienowych, przesuwanyc . j : ; s e
sokoéci dowolnie i naciagajac blong na brzegi otrzymujemy powierzchnie, ktora spelnia rownanie [142]

i % tr. 938, 1917—1918.
) A. A. Griffithi G. I. Taylor: ,,Tech. Rept. Natl. Advisory Comm. Aeronaut.”, tom 3, str
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brzegowe [144], lecz warunek [e] na 0gél nie bedzie spelmiony i blona nie przedstawi rozkladu n
zonym wale. Powtarzajac takie doswiadczenie tyle razy, ile mamy brzegéw, lecz kazdorazowo z innym nasta
niem wysokoéci wewnglrznych brzegéw, i wykonujac kazdorazowo pomiary na blonie,
dane dla wyznaczania whadciwych wartodci wysokodci brzegéw wewnetrznych i w kofieu mozem
mydlang w wymagany sposéh. Mozemy to udowodnié nastepujaco: jezeli 7 jest liczha brzegéw, a Dy, D
s powierzchniami blony otrzymanymi dla ¢ résnych ustawich wysokodel brzegéw, wtedy funkcja

D=m @, + m, Dyt ...+ m; &;
w ktérej my, my, ... my; sa wspolczynnikami liczbowymi, jest réwnies rozwiazaniem réwn
my+my+ ...+ my=1

Spostrzegajac, Ze naprezenie slyczne jest réwne nachyleniu blon
TOwnan o postaci

fﬂ ds =2G0A4;
an

skad mozemy wyznaczyé i wepblezynnikéw my, ms,, ... m; bedacych funkejami 6. Wtedy prawdziwa wartoss
funkecji naprezen otrzymamy z [f]Y). Griffich i Taylor zastosowali te metode do wyznaczenia naprezen w wydrg-
zonych walach kolowych z klinowym rowkiem. Za pomocy tego sposobu udowodniono, e maksymalne naprezenia
mogg byé znacznie zmniejszone, a wytrzymatoéé waku zwickszona przez Wywiercenie mimodrodowego otworu w wale,

Moment w wale z jednym Iub wigksza liczba otwordw otrzymamy obliczajac podwéjng
objeto$é pod blona i plaskimi plytkami. Aby przekona¢ si¢ o tym, obliczymy moment skre-

cajacy, wywolany naprezeniami stycznymi, rozmieszezo-

|
| f (przedstawiajacymi obecnie dowolny przekréj wydrazo-
‘0 ny). Oznaczamy przez o zmienng gruboéé pieréeienia
G rozpatrujemy element taki, jak ZAZNACcZony na rysunku.

L I /‘.? _}z % nymi na elementarnym pierécieniu pomigdzy dwiema
| € i D“j— przyleglymi trajektoriami naprezen, jak na rys. 169
I |
|

g Sita styczna, dzialajaca na ten element, jest réwna 74 ds,
¥ a jej moment wzgledem punkiu O wynosi rrdds.
Rys. 170 Moment skrecajacy elementarnego picrécienia réwna sie

dM, = [rvé ds [e]
gdzie calkowanie rozcigga sie wzdluz dtugoéei pierdcienia. Oznaczajac przez 4 powierzchnie

ograniczony pierécieniem oraz spostrzegajac, ze T jest nachyleniem, tak e 7 jest réznica
dwu warstwic na poziomie h, znajdziemy z [c]

dM, = 2hA (h)

Znaczy to, 7e moment skrecajacy, odpowiadajacy elementarnemu pierdcieniowi jest wyra-
zony podwdjng objetodeia zacieniowana na rysunku. Calkowity moment skrecajacy stanowi
sume tych objetodei. tzn. dwie — objetodci — pomiedzy AB, blong AC'i DB i plaska plytka
CD. Podobny wnioselk otrzymujemy dla kilku otwordw.

102. Skrecanie rur cienkoéciennych. Przyblizone
cania rur cienkodciennych mozemy

i CD (rys. 170) przedstawiaja pozio

rozwigzanie zagadnienia skre-
fatwo otrzymaé stosujac analogie blonowa. Niech AR
my zewngtrznego i wewnetranego brzegu, a AC i DB sa

1) Griffith i Taylor na podstawie swoich doswiadezefy doszli do wniosku, ze zamiast blon znajdujacych sie
pod stalym cisnieniem, przy rozwaianiu rozkladu napresen w wydrazonych walach jest wygodniej stosowaé
blony o zerowym cifnieniu (por. str. 244), Szczegblowe oméwienie sposobu obliezania wspélezynnikéw my, My, .
podano w ich pracy.
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aprezen w wydrg.
Wie-
olrzymamy wystﬂrczajqcé
¥ naciagnaé blong
2 .. D

[f]
ania [142], o ile tylko

y i podstawiajac [£] do wyrazenia [e], otrzymuj emy i

krojami poprzecznymi blony rozpigtej pomiedzy tymi b.r'zegam‘i.'wlf prZYPadjl;u Cl;ll?ﬂ()h:
. G-OJB‘-D . ingé zmiane nachylenia blony na grubosei i przyjaé, ze AF? i BD sg 1{113.1’1’11
iy mo'zemy pom"?moznaczne zalozeniu, Ze naprezenia styczne sa rozmieszczone rowno-
e - bto‘ I'Décianki Wtedy przy oznaczeniu przez h réznicy pozioméw dwu brzegow
miernwénarr%ilz;nojjcjgruboéci.éciank.i mamy naprezenia w dowolnym punkeie dane katem na-
iprzez 0%

_ chylenia blony

rel 2

e pr i éci i ie jwi n, gdzie grubosé
i oporcjonalne do gruboém écianki; sa one wiec na]w-_tf;ksze tam, g g
odwrotnie p

scianli jest najmniejsza. L = o
Sclag;quls us]talenia zaleznoéci pomiedzy napreZeniami 1 momentem Squca]qjjg; émwt .
. ; j jetosci . Wie
i . own analogie blonowa oraz obliczymy moment skrecajacy z objetosci y
sujemy zn

M, =24h =248 [b]

: ] ; . o
ie A jest drednia z powierzchni zamknigtych zewngtrznym 1 wewnqtrzn]im bl‘rzeglem p :
i j razeni rezen
. neg];o przekroju rury. Z [b] otrzymujemy proste wyrazenie dla obliczenia napre
przecy

tycznych ; |
i _ e [166] / ¢
F T 248 71— -
Do wyznaczenia kata skrecenia 0 zastosujemy réwnanie [152]. g »
Wtedy ] L
M, 5 .
rdS*ﬂfT—QGGA [c] | :
skad?) b ) __j
0= A e [167] -5
T 442G ) o
W przypadku rury o réwnomiernej grubosci (0 jest stale)
z réwnania [167] otrzymamy

IVI:S‘—
T 4A%Go

Rys. 171
[168] N

6

gdzie s jest dlugoscia linii érodkowej pierécieniowego ;)lzzckrop; zul'}rémym I
i i ; jak w przypadku przedstawl ; ;

ezeli rura posiada katy wewnelrzne, ja . Ly - g b

rfaroiach tyfh wystepuje znaczna koncentracja naprezen. Naprezenie mal;symlw ne ]we

4 i 7 -omieni rgglenia we-

wieksze od naprezenia danego réwnaniem [166] i zalezy od promienia a za? krag ;msowaé

wnetrznego naroza (rys. 171b). Przy obliczaniu tego mak.syma]n’ego Ilaprgzegllftu ity

bedziemy analogie blonowa, podobnie jak to czynilidmy dla zaloméw w PrEype bs.ré P i
jow walcowanych (par. 98). Réwnanie blony dla kata wewnetrznego moze byc przy

jow walcow i . R

w postaci

1 H(]W[[al 1a 66] 1 [167] dla c: euk ( h PIz klu ow ru]nw’y’(:h ()Irzyn al R Bredﬁ' Y D. 1.%, tom 40, str. 815,
) v i ] i i i 'Z€ j’ » D R . ) £l ?
1896.

265




Zaétépujqc g/ przez 268 1 spostrzegajac, Je © = — dz/dr (por. rys. 170) majdzemy

dr 1 B~

S S =200 o
dr + Pt ¢ T
Przyjmujac, e mamy do czynienia z rurg o stalej grubodei 8§ oraz oznacs

AJ4C Pr7ez T, napr
%enia na znacznej odleglodei od naroza, obliczone .z réwnania [166] o

» majdeiemy z [c]

TS
260 = 4=
Podstawiajac do [d]
dz 1 Ty S ) e
T fe]

Ogblnym rozwigzaniem tego réwnania jest

C
ey Ty ST

r 24 [f

Przyjmujac, Ze wystajace katy przekroju poprzecznego maja zaokraglenia o promieniu a

Jak to zaznaczono na rysunku, stala catkowania C mozemy wyznaczyé % réwnania

f:” Tdre=1yd e

ktére wynika z analogii hydrodynamicznej (par. 100). A mianowicie, jeseli idealna ciecz
krazy w kanale o ksztalcie pierscieniowego przekroju rury, to ilosé cieczy przeplywajaca-
przez kazdy przekréj kanatu jest stata, Podstawiajac wyrazenie [f] na 7 do réwnania fg] i cat-
kujae, otrzymujemy, ze

_ 1 {s/44) (2a + &)
C=1,8 " Tog, | (W
a z réwnania [f]

_ %0 1 (s/44) (2a+0) Tysr [L]
r log, (1+ d/a) 24 ;

Dla cienkodciennej rury ulamki s (2a+8)/A4, 1|4 beda male i [h} sprowadzi sie do

a .
"zf‘]'?/ loee (1+§) hil

Podstawigjac r = a, Olrzymamy naprezenia w wewnetrznym naroiu.

Przedstawiono to graficznie (krzywa I) na rys. 172, Drugs krzywa'} (2 na rys. 172) otrzy-
mano spesobem réznic skoticzonych bez zafozenia, ze blona w narozu ma postaé powierzchni
obrotowej. Potwierdza to dokladnoéé réwnania [i dla malych zaokragleri, powiedzmy do
afd = 1/4. Dla wigkszych raokraglen wartosei dane r6wnaniem 1] sa za wysokie.

Rozwaimy obecnie preypadelk, gdy przekrdj rurowy posiada wigeej niz dwa brzegi.
Weéimy np. przypadek pokazany na rys, 173 i przyjmijmy, Ze grubosé dcianek jest bardzo

Yy Huth, loc, cit.
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Népréieﬁia'stjrczne w kazdej czedei §eianki wedtug analogii blonowej wyriosza

h
Tlv"j‘*a'f
h - [k
rzzi (%]
hy—hy 78 — To 0y
=S, 8

Sh ] i wewnetrmych brzegéw CD i EFY), |
1‘)([“%110};2 S;ﬁ;f;zﬁlarz;;l:;jgtsego,ywyznaczonego objetoécia ACDEFE wynosi
e M,=2(d byt dshy) =248, 7y 424087 m
Ay i A, sa powierzchniami, zaznaczonyni na rysuflkuf kreskowana linia. N
: leznoéei potrzebne do rozwigzania zagadmema. (-:ntrzymamy stosu]q? I :
el knietych, zaznaczonych na rysunku liniami kreskowanymi. Przyjmu-
yeh samaey jac, ze grubodei 8y, 0y 0y sa wielkodeiami stalymi
i oznaczajac przez sy, Sy, 53 dlugoeéci odpowiednich
kreskowanych krzywych, znajdziemy z rys. 173

“do krzy

Tl 51 + 1353 = 2G6A1
Ty8g— T35 = 2G04,

{m]

¢ P
AN 5)
\\& [ i
Z\i\ ol 1 gy
iy S Z3
005 1015 2D Ta\ V7
! d/d‘ C
| Rys. 172 Rys, 173

reni i[m rZy INj naprezenia Ty, To; T
S¥giuiac ostatnia z zaleznosci [k} oraz wyrazenia i [m], otrzymujemy napre 4s Tas
STosujac WY

co funkcje momentu skrecajacego:

M 855 Ay + 8555 (Ay 1 Ay)] [n]

T 58, g5 A2 + 0y 051 AG+ 03 055 (A +45)]
M, [8y5; Ayt 855 (Ay +45)] - (o]
T2 D8, 8y 55 A2 + 0 0y 5y A+ 0053 (A +42)] |
M, (51 Sg A1* 5231A2) [p]

= - 3
8= 3B, 0y 59 A2+ 0565, A+ 03 8,5 (A +4)] N
‘ — 5, 8, =0y, A=Ay 1 13=0. W tym przypadku

W przypadku przelroju symolryeznego sy natomiast przegroda

moment skrecajacy jest przenoszony przez Scianke zewnetring rury,

: - - - . 2
pozostaje nienapresona?).

1) Prayjeto, ze plytki sa podirzymywane w polofeniu poziomym {por. str. 264).
%) W tym ;vyprowadzeniu pominigto male naprgfenia,
boéci przegrody.

YA e

odpowiadajace zmianie kata nachylenia blony na gru—.
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W celu otrzymania k i

ata skrecenia dla praekroj dob i :
. ! ka oo . Ju podobnego do uwidoczni :
‘ 73 podstav.vmmy wartosci naprezet do jednego z réwnait [m]. W ten sposéh I?HEgO o
jako funkcje momentu skrecajacego IM,. possh ofaymuens

wspolezynnika m rozwaiymy encrgie odksztalcenia preta i oblicaymy m » wartnku mi-

i wyznaczenia
sujge wyrazenia [84] na sir. 141 otrzymamy

L bej energii. Sto

I E’[ PSS {l
V= Eﬁf-r —afwb Tay® + Taz” + Tys +§('1+1,)"0'z dx dy dz

se dla dlugiego preta mokemy preyjad z dostateczna doklad-

103. r i G j
Skrecanie preta, kidrego jeden przekrdj poprzeczny pozostaje plaski

zagadnien skrecania zawsze przyjmuje sie, Przy rozwazan

- ie moraent skrecajacy jest preylos
rogndnion et " ; ! Jest przylozony za pomoca napresef PNV
iy ;’eae h]fl& kon:::ach pr?ta w okreslony sposb, otrzymany z réwnania [142] i spehfia' (1:) - StYCZT_l}:’_C
g 11 m : rozn.neszczeme napreZeh na koricach réini sie od podanego wyZej, to w - 131 Wax"unek brz
puja miejscowe nieregularnoscl i rozwiazanie réwnad [142] i [144] moze byt ze:sr:asov‘rra,oZ e naEe
ne z wystarczajjey

dokladnodcia jedynic w obszarach bedacych w pewnej odlegh
!

futawiajac tu naprezenia [df i biorae pod uwage,

!
f e g L
Q m

1 od kofcow pretal), _
| Podobna nieregularnosé v : - : : ujermy
; o canego preta nie mode sie ‘gi::fulﬁ gdy ]iedellzz preekrojow sk 1 . 5 ) T
zyC na skutek nalozeni . 3 232 2 2 m3
Y, o naloZenia n = _t peasp i —smt (L4 o ettt b% m’ —
’ waych wigatse. Spotykamy czasami tego rodzaju sagadnienia w o V=g B { T+ [25 a*bim® + 5 (@ H B a”]} te
! P 2F chuice®). Prosty prayklad pokezano na rys. 174, 7 rona W i
’Jl_—_ . | trii moZemy wywnioskowaé, ze érodkowy.pr k ‘ varunku sym Criinek minimum daje mam nastgpujace rownanie, z ktbrego wyznaczymy m
< -3 i : y zekrd] prefta woea :
= P x skreeania pozostaje plaski. Stad o . asie
1 o . prackrojn st iiQ Préé :Eé Oid 1ozk1ad naprezent w poblisu té (147 Za?b?m*+ 8 (a® - b%) m¥ = 3
2P j 3 otrzymanego powyle] dl gt :
e | i ¢ prostokatnych . wyze] dia pretow :
Y ! ! : atnych (par. 95). Rozpatrujac te naprezenia Tozwaimy na Dls waskich prostokatdw mamy W przyblizeniu
| 2 pierw przypadek bardzo waskiego prostokata®) i preyjmij .
/,l/: Jf “1- wymiar @ jest duiy w poréwnaniu z b. Jeich przekro?cja mjc::% i m? = o : 3 ifl
- e §
I — wypaczad, to wedlug par. 94 otrzymujemy napregenia 3 81g - (1+%a
z £ T=—260y; 1,.=0 § adstawiajac wartoéé m do [¢] 1 [d], otrzymamy rozklad napreten w przypadky, gdy srodkowy przekrdj poprzeczny
dnowiadaiace i A ] ala pozostaje plaski.
Rys. 174 a odpowiadajace im przemieszcaenia z réwnad [a], [b1i {d] pax; 90 W ocelu qbliczenia kata skrecenia @ prayrownujemy energie potencjonaing [e] do pracy, ktéra wykonuje mo-

ment skrecaiacy M,

u=—0yz; v=0xz; w—=—F@ :
; 3 = —bxy [b]

Aby zapoblc(; wypaczeni ; FE . : My
nales T ‘YP ?en}n przekroju, kibre vrzedstawione jest preemieszezeniami Lroi . 2 4

ezy rozmiedeié napreZenia normalne o, . Prayhliz : . » Ttd PIZEXTOjU pOREzecznym : :
nalne do 1 7o zmmiejsza si wraz 26 w z tIzy gfor‘x}e rozwigzanie otrzymamy przyjmujac, fe ¢, jest proporci Siad dostajemy kat skrecania

o 2 2¢ wzrostem odlegloéel z od érodk - L, el [
przez przyjecie owego preekroju. Zalozenia te sa spelnions e M, I — Vst +v) s (2]
E 16Gab® 6 8

Parownigac wynik ten z rbwnaniem 1155] na str. 245, dochodzimy do wmiosku, Ze zapobiegajac paczeniu sig
rtywno$é skrecania preta. Wplyw miejscowej niercgularnosei rozidadu na-

rodkowego przekroju, zwiekszamy s
prezen ma wartodé o jest tald sam, jak wplyw skrbcenia dlugosci [ o wartosé

o, = — mEBe—mt ;
: o fe]

gdzie m jest wspélezynniki 5 T
- wzmsltem z}z ).fnml.aem, k_tor}f bedzie poiniej wyznaczony. Deigki czynnikowi e—™%, naprefeni let
mozna Je pominat w pewnej odleglodei, zaleinej od wielkodei m , e O TER

POZOS{EIG sk}adowe na; zeni I ten aly Iownanla ro czko “ a
PIEZENIA MUSZY byé d()bl'a e W 8] 6 ¥ sp i . 6
. . ¥ POSOb, aby s E}.Ul § 1 o¢ni we 11’)“']10'. " )
wag: Ilzl] oraz Wﬂ.IU-'[lkl blzegowe. Moiemy iatwo udowodnié, ze pow yiq?e wymagam'a bed o) -. V )
d e spe nione Pray pI'ZY o

jecin
Przyjmuiac ¥ = 0,30 otrzymujemy skrocenie [ rdwne 0,425 . Widzimy stad, e wplyw ustalenia przekroju sredko-
wego na kat skrgcania jest maly, jesli @ jest male w porbwnaniu z {.

W podobny speséb rozpatreyé moéna kat skrecania preta o przekroju eliptycznym?), Wiskezy wplyw ma usta-
enie przekroju érodkowego w przypadku skrecania preta o przekroju dwuteowysm. W tym przypadiu praybli-

“zény sposéb obliczenia kata skrgcenia polega na uwzglednieniu zginania polek podezas skrecania®).

g, = g, = ]
Ty =—% Em® femmt (a? — 22) (42 — 4%
Tye =+ EmPle—m2 (a? — 4%y — 268y [d}:
Tyr =1 Em?Qe—mz (0% — 4% 5
. 104, Skrecanic waldw kolowych o zmiennej éredmicy, Rozwaimy wal w po-
“staci bryly obrotowej skrecany parami sil praytozonymi na kotcach {rys. 175). Przyjmijmy,
lrzedne biegunowe ri 0, ktére olkresla nam polozenie

26 of walu jest osig z i zastosujmy wspb
elementu plaszezyzny przekroju poprzecinego. W takim przypadku stosujemy nastepujace
Skladowe przemieszczenn w kie-

dla dllZ}Ch wartoscl z ten lOZk{ad napre: € 5. dow! pre; a CZy (= 4.
Zen jest b]_l kl lOZk_{ﬂ. 1 naprezen [ dla stego Ekl cania. Skladowa

naprezenia v deZlC rowna Iru TZegn x — :!: a = :l-: H Qraz aapowie QO rowne zeru
x» Ze ab b; T T {l ru dla
L8 1Y 3 Tyr vz IJQ a d[] CIHI I €

a=taiy=_1b W i b i i
+ arunki brzegowe sq spelnione i powierzehnie bocane preta sa wolne od sit

oA .
) Miejscowe nieregularnogei na koficach

Dublin, tom 26, seria A str. 54, 19
. ' A str. 54, 1906, patrz rownies K. t i 158.%
1149, 1916 oraz 4. Timpe: ,Math, Anpalen, ® tlclylr?az 71, ZI('JUIIB’(,)S]tIng; Alad Wise.", Wiedet, tom 125, sk

2) Skrecanie belek dwuteo
wych poddanych takim warunk ; 1
ton:;)S%a::;. 361, 1910. Por. réwmici C. Weber: 2. angow. R&’iﬂ’i"zﬁi?ﬁ & o o e gl Physik
- Timoshenko: ,Proc, London Math. Soc.”, seria 2, tom ."2‘0 s;l 3’895“.198251’ 1926
7 , str. 389, .

G0

przekroju ki
roju kolowego rozpatrzyt F. Purser: ,Proc. Roy. Irish Acad.%,

omaczenia na skladowe naprefenia o, Gg. Oy Ty Tra> Tore
runku promieniowym 1 obwodowym oznaczamy przez 10,2 skladowg w kierunku z przez 1.

1y A, Foppl: ,Sitzher. Bayer. Akad. Wiss,, Math-phys. Klasse®, Monachinm, 1920, str. 261

2} Patrz S. Timoshenko:
str. 287, 1941.

7. Math., Physik., tom 58, str. 361, 1910; lub ,Strength of Materials™, tom 2 - :_




te}fly, stos;gac zaleznodei otrzymane poprzednio w przypadku zagadnierd dwuwymj
c . - [ . %
wych (par. 28), otrzymujemy nastepujace wyrazenia na skladowe odksztalcenia: i

Ju
g = - E)v_ ] Jw
5 & p } 26 ° & = £
au Q’U v . 911‘ 910 v 91() [169}

Yo Te0 T o T

¥ =g =) : A
== 9z 9 Yo T3 Tog

Wgusujqc réwfrn’ania réwnowagi elementu (rys. 175), tak jak czynilidmy poprzednio w
padku zagadnienn dwuwymiarowych (par. 25), oraz pomijajac sily masowe dochodzim};rrde-
> 0]

nast¢gpujacych réwnan rozniczkowych  réwng

A, N wagil)
e g
Oy | 1 91}9 c"j'l.’,Z Oy — Op
, i o T e dz —r——=0
91’,4 1 31'35 ao'z - 1
. & tr et Ty =0 [0
dz
g 1 30y | O7e | 27 _
F T rd e

.Stosujqc te rownania do zagadnienia skre-
cania uZyjemy sposobu pélodwrotnego (por.
str. 234) i przyjmiemy, #e u i w sa réwne zeru,
tzn. ze w czasie skrecania czastki walu poruszaja
si¢ tylko w kierunku obwodowym. Zalozenie to
réini si¢ od zalozenia dla watu kolowego o stale]
érednicy tym, Ze przemieszezenia obwodowe nie
sq juz proporcjonalne do odleglodei od osi; ozna-
cza to, e promien przekroju poprzecznego
zakrzywia si¢ na skutek skrecania. Ponizej poka-
zemy, e Tozwigzanie otrzymane na podstawie ta-
kiego zalozenia spetnia wszystkie réwnania spre-

Rys. 175 zystosci i dlatego przedstawia prawdziwe roz-

Podstawiajac do [169 i Wiqza'ni'e e

45 gl Odjfi; e Znle; ;ez}:_— 0 i uwzgledniajac, ze z powodu symetrii przemieszezenic v

_ @ v, v
¥ g r'@ V&= T [a]

& =g =g =y, =0;

Stad ze wszystki ;
ystkich skladowych naprez 3 i : Iy :

réwnania [170 oWy napr Q'ze-n]a jedynie 7,5 i 7y, sa rézne od zera. Pierwsze dwa
m | sq spelnione tozsamosdciowo, a z trzeciego olrzymujemy

d Tro ) Toz 2‘?.',-0

r dz r 0 [b]

') Réwnania te otrzymal Lame i Clapeyron: ,Crelle’s 1., tom 7, 1831

(3 Yw T al

Réwnanie to mozemy napisa¢ w postaci

Bk w e k
ar (r*7ve) + e (r?7o) =0 lc]

Réwnanie to bedzie spelnione, o ile wezmiemy funkcje naprezen @ wspolrzednych 71 z w na-

stepujacej postaci
i o, 9P :
PE= =gt T T g [}

Aby spelnié réwnania ciagloéei odksztatcen, musimy wzigé pod uwage fakt, ze 7,41 7,,

sa funkcjami przemieszczenia v. Ze zwiazkédw [a] i [d] otrzymujemy

dv v d [v 1 2@
'E'rf}:G’}’yO:G('E“—r) =GTE"(T):-—';?¥
[e]

dv d (v 1 99
Toy = G?"Bz = G ‘5; = G.r —a; (r) = 'r72 ——ar
7 réwnai tych wynika, Ze
(1 99 + o (1 d@) 0 ;
I\ ar gz \r® 9z ) (£

Iub
2 3 3 D 0
o T e e Le]
Rozwasmy obecnie warunki brzegowe dla funkcji @. Z warunku, ze na bocznej powierz-
chni walu nie dzialaja zadne sily zewnetrzne, dochodzimy do wniosku, ze w dowolnym punk-
cie A brzegu przekroju osiowego (rys. 175) catkowite naprezenie styczne musi by¢ skiero-
wane stycznie do brzegu, a jego rzut na normalna N do brzegu musi byé réwny zeru. Stad

dz dr

Trga -TﬂzL(E =0

gdzie ds jest elementem brzegu. Podstawiajac naprezenia z [d], otrzymujemy

& oD
cr@ dz dr [hT

Pz ds | dr ds
skad dochodzimy do wniosku, 7e @ jest stale wzdtuz brzegu przekroju osiowego walu.
Réwnanie [g] lacznie z warunkiem brzegowym [h] wyznacza w zupelnosci funkcje napre-
et @, z ktdre] mozemy otrzymaé naprezenia spelniajace réwnania réwnowagi, réwnania
ciaglodci odksztalceri oraz warunki na powierzchni bocznej walul).
Wartoéé momentu skrecajacego olrzymamy obliczajac moment, jaki dajg naprezenia
styczne T,, na przekroju watu. Wiedy

-

ﬂ’f: =] ) Qqr? To dr = Zg—rf @_ dr = 27
0 0 ar

1) To ogblne rozwiazanie nalezy do J. H. Michella: ,,Proc. London Math. Soc.”, tom 31, str. 141, 1899.
Patrz réwniei A. Foppl: ,Sitzber Bayer, Akad. Wiss., Monachium, tom 35, str. 249, 504, 1905, Patrz rowniez
ksigzlka H. Neubera Kerbspanmungslehre, w ltore] podano rozwiazania dla hiperboloidy obrotowej oraz dla
wydrazenia w postaci elipsoidy obrotowej, stosujac inna metode. Przeglad literatury dotyczqcej tego tematu
podal T. Pischl: ,Z. angew. Math. Mech.”, tom 2, str. 137, 1922 i T. J. Higgins: »Lxperimental Stress
Analysis®, tom 3, nr 1, str. 94. 1945,

a

@ [k}

0
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gdzie @ jest zewnetrznym promieniem przekroju poprzecznego. W ten sposGhb otizy'mén'
latwo moment skrecajacy, jezeli znamy réinice pomiedzy wartodciami funkeji naprezety
brzegu zewngtrznym i w érodku przekroju. '
Przy rozwazaniu preemieszezenia podezas skrecenia waha Przyjmijmy oznaczenie Y=y
dla kata obrotu elementarnego piericienia o promieniu r przektoju poprzecznego walu. Taj
pierdcieft moze byé rozpatrzony jako przekréj jednej z elementarnych rur, na kidre p.od'ﬁ
lilismy wal. Wtedy v jest katem skrecenia takiej rury. Z faltu, ze promiefs przekroju poprzec:
nego zakrzywi si¢, wynika, e 4 zmienia ste wraz z promieniem r i katy skrecenia elements;
nych rur dla tego samego przekroju poprzecanego waltu nie sa sobie réwne. Obecnie réwnani

tosunek

{g]; wezmiemy

'e'sf staly na brzegu przekroju osiowego i réwny cos@. Dowolna funkeja tego i
ssunku bedzie spelniaé warunek brzegowy [h]. Aby spetnié réwniez réwnanie |-l

Zymaé Wartod® tego haprefenia stycznego, o ile wysnaczymy na drodze dodwiadezalnej

cartoscl dy/dst). ‘
Rozwazmy obecnie przypadek szczegélny walu stozkowego®} (rys. 176). W tym przypadkn

(rz“i“ 2Bt il

[e] napiszemy w nastgpujacej postaci .
ool = L = 3} o]
Gr3 ai = ,'?2 =¢ (r®+ 22 302+ o
9 .
' % gdzie c jest stala. Wtedy rézniczkujac znajdziemy
Grd by -9 1 8¢ crz z
Stad oz ar =7 5, T %(1_2_._ zz)%— {p]  Rys 176
a Py 2 Sy Stala ¢ oirzymamy z wyrafenia [k]. Podstawiajac [o] do tego wyrazenia otrzymamy
- g v 3 “Y ] _ 3
ar\ 9r)+az(r 92:)_0 o M,
tub  2m(§ —cosa+ §costa)
732_1‘0&4“ 3 ﬂ + Iy -0 W celu obliczenia kata skrecenia wykorzystujemy wyrazenia [e], skad dostajemy wyrazenia

ard roor &z2

Rozwigzanie tego réwnania da nam kat skrecenia jako funkeje r i 2, Jezoli zalozymy w tym:
rozwigzaniu | :

P == const [m] .

otrzymamy powierzchnie, kiérej punkty maja ten sam kat skrecenia. Na rys. 175 A4
przedstawia przecigeie takiej powierzehni z plaszczyzna osiowego przekroju wahy, Z Warunk;. a)
symetrii wynika, %e powierzchnie dane réwnaniem [m] sq powierzchniami obrotowymi |
a AA, jest poludnikiem powierschni przechodzacym preez punkt A. Podezas skrecania poz
wierzchnie te obracaja sie wokél osi z bez jakiegokolwiek znieksztalcenia, dokladnie tak”
jak plaskie przekroje w przypadku walcow kolowych. Stad catkowite odkszialcenie w doz

Y

wolnym punkeie potudnika A4, jest czystym odksztaleeniem posiaciowym w plaszezysnie

prostopadlej do poludnika, a odpowiadajace mu naprezenie styczne w przekroju ostowym
walu ma kierunek normalny do poludnika. Na brzegu naprezenie to jest styczne do brzegu
i poludniki sq normalne do brzegn przekroju oslowego. Jezeli poruszamy sie od powisrzchni
y = const do sgsiedniej powierzchni, to przyrost v wzdbuz brzegu przekroju osiowego walu
wynosi dyfds i tak samo, jak dla walea kolowego o p.rzekroju kotowym (par. 87), mamy

dy
T = Gr E‘ {l’l]

Rys. 177

o

na y, spelniajace rownanie [1}, oraz warunek brzegowy:

_ 4
(TR Ll

_Widaé stad, Ze powierzchnie réwnego kata skrecania sg powierzchniami kulistymi o érodku
w poczatku wspélrzednych O.

Przypadkl waléw o postaci elipsoidy, hiperboloidy lub
paroboloidy obrotowej moga byé rozpatrzone w analo-
giezny sposéb?).

Zagadnienia, ktére spotykamy w praktyce, sa bar-
dziej skomplikowane. Srednica walu zwykle zmienia sig
gwaltownie, jak uwidoczniono na rys. 177a. Pierwsze ba-
dania takich zagadniet wykonal A. Féppl, a C. Runge
zaproponowal numeryczny sposéb przyblizonego rozwia-
zania takich zadani?), Udowoduiono, e w punktach takich
jak m i n wystepuje znaczna komncentracja napreien oraz

ie wiclkoéé najwigkszego mnaprezenia dla walu o dwu réinych érednicach 41D (rys. 177a)
zalezy od stosunku promienia a zaokraglenia do érednicy walu d i od stosunku dfD.

1y Doéwiadezenia takie przeprowadzit R. Sonntag: .Z. angew, Math, Mech.“, tom 9, str. 1, 1929
%) Patmz Fappl, loe. cit.

3 Por. prace K. Melana: ,Tech, Blitter, Praga, 1920; 4. N, Dinnik: ,,Bull. Don Politech. Tost., Nowo-
ezerkask, 1912, . Arndt: ,,Die Torsion von Wellen mit achsensymmetrischen Bohrungen und Hohlriumen®,
dysertacja, Getynga 1916; A, Timpe: ,Math, Annalen®, 1911, str. 480. Dalsza literaturg moina znalesé w przegla-
dzie Higginsa loc. cit.

4 Por. F. A. Willers: ,7. Math. Physik®, tom 55, str. 225, 1907. Inne metody prayblizone zostaty rozwinigte
przez L. Foppla: ,,Sitzber. Bayer. Akad. Wiss.”, Monachium, tom 51, str. 61, 1921 oraz przez R. Sonntaga:
wZ ungew. Math, Mech., tom 9 str. I, 1929 SR

gdzie
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jest wypadkowym naprezeniem stycznym dziatajacym na brzegu. Oczywidcie mozemy fatwo .'
gral

Tearia snrervstose: 18




W przypadku pélkolistego rowka o bardzo malym promieniu @ maksymalne naprezeni
na dnie rowka (rys, 177b} jest dwa fazy wieksze od napregenia na powierzechni walu kolowégo
bez rowlka. :

W rozwasaniach dotyczacych koncentracji maprezer w miejscach zaokraglen i rowké
skrecanych waléw kotowych bardzo uiyteczna okazala sie analogia eleltryczna'). Ogélne
réwnania dla pradu elektryeznego w cienkie] jednoradnej plytce o zmiennej grubodei posiac'i.'

nastepujaca postac:
J By g AN
E("ﬁ)* @("557 =0

gdzie % jest zmienng grubodcia plyiki, a 4 jest funkejg potencjalu.
Przypuéémy, 7e plytka ma ten sam brzeg co osiowy przekrd] watu (vys. 178) tak, ze x iy

pokrywaja si¢ z osiami z i r oraz ze grubosé plytki jest proporcjonalna do szedcianu odleglodei:

promieniowej 7 tak, ze h=ar®. Wtedy rownanie [r] przyjmuje postaé

dy 3 Py I

Tzt e =Y

Réwnanie to pokrywa sie z réwnaniem [I] i dochodzimy do wniosku, Ze linie stalego po

tencjatu plytki s okreslone tym samym réwnaniem co linie réwnych katdw skrecenia w pray-

padlen walu o zmiennej Srednicy.

Jezeli przyjmiemy, ze kofice plytki odpowiadajace koficom walu sg utrzymywane w pewn_éj-
réinicy potencjatu tak, e prad przeplywa wadiuz osi z, to linie réwnego potencjalu beda’

; c
. r a2 g Y A
~lay _T- A
e ST I -
d g 74 5975
Z 3 r‘f//; "
Tsrz
! L1 & G
7

Rys. 178

pormalne do powierzchni bocznych plyt; mamy tu wige takie same warunki brzegowe jak

dla Linii stalego katd skrecania. Jeieli réwnania rozniczkowe oraz warunki brzegowe sa talde
same dla tych dwéch rodzajéw linii, to linie sa identyczne. Stad, badajac rozklad potencjaiu
w plytce, otrzymamy cenne informacje dotyczace rozmieszezenia naprezen w skrecanym wale.

Maksymalne naprezenia wystepuja na powierzchni walu i otrzymujemy je z réwnania [n].
Z réwnania tego i z analogii elektryeznej wynika, #e naprezenie jest proporcjonalne do wiel-
koéci spadku potencjatu wzdluz brzegéw plytki.

Pomiary wykonane na probee stalowej (rys. 178) o dlugodci 24 cale (60,96 cm) -

i szerokos$ci 6 cali (15,24 cm) na szerszym konicu oraz o grabodci maksymalne] 1 cat (2,54 em).
Spadek potencjatu wzdtuz brzegu mnpg modelu badany byl za pomoca czutego galwanometru,
ktérego koficéwki byly polaczone z dwiema ostrymi iglami, umocowanymi w obsades w odle-

1} Por. prace: L. S. Jacobsen: ,Trans. A, S, M. I.%, tom 47, str. 619, 1925 i przeglad podany przez T. J. Hig-

ginsa, loc. cit, Ostainia praca omawia rédnice pomigdzy wynikami otrzymanymi za pomoeq rdznych metod. Dal.:

sze poréwnania i pomiary odksztalcest a2 do 2a/d==0,50; 4. Weigand: ,Lufifahrt-Forsch.”, tom 20, sir. 217,
1943, tlumacz. na angielski w N.A.C.A. Tech. Mem. 1179, wrzesien, 1947,

glosm 9 mm. Przy dotykanin plytki iglami galivapometr wskazywal spadel polenejalu na
6é§inlcu pomiedzy koticami igiel. Przesuwajac igly wazdtnz zaokraglenia, mozemy znaleé.é
-miéjsce najwiekszego spadlu napigeia i zmierzyé wiellodé spadku. Stosunek tego maksi-
mum do spadku napigeia w oddalonym punkcie m (rys, 178a) daje nam wielkod¢ wspélezyn-
ika koncentracji £f) w wyrazeniu

. 16M,

Tmax = 2 el®

fyniki takich badan w pewnym szezeg6lnym przypadku przedstawiono na rys. 178c. Tutaj
.'spadek. potencjatu zmierzony w kazdym punkcic oznaczony jest dtugoécig normalnej do

3,2
2,8
2,4 A
VA AZ=200
§ b 1)’E
. N
N 2=420
e,
\‘-n.. i gcl,OQ T
12
08
04
0
0 004 0,08 D’,2|'2 AL 0,20 0,24
a
d
Rys. 179

brzegu pytldi w tym punkeie. Z wykresu znajdujemy wspédtezynnik konceniracji napreZen
réwny 1,54, Wiclkoéel tego wspélczynnika dla réznych stosunkéw érednic walu podano na
wykresie 179, gdzie odeigte przedstawiaja stosuniek, 2afd promienia zaokraglenia do
mniejszego promienia waly, ‘a 1zedne przedstawiaja wspélezynnik koncentracji napregen k&
dla vésnych wartodei stosunku Djd (por. rys. 177). Za pomoca interpolacji z krzywych
tych mozemy znalesé z dostateczny dokladnodcia wspélezynnik koncentracji naprezer dla
dowolnego przypadku szezegdlnego.

1) W tym przypadku moiemy pominaé maly zmiang promiemia r {wyrazenie [n]).

1% o5




ZADANIA

a funkeja napreten ¢ jest wyznaczona W ten sposob, Ze znika na brzegu -
Przez praystosowanie obliczed, wekazanych na sir. 236
4jng ohjgtoscia pod powierzchnia

: Przekréj posiada pojedynczy otwor,
m i ma stalg wartoéé @y na brzegu otword.
ia [145], udowodnié, Ze calkowity moment skrecajacy dany jest podw
sjna objetodé pod ptaskim dachem Dgy, zakrywajacym otwér {por. ste. 264}

&% 'zi_qfrzny
wyrazen
@ plis podw

1. Udomf@flﬂié praez vozwagenie réwnowagi calegn preta, Ze gdy wszystkie skladowe naprezenia 2 wyiatkion
L znilaja, to jedynym obcigzeniem preta sg momenty skreeajace (por. |h] par. 5) wysatkiens

2. Udowodnit, e funkeja @=A(r?—0?) rozwiaznje zagadnicnie skrecania dla pelnego Eui) dras el
kolowego. Wyznaceyé 4 w zaleinodci od Gf. Wykorsystujac réwnania [141] i [145] obliczyé mﬁsy:zﬁlzg;;;?q

zenia styczne 1 satywnosé na skrecanie dla walu pelnego w zaleznoscei od M,. Sprawdzié, fe wyniki te st zeodn;
- . . . . ]
z wynikami pedanymi w podrgeznikach wytrzymalodei materialéw. % zgodn
3. Udowodnié, zc przy tym sam ie skr i H . :
3 amym kacie skrecania w eliptyczny: e srteleas . s
. styczne niz we wpisauym pizekroju kol ¢ - 'p ch.) o pTz.e kroju wystepujy wicksze napresenia a
Tz T pisanym pizekroju kolowym {promien kola rowna si¢ mniejszej osi elipsy 4). Kidry z przekrojéa v 2R 72
. przenosi wiekszy moment skrecajacy przy tym samym depuszczalnym mna- ]- i
prezenin?
4, Zastosowad réwnania [g] par. 92 i [145] do obliczenia sztywnoéci na ) K b ! a
skreeanie tréjkata réwnobocznego I sprawdzié w tem spesdb réwnanie [l] Rys. 182 Rys. 183
par 92. ) )
5. Wykorzysinjac funkcje naprezer 2 ;
ezefl [m] par. 92 2 v . . o A . P .
dnveh prostokatnyeh legé L [m] p j \'u:yr‘lzonq we wpblrz 12, Zamknieta rura clenkoscienna ma obwod 1§ stala grubodé Scianki 8. Rura otwarta powstaje przez wyko-
¥ prostokatnych, znaleit wyrazenie na 7, wzdiuz srodkowsj linii Ax 26 ) N , tscia. Udowodnis, 3c od ks L . 1 dk .
(rys. 153) i sprawdaié, e najwieksm wartodé na tef Jingi dana jest réwna. ¥ x f-l-a'mc wz.d_}u:?n.ego przgquma. owodnié, 2 gdy maksymaine naprezenie stycane w obu przypa ach yury otwartej
niem [p]. { zamknietej jest fakie same, to
6. Obliczy¢ sztywnosé na skrgcanie przekroju podanego na rys. 153. Cay ;M_‘ olw mia_ R .6‘”‘” = 2‘4 .
roZni sig ona znacznie od wartosci sztywnoSci na skrecanie przekroju kolo- M gk 64 Ocamic B
wego, gdy rowek jest maly? : . . . : . .
g?, S d};wo dmié ]. m:y . funkei i S Uyan se stosunek sztywnodcl skrecania wynost 12621242, gdrie A jest powicrachnig ,otworn® k.
. e fe ‘erel : . L . . o s
iace pamboliczn?_,blogyr : nie na funkejg naprezef @ z par. 94, odpowiada- ek ¥ Obliczyé powyisze stosunki dla rury kolowej o Sredniey 25 mm i grubosei Sclanki 2,5 mm.
s ie, row . o 1s ,
] y 6a sie o138, Cienkoscienna rura o przekroju polkazanym na rys. 182 ma stala grubodé dcianki 8, Wykazaé, Ze podezas
=l a— c? o Rys. 180 Rys. 181 skrecania rury w przegrodzie nie wystepuja naprezenia,
4 ’ Znalesé wyratenia na: a) napreenie w $ciankach w oddaleniu od narvoiy, b} jednostkowy kat skrgcenia 7]

jako funkcje momentu skrecajgcego.
14. Podaé wyrazenia na napreenia stycane w rurze o stalej grubosei dcianki 8 i przekroju pokazanym narys. 183.

15. Przy rozpatrywaniu cienkogciennych przekrojéw zamknietych przyjmowatidmy, Ze naprefenia siyczne sg
hylenia bleny w poprack grubosci. Udowodnié, Ze nie
ogblnoei poprawka do tego napreienia styeznego

Przybhzc’me rqzw&t}zame dla waskiego przekroju zbietnego, takicgo jak tréjkat pokazany na rys. 180, moiemy.-.
Otl'Z.me_iC przyjmujar, #e w dowolaym poziomie v blona ma postaé paraholi dostosowanej do szemkoé,ci na tym :
poziomie. Udowodnié, zs dla przekroju tréjkatnego o wysokoéci b jest w przyblizenia : gl booi 4oianki, odpowiednio do stalego kat
: "stale ma grubosei vianki, edpowiednio do stalege kata nac
7 moge to by Scisle dla prostej czedcd ¢oiankt (np. rys. 17la)iZe w
" gklada sie z naprezenia stycznego w rurze Lotwartei® podiuznym cigeiem {por. zadanie 12).
16. Teoria podana w par. 104 zawiera isko przypadek szezegélny wal kolowy o stalym
wiednie postacie Tunkeji @ i 97 Wylazaé, o funkeje te daja pra-

= 1—12 GAbel

8. Stosujac spesdh. podany w zadaniu 7, znaleié przyblizone wyraienie dla sztywnodci skrecania cienkiego
praekroju. Jakie sg odpo

przckroju symetryeznego ograniczonego dwiema parabolami pokazanymi na rys. 181, dla ktérego szerokosé ¢
na glebokosei y ponizej érodka dana jest za pomoca wyrazenia widlowy stosunek pomigdzy momentem skrecajacym 1 jednostkowym katem skrecenie. 0
. a
17. Udowoduié, Ze o
¥ e
L= Oy 1— _b? A 3 <
0, Wykauad, 3o sposd ; 0= GE e R= () “
. Wykazaé, Ze sposéb wskazany w zadanin 7 daje nam dla smuklego przekroju eliptycaneso prayblizone
wyraienie na funkeje naprezen ] i .
spelnia véwnamie [g] par. 104 jedynic wiedy, gdy stala A= —13 (por. wyra-
Rys. 184

zenie [o]).
18. W dowolnym punkcie preekraju osiowego walu o zmiennej rednicy wybrano do-
wolnie elementy liniows ds i dn (prostapadie), jak to pokazano na rys. 184, Naprefenie styczne w

dowymi 7, 7, W tych kierunkach. Udowodnié, Zc

qazﬁcobZ(hgiJrﬁﬁ )

yraza sig skla-

Elipsg pokazano na rys. 149, pray czym b/e jest male. Wykaza¢, Ze rozwigzanie fciste par. 91 zmierza do powyz-

szego, gdy bfa jest male.
Wyprowadzié réwnanie przyblizone 1 @ . 1 @ Sy oy
W=y BT ST 0 T

M, = 7ab®CH: - _ 2M . :
b= aabi00; T = 266 = ab® i wyprowadzié warunek brzegowy spelniony przez 3.
Pokazat bez obliczania, se funkcja dana réwnaniem [q] par. 104 spelnia ten warunek hrzegowy dla brzegn

stozkowego o dowolnym kacie wierzeholkowym.

dla smuklego przekroju eliptyeznego i pordwnaé je z odpowiednimi réwnaniami dla clenkiego przekrofu prosta-
19, Sprawdzié, #e réwnanie [q} par. 104 daje prawidlowa po

katnego o dlugosel 2a i grubotci 20. stat funkeji 4, odpowiadajaca funkeji @ w wyra-
seniu ol

20. Jezeli zmodyfikowaé teorig par. 104 przez pominiecie warunku brzegowego @ =const,
mi ,pierécieniami écinania® na bizegu, jak réwniek momentami skrgeajacymi na

10. Zastosowaé metode podana na kofcu par. 97 do znalezienia przybliZonego wyraienia na sztywnoéé skre-
to naprezenia beda

cania przekroju opisanego w zadaniu 8.
spowodowane pewny:

Tone

kohcach. L0

Grr
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21. Udowodnié, ze wzgledny obrét koticow (
momentem skrecajacym M), wynosi

, gdzie C jest

stozkowego) walu zbieznego, pokazanego na z;ys. 185, wywolany

M I {1 x
27m(3 —cosc + cos@) 3G \ad  b®

Jcie]i ai A Yy b—a= j 1] Wy Y P
b 8 duze prz b a l, au jest 1 a}e, to po zszy obrot pows ien hyc bliski WZgIQdI!leI DbI'DtO‘.
w1

kOI’lCOW Sk L
r¢canegzo momentem M walu, u (148} 1 0Imie; Wi ze 1
i » O stalym I'AB]\I’O dhigosei [ 4 1
Y p ju, £14 p NI & a@. UdO O(ID]C, e tak jest

!
alo
T\ &
Rys. 185 Rys. 186

22. Stosujac fi j ‘ iami i yrazi o
jac llnkCJe, dane réwnaniami [o] 1 [¢] par. 104 wyrazié wzgledny obrét koficow W}rdrqfrone o walu
2 o

StOZk()WCgD pUL’.lZ.lllC 0 Nna r 186, TZEZ W S - once walu ograniczone S wierzchnia k TO-
s g 3. , P z wielkoéé M,. K g L3
H C L
Y ¢ po ikul o Pro

ROZDZIAL 12

7ZGINANIE PRETOW PRYZMATYCZNYCH

105. Zginanie belek wspornikowych. Rozpalrujac czysie zginauie (par. 88) poka-
zaliémy, 7e jezeli belka pryzmalyczna jest zginana w jednej z jej gléwnych plaszczyzn dwoma
réwnymi 1 przeciwnie skierowanymi parami sil przylozonymi na koticach, to jej linia ugiecia
lezy w tej samej plaszezyimie, a z szesciu skladowych naprezenia jedynie napr¢zenia normalne,
réwnolegte do osi belki, sa rézne od zera. Naprezenia te sa proporcjonalne do odleglosci od
osi obojetnej. W ten sposdb rozwigzanie sciste pokrywa sie w tym przypadku z elementarna
teorig zginania, Rozpatrujac zginamie sita przylozong na koficu belek wspornikowych
o waskim przekroju prostokatnym (par.

20) pokazaliémy, Ze oprécz naprezen Q) b)
normalnych, proporcjonalnych w kaz-
o z ¥y "
%
x

cego, beda réwniez wystepowaé napre-

dym przekroju do momentu zginaja-
: : N
7enia styczne proporcjonalne do sily 4

poprzeczie;.

Rozpatrzmy obecnie przypadek ogél-
nicjszy zginania belki wspornikowej do-
wolnego ksztattu o statym przekroju, sila P przytozona na koricu i réwnolegta do jednej z gtow-
nych osi przekroju?) (rys. 187). Przyjmijmy poczatek uktadu wspéhrzednych w érodku ciezkosci
utwierdzonego korica. 0§ z pokrywa si¢ z linig &rodkowa belki, a osie x 1 y pokrywaja sie
z glownymi osiami przekroju. Przy rozwiazywaniu zagadnienia zastosujemy metode pol-
odwrotna Saint-Venanta i na samym poczatku poczynimy pewne zalozenia, dotyczace na-
prezef. Przyjmiemy, ze naprezenia normalne, dzialajace w przekroju poprzecznym w odle-
gloéci z od utwierdzonego korica sa rozmieszczone w ten sam sposdb, co w przypadku czystego

Rys. 187

Zginania:

 P(l—2)x ]

0y = 7

Przyjmiemy réwniez, Ze na te same przekroje poprzeczne dzialaja naprezenia styczne, ktére
rozkladamy w kazdym punkcie na skladowe 7,; oraz 7. Przyjmiemy, ze pozostale trzy slda-
dowe naprezenia 0, 0,, T,, 51 TOWNE zZeru. Pokazemy obecnie, ze stosujac te zalozenia docho-
dzimy do rozwigzania, ktére spelnia wszystkie réwnania teorii sprezystodel 1 dlatego jest

§cistym rozwigzaniem zagadnienia.

1) Zagadnienie to rozwiazal Saint-Venant: ,,J. mathémat®. (Liouville), seria 2, tom 1, 1856.




