Przy podanych zalozeniach rédwnania rd oy e
TP i ia réwnowagi [127] z pominigciem sit masowych .j\ .7, réwnan tych dochodzimy do wniosku, Ze
on_, o | oo po_ v B A |
9 5 " [b] o2 Byt L+v I dy la)
s . Ity _ Px gdzie c jest staly calkowania. Stala ta ma bardzo proste fizykalne znaczenie. Rozwazmy obrét
dx dy Fi [c] elementu powierzchni w plaszezyinie przekroju poprzecznego belki wspornikowej. Obrét

Z' réwnan [b] wnioskujemy, ze naprezenia styczne nie zaleza od z i sa takie same we wszyst
kich przekrojach belldi. i

1R()-Z\waza-]zyz teraz warunki brzegowe [128] i stosujac je do powierzchni hocznej belki
wo 'nc] od sil zewnetrznych, stwierdzimy, ze pierwsze dwa z tych réwnan sa spelnione tona,
mosciowo, a z trzeclego otrzymujemy

Tl +17,m=0
Z rys. 187b widzimy, ze
dax

m = cos (Ny) = — ——

! = cos (V)
ds

. .
ds ’

gdzu?, ds- jest elementem lazywej, ograniczajacej przekréj poprzeczny, Warunek na brze

przyjmuje postaé %

- dy dx ~0
x g TyzE = [d]

p ’ i G ; ; e i :

Tzechodzqc do réwnar nierozdzielnosei [130] widzimy, Ze pierwsze trzy z tych réwnan, za

% . - s . . ” o . : i

vierajace skladowe normalne naprezenia i ostatnie réwnanie, zawlerajace T, sa spc}nione
5 s - e

tozsamoéciowo. Wtedy uklad [130] upraszeza sie do dwu réwnan

P

el 2 - -
Ve YV Txz I(l e ‘V) [el

W ten sposéb rozwigzanie zagadnienia zginania pryzmatycznej belki wspornikowej o dowol-
nym przekroju sprowadza sie do znalezienia dla 7, i 7,, funkeji « i ¥, spelniajacych réwnani
réwnowagi [c], warunek brzegowy [d] oraz réwnania ciaglodei [e]. o
106. Funkecja naprezest. Prazy rozpatrywaniu zagadnien zginania bedziemy znowu wy-
korz.ystywaé funkeje naprezen @(x, y). Latwo stwierdzié, ze réwnania rézniczkowe réwno va'
[b] i [¢] poprzedniego paragrafu beda spelione przez przyjecie: -

_ 9D Pa? oD
=y —gr U e — o [171]

Tz

gdzie @ jest funkcja naprezen, zalesn i j j
s 3 aodx iyaf(y)jest funkeja tylko y; i
péiniej z warunku brzegowego. bl

Podstawiajac [171] do réwnan ciagloéci [¢] poprzedniego paragrafu otrzymamy

9 (92@ 92@)
o =0

dx \ a2 * dy?
g’ 92£f,+ 2P o ﬂﬁ dazf
y \ 9% cy* 149 1 dy?

ten jest wyrazony réwnaniem

_w b
T ox  dy

20,

Przyrost tego obrotu w Jierunku osi # mozna zapisaé w nastgpujacy sposéb

9 (o0 ou\_ 8 (% dw) 9 (Ou Bw) & I
9z \ dx 9y 9x \ @z = Iy Ay \ 9z  Ix o Ay

ac prawo Hooke'a i wyrazenia [171] na skladowe naprezenia, otrzymamy

Ty 91:;,:) 1 (__.92@ 9D d_f)

Stosuj

9 1
7 0 = G(' ox

Podstawiajac do réwnania [a] mamy

e\ T o Ty

2 P
—Ga_z(zwz):ﬁ%ﬂ [b]
Jezeli 08  jest osia symetrii przekroju poprzecznego, to zginanie sity P wzdhuz tej osi da w wy-
niku symetryczny rozikdad obrotu @, element6w przekroju (odpowiadajacego krzywiznie
siodowe]) o éredniej wartoéei réwnej zeru dla calego przekroju. A wige rowniez érednia war-
toéé dw,[dz bedzie réwna zeru, co pociaga za soba koniecznosé przyjecia w réwnanin [b]
stalej ¢ réwnej zeru. Jezeli przelrdj poprzeczny nie jest symetryczny, to waruneck znikania
wartodci éredniej dw,[dz uznaé mozemy za definicje?) zginania bez skrecania, przy czym oczy-
wibcie znown bedziemy mieli ¢=0. Réwnanie [b] wskazuje wtedy, ze do, [z znika dla elemen-~
16w w rodkach ciezkoéci przekrojéw, tzn. clementy polozone wzdluz osi maja zerowy obrét
wzgledny, a jezeli jeden z nich jest utwierdzony, to i pozostale nie obracaja sig wolkét osi.
Przy ¢ réwnym zeru réwnanie [a] przyjmie postaé

@0 20 v Py df _

o By 1t I dy
Podstawiajac [172] do warunku brzegowego [d] poprzedniego paragrafu otrzymujemy

D d AP dx 0D P2 ol dy ,
e —[ 0 | [173]

v ds Ox ds ~as |2
7 réwnania tego, przy zadanej funkeji f(y), mozemy obliczyé wartoéei funkeji @ wzdhuz
brzegu przekroju poprzecznego. Réwnanie [172] wraz z warunkiem brzegowym [173] wyzna-
czaja funkeje naprezen @.
3y J. N. Goodier: ,,]. Aeronaut. Sci., tom 11, str. 973, 1944. Inng definicje zaproponowal E. Trefftz: »Z.
angew. Math. Mech.”, tom 15, str. 220, 1935.
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W zagadnieniach, ktére rozpatrzymy ponizej, bedziemy przyjmowaé fankeje £(3) w taki '

spos6b, aby prawa strona réwnania [173] byla réwna zerul). A wice @ jest stale wzdbuz brzee
Przyjmujac stala te réwna zeru, sprowadzimy zagadnienie zginania do rozwigzywania réwn. i
1'cl’;211i(:zkowego [172] z warunkiem brzegowym @ =0 na brzegu. Zagadnienie to jest analo
giczne do zagadnienia ugiecia réwnomiernie naciagnietej blony, majacej taki sam brz; 'al-
przekr6j poprzeczny  belki zginanej i poddanej ciaglemu obciazeniu, okreflonemu a[iang
strong réwnania [172]. Obecnie pokazemy kilka zastosowar tej analogﬁ. .
107. Kolowy przekr6j poprzeczny. Niech brzeg przekroju dany bedzie réwn

ania

aniem
224 42 =2
7 [a]

Prawa strona warunku brzegowego [173] stanie sie zerem, o ile weZmieniy
P,
) = —— (re — 2 I
S0 =5 (2~ [b]

P‘odstawiamy powyzsze do réwnania [172]; funkeja naprezer @ jest wtedy okreslona réwna-
niem

_Qigﬁ_ _82@ _ 1+2v Py

R W [e]

: : e ; .
! }warunk];;em, e =0 na brzegu. W ten sposéb funkeja naprezen okreslona jest ugieciami
ony o brzegu kolowym i o promieniu r, réwnomiernie rozciggnictej i poddanej obeiagenin

poprzecznemu o intensywnoscei proporcjonalnej do

_14+2y Py
1+» I

Jest jasne, ze 16 i i : i :
jasne, ownanie [c] i warunek brzegowy sa spelnione w przypadku przyjecia

D = m(x?+ y% — 1)y [d]
g'dme m jest stalym wepélezynnikiem. Funkcja ta jest réwna zeru na brzegu [a] i spelnia
rownanie [c], jezeli przyjmicmy

_— (I+29)P
S(1+»)1
Réwnanie [d] przyjmie wtedy postaé

_ (A+2»pp
T BAagr O H [e]

Skladowe naprezenia otrzymamy teraz z réwnania [171]:

(3+20)P 1—92
A il i | (0 .
Ty 312, )
7 — _ (14+2y) Pxy
e = — ————

YR

ionowa skladowa naprezen styeznych 7, jest parzysta funkeja x i y, a pozioma sldadowa

[174]

) Patrz S. Timoshenko: ,Biul : P G T
London Math, Soc., seria 2, fom 20, s, 395, Togs, keIl Pelersbur, 1913, Rownies ,Proe.
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7. — nieparzysta funkeja tych samych zmiennych: Stad rozklad naprezen [174] da wypad-
Z

kyowa wzdluz pionowe]j érednicy przekroju kolowego.

Wezdluz poziomej érednicy przekroju jest =01z [174] otrzymujemy

B+, 1-—2 ) o |
gAY ) ™ H

Maksymalne naprezenia styczne dostajemy w srodku (y=0), gdzie

_ (B34 2y)pr?
(sz)rnax L 8 (1 JF 'V)I [‘g]
Naprezenia styczne na koticach poziomej $rednicy (y= =4r) sa réwne
_ (4 2P
(sz)_'lﬁ:if - 4(1_’_ 'V)I [h]

Wielkoéé naprezent stycznych zalezy od wielkosei wspélezynnika Poissona. Przy »=0,3
[g] i [h] przyjma postaé
P P

z 5 (T.\'z_)y=ir = 1,23 i [].{]

(sz)max - 1a38 A

gdzie A jest powierzchnia przekroju belki. Elementarna teoria belek oparta na zalozeniu,
#e naprezenie styczne T, jest rownomiernie rozmieszezone na przelkroju poprzecznym, da nam

4 P
34

Tp =
W ten spos6b blad elementarnego rozwigzania dla wartoéci maksymalnego naprezenia wy-
nosi w tym przypadlku okolo 49,.
108. Przekroj eliptyczmy. Metoda przedstawiona w poprzednim paragrafie moze
by¢ réwniez zastosowana w przypadku przekroju eliptycznego. Niech

x2 2

¥
P

-b—2——1=0 [a]

bedzie brzegiem przekroju. Prawa strona réwnania [173] zniknie o ile przyjmiemy

P [ a?
f)=— ﬂ_(ﬁyz - CLZ) [b]
Podstawiajac do réwnania [172] znajdziemy

920 2?0 Py [a? v

Mﬂaﬁ”T&ﬁTﬁ) e
Réwnanie to, lacznie z warunkiem @ =0 na brzegu, okreéla funkcje naprezen @. Warunek
brzegowy i [¢] sa spetnione, gdy przyjmiemy

_ (L+vai+eb2 P a? 2) 4
=ity T\ Ty — v ) Ld]

Gdy a=b, rozwiazanie to pokrywa si¢ z rozwigzaniem [c] poprzedniego paragrafu.




agadﬁ{eﬁie-.spf&i\%&dza-éiiéﬁdo Wwyznaczenia ugied réwiomiernie rozciagniglej blony prosto-

Podstawiajac [b] i [d] do wyrazest [171] znajdziemy skiadowe naprezenia atie] pod wplywem obeigzenia ciaglego o intensywnosoi proporcjonalnej do

. :MH’?_.ﬁ[az_sz)f_ 2 v Dy
1+ (Ba+ 5% 2 20+ W2+ b2 Y -7

[175)
(1+7)a?+vb2  Pxy .
Ty = — 2

(49 Ba?+ 0% [

Dla poziomej osi praekroju eliptycznego (x==0) mamy

é;rzywa mnp na tys. 188 przedstawia przekréj blony plaszezyzna yz. ‘
| Ze zwiazkow [171] widzimy, 7e naprefenia styczne mozna rozlozy¢ na dwa nastepujace

“uktady

20+wa+b® P[ (1—2)a? | S T S WU 1
= i _ M Tye = =7 10 x%); Ty, a
T ) (BB b9 3F [a 201 Fw)at1 52 ) ot ) [ T s
Ty = 0 ~ | . 8D 8 1
Maksymalne naprezenie wystepuje w érodku {(y=0) i dane jest wyrazeniem nastepujacyny. @ e T dy ’ e 2 T
(e = Pa? [1 a4 vb?(1 + 1:)] -:-'.Piel‘WSZY uklad przedstawia paraboliczny rozldad naprefen, wyni-
®zimax T Tor — | —

21 3a?+ b2

; kajacy ze zwylte], elementarnej teovil belek. Drugi uldad, zaleiny x
C s . . : . . : i redstawia konicczne poprawki do elementarnego
Jezeli b jest bardzo male w poréwnaniu z @, to mozemy pomingé wyrazy zawierajace b%a od funkeji @, prredstawia ko pop ' } y mj; ,
twt dk : " rozwiazania, Wielkodéel tyeh poprawek okreélone sa latem nachy- : \l
i wtym praypadku ) Wi : ach
o lenia blony. Wazdluz osi y z warunku symetrii d@/dx =0 poprawka- z

mi do elementarnej teorii sa plonowe naprezenia styczne dane ka- Rys. 188

LR *

tem nachylenia 0/dy. Zgodnie z rys. 188 7 jest dodatnie w punk- ' ) o
tach m i p oraz ujemne w punkeie n. W ten sposéh wzdiuz poziomej osi symetrii naprezenie

ie | ; § lernie j arnej teoril, lecz posiada maksymalne war-
T, nie jest rozlozone réwnomiernie jak w clementarne; , p ¥

Pa? 4 P
(sz)max = _?;T— = g?
co pokrywa sig z rozwigzaniem elementarnej teorii zginania belek. Jesli & jest bardzo duief
W poréwnaniu z @, otrzymujemy C
2 P

todel na koncach m i p oraz minimum w $rodiu n.
1+9 A4

7 warunkéw obciazenia blony widzimy, ze @ jest parzysta funkeja x i nieparzystg funkeja v,
Warunki te oraz warunek brzegowy sa spelnione przez przyjecie @ w postaci szeregu Fou-

(sz) max “—

Naprezenia na koricach osi poziome; (y=£0b) w tym przypadku sg réwne
riera

T [ 4"V P o
Q T A O N 2m-+ D, nmy
L @ = Aoy 08 { o ) sin— [d]
Rozklad naprezent wedhus poziome;] osi jest bardzo daleki od réwnomiernege i zalezy od wiel- el

kosci wspélesynnika Poissona v. Biorac »=0,30 otrzymanmy | ’ o | N
- 5 Podstawiajac powyzsze do réwnania [b] i stosujac zwylkly sposéb obliczania wspélezynnikéw

szeregu Fouriera, otrzymujemy réwnaiia

¢ b Dy nat
om+1\° n\? B v P [ (2m+ lymx sin 7Y dx dy
A2”’+1'"”2“b[(_§a) +(€) D I ) P B 7 b
)

P Bb(— Lyrr—1
T

o5 1]

Podstawiajac do réwnania [d], znajdziemy

; P " P
(Tx;)max = 1,54.‘2 3 (Tx.f:);:(i, y=b = 0,92‘-Z
Maksymalne napregenic jest okolo 14% wicksze od danego réwnaniem elementarnym,

109. Przekrdj prostokatny. Réwnanie linii brzegowej w przypadku prostokata po-
kazanego na rys. 188 ma postaé

v
(3% —a¥ (2~ 1) =0 fa] Apmitn = — 14
Jezeli podstawimy do réwnania [173] zamiast Sy) stata Pa%2], 1o wyrazenie Px?/21 — Pa?/2]
bedzie réwne zeru na bokach prostokata x= -+, Wzdhus pionowyeh bokéw y = +b pochodna
dyfds=0. W ten spos6b prawa strona réwnania [173] jest réwna zeru wedhuz linii breegn
i mozemy przyjaé na hizegu @ =0. Réwnanie résniczkowe [172] przyjmie postaé

D Qb v Py

R E e [b}

w (—1ytn=t cos 2m 1 Lz sin

m=00 .

v P 853 24 _. b
O T T e
) {2m+ i 7(2m—§— 1) T +n

n=1

Réwnanie to, facrnie z warunkiem brzegowym, wyznacza w zupelnosci funkeje naprezen.

285
284




Zﬂﬂ ac pow yZbZ:L flll].I{CJQ IldPIQZe 0Ze y . 4 namn |c 5] }dt owe llE].pIQ eI S Y - 1 e
11, I 1 71]&16/((, Z TOW 1 t
[ 5, Vi zenia st Cz W e y »

Wyprowadémy poprawki do naprezen, otrzymywanych » teorii element
Mozemy zauwazyé z ugiccia blony (rys. 188), ze wadluz tej
tosc- i (.llatego maksymalne napresenie powstaje w srodkowych punktach
Obliczajac pochodng d®/dy i biorac x=0, otrzymamy

'y B » P 8h2 2 : z_ :
('L'xz)x:ﬂ* ]+'V T‘Ef
m=10 n=1 (21}1

?tﬂd znajdziemy nastepujace zwigzki okreglajace naprezenia w érodku przekroju (y=0
i dla érodka pionowych hokéw prostokata: "

(=1)m+a—1 ¢oq ’ZZU’

he
-+ 1) [(2n1+ 1)2 W+TL2]

m-=0o n=oo

(L Yyt TLIE % E § = {—lpe=d
+ v 7
o0 o (Em+ 1)

2
[(Zm +1)2 Zba—g. + rﬁ]

m=0co n=o0o

re P 82
(Tx x= =ph = _2__
z.) 0,y=b 1-|—‘p I 733 bz_———‘
ma0 nel (2m+1) [(2m+1)2____5_ n2
4a?

(_ l)m—l

Sumowanie tych szeregéw uprosci si¢ znacznie, gdy zastosujemy znane zaleznodc

— 1 &
| n? 6
n=00
Fero g
=l n? 12

Z ,_;__Lﬂig B (1 —sech—zn—)
7(2m TDI@m+ 12+ 32 (km/2)?

m=0

* E ; i :
. ) Za.!cz.m?sc te mozemy -otrzymac stosujqe szereg trygonometrycany [h] (str. 147) dla przypadku preta obeig-
zonego sitami poprzecznymi P i osiowymi sitami rozciggajacymi S; otrzymamy, ze
n=o0o0 , nmwec | nmwx
opp sin ——sin ——
your AP WO [
Elnt 1__1| n?(n?+ k?)
n=

gdzie
512

B
" En

a [c] jest odleglodcia obciazenia P od lewej padpory (rys. 112). Podstawiajac obecnie ¢=0 i Pe= M, dochodzimy

286

- arnej wzdluz osi .,
°) 081 poprawki maja najwiekszg war-

bokéw y= 14,

|
lI

) v 3P B E 4\ _ (&)
(Taz)x=0,y=0 = Grvid @ |3 = nma
i e nzcosh—b~_

. - 176}

y 3P b { e

b Pol2 4 \N'_ 1
(Ter)x=0,3=p = 1trv24 a2 | 3~ =° ma

niwa
— ngcosh—b—

gdzie A=4ab jest powierzchnia przekroju poprzecznego. Szeregi te sq szyblozbieine i obli-
czenie poprawek '5:; dla dowolnej wartosel stosunku afb nie przedstawia trudnodei. Poprawki
te musimy dodaé do wartodci 3P/24 danej zaleinoécia elementarna,

a 1 Il
Punkt — 2 1 i u
b 2 4
x=0, y=0 doktadna 0,983 0,940 0,856 0,805
przyblizona 0,981 0,936 0,856 0,826
x=0, y=0b dokladna 1,033 1,126 1,396 1,988
przyblizona 1,040 1,143 1,426 1,934

W pierwszych wierszach powyiszej tablicy podano wspélezynniki liczbowe, przez ktére
nalezy pomnozyé przyblizona wartoéé naprezenia stycznego 3PJ2A4, aby otrzymaé dokladne
wartodel naprezent). ‘

Wspolezynnik Poissona » w tych obliczeniach réwna sie jednej czwartej. Z powyzszej
tablicy widaé, ze zwiazek elementarny daje bardzo dokladne wartosci tych naprezen, gdy
a/b’=2. Dla przekroju kwadratowego blad dla maksymalnego naprezenia otrzymanego z ele-
mentarnego zwiazku wynosi okolo 109,

Stosujac analogi¢ blonowa mozemy wyprowadzié wygodne, przyblizone réwnania dla
obliczania naprezeni stycznych. Jezeli a jest duze w poréwnaniu z b (rys. 188), to mozemy

cd. notki ze str. 286
do nastepujacej linii ugigeeia pod dzialaniem pary sit M praylozone] na lewym koficu

nwx

n=oco =
_ 2MPe Z S
Y= Ene (59
n=
a ugigcic w §rodkn wynosi
m=0co
§— 2MP (=1 [a}
~ Eln? 2m + 1) [(2m+ 1)2 4+ &%
m=0
To samo ugiecie otrzymamy przez calkowanie réwnania rézniczkowego linii ugiecia
M3 k7
= Sy ) Riiad b
d ST (1 sech 7 ) [b}

Powyisze réwnanie w tekécie wynika z poréwnania [a] i [b].

1) Liezby w tej tablicy sa nieco réine od podanych przez Saint-Fenanta. Przy sprawdzaniu wynikéw okazalo
sig, ze w jego obliczeniach znajduja sie bledy numeryczne.

287




przyjaé, ze w punktach dostatecznie dalekich od krétkich bokdw prostokata powierzchnia '

btony jest praktycznie walcowa. Wtedy réwnanie [b] przyjmie postaé

¢ v Py

dy? 149 [
i znajdziemy

¥ P . ;
? =Ty er Ot g

Podstawiajac do réwnania [c], otrzymamy napresenia wzdhuz osi ¥

_ Pl e, v (. bR .
Rl s e Gl e

Stad widaé, ze w przypadku waskiego prostokata poprawka do réwnania elementarnego,
okreslona drugim wyrazem w nawiasie, jest zawsze mala,

Jezeli b jest duie w poréwnaniu 7 a, to ugiecia blony w punktach odleglych od krétkich
bokéw prostokata moga byé przyjete jako liniowa funkeja y i z réwnania [b] otrzymamy

Ll N
9f 14y T

- Y e 2
T+, or @*—ad) [e]
Podstawiajac do réwnan [c], otrzymujemy skladowe naprezenia stycznego

1 P B

P
. (a2 _ A2
Tty 2@ %)

v
Ty = T o
: I+» T Y

W érodku ciezkodei przekroju poprzecznego (x=y=0), mamy

1 Pa?
1+v» 2T °

I Te= 0

W poréwnaniu ze zwyklym rozwigzaniem elementarnym, naprezenia w tym punkcie redu-
kuja sie w stosunku 1/(1+4)

Aby spelni¢ warunek brzegowy na krétkich bokach prostokata, weZmiemy zamiast [g]

nastepujace wyrazenie na funkeje naprezent

_y,, EJL (xz _ (t,2) [1 —e —(b—y)m] []1]

b —
142 27

gdzie m musi byé wyznaczone z warunku minimum energii (por. par. 97). W ten sposib
znajdujemy

1
m = %\/10

Przy tej wartodci m i za pomoca wyrazenia [h] mozemy obliczyé z dostateczng dokladnoscia
maksymalne naprezenie styczne, ktére wystepuje w $rodku krétkich bokéw prostokata.
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|

Jeieli oba boki prostokata sg wielkoéciami tego samego rzedu, to mozemy otrzymad
przyblizone rozwigzanie dla rozkladu naprezen w postaci wielomianu, przyjmujac nastepujaca
funkecje naprezen

D = (x* —a®) (y® — b%) (my + ny®) (k]
Obliczajac wspdlezynniki m i n z warunku minimum energiil) otrzymujemy
i 1 8a
s <', et
B v P 11 b2
TTTTEv 8l 1 a2\ 1 8a?\ 1 oa
Tt )\mt ) T e
y r 1 .
T T4v et 1T 3a2\[ 1 | 8a Ll ow
7 s\ )T T e
Naprezenia styczne, obliczone z [k], sa réwne
RPat

(Tee)x=0, y=0 = e + ma?b?

(1
Pa? B

(Ted)x=0,y=b = a7 2a?b*(m + nb?)

Przyblizone warto$ci naprezen styeznych podane w drugich wierszach tablicy (por. str. 287)
zostaly obliczone za pomoca tych zwiazkéw. Zobaczymy, ze przyblizone réwnania [1] daja
wystarczajaca doldadno$é w tym zakresie wartoscel afb.

Jezeli szerolo$é prostokata jest duza w poréwnaniu z wysokodcia, to maksymalne napre-
zenia s o wiele wicksze od wartodci 3P/24, podanej przez teorie elementarng. Co wiceej,
o ile bja przelkracza 15, to maksymalnym naprezeniem nie jest skladowa 7. w punktach
x=0, y= +b, czyli w érodkowych punktach pionowych bokéw. Maksymalnym naprezeniem
jest pozioma skladowa 7, w punktach x=a, y= £, a wigec na gérnym i dolnym brzegu
w poblizu narozy. Wartodci tych napreZenn podane sa w tablicy®) ponizej. Wartodci 5 sa
podane w postaci (b—7)/2a w ostatniej kolumnie, b—1 jest odlegloécia punktu maksymal-
nego naprezenia od naroza.

b (sz)x=0,yﬁb (Tyz)xza,y:n b—n
‘a 3P[24 3Pj24 2a
0 1,000 0,000 0,000
2 1,39(4) 0,31(6) 0,031(4)
4 1,988 0,968 0,522
6 2,582 1,695 0,649
8 3,176 2,452 0,739
10 3,770 3,226 0,810
15 5,255 5,202 0,939
20 6,740 7,209 1,030
25 8,225 9,233 1,102
50 15,650 19,466 1,322

1) Patrz Timoshenko, loe. cit.
%) E. Reissner i G. B. Thomas: ,,J. Math. Phys.”, tom 25, str. 241, 1946,
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110. Dalsze wyniki, Rozpatrzmy przekrsj o brzegach skiadajacyeh sie z dwu bokdw pionowych y= j:
(rys. 189) oraz dwdch hiperboll) )
(14 1)a? — vy® = a®

Mozemy latwo wykazaé, Ze prawa strona rdwnania [173] na str. 281 bedzie réwna zeru na brzegu, jegli przyjmiemy

L ——

X 2231 + & —
Rys. 189 ox* ay?

_ P v a?
Jf_(_J_’_),:Ef(1+py +T4'?3ﬁ)

Podstawiajac do réwnania [172], otreymujemy

NI

Réwnanie to i warunek brzegowy [173] sa spelnione, gdy preyjmiemy @=0. Wtedy skladowe naprezenia stycznegé;

z rownah [171] przyjma postaé -

P v a®
R R ST
Tt 2I( LA W +1+v)

Tz =0
W kaidym punkcie przekroju naprefenie styczne jest pionowe. Maksymalne naprefenie wystepuje w érodkua
pionowych bokéw przeleroju I réwna sig

Pa?
2I

Tmax =

Zagadnienie moie byé réwniei lalwo rozwigzane, gdy brazegi przekroju poprzecznego sq dane réwnaniami

(ﬂ:%)v:(lm_ﬁ-); e>x>--a | [b}

Dla v=1/4 przekrd] popizeczny posiada ksztalt pokazany na rys. 190,

0 ile wefmiemy
_ Pt rYv
fin = TI[l —(:i: “E") }

to lewa strona warunku brzegowego [173] znika, tzn. @ musi byé stale wzduz breegu. Réwnanie [172] preyjmie
postad ’

1

1
b b v Py, P oy )::‘“1
oa? dy* 14w [ 2bly b

Réwnanie to i warunck brzegowy bedzie spelniony przez przyjecie

1
_ Pa¥ P y Yot
= ["(F”)ﬂ(i 3) ]

Podstawizjac do réwnad [171], znajdziemy

P Py

ETErTa (o — 5% = — Tinr ™ ic] x

Rys. 190

Ty ==
Ten sam wynik mofemy otrzymaé na innej drodze. RozwaZajac naprezenia w pro-

stokatnej belce o szerokoéei duiej w pordwnaniu z wysokoécig, stosowalidmy jake przyblizone rozwiazanie na
funkcje naprezen (wyraZzenie [g] par. 109] nastepujace wyrazenie

1) Zagadnienie to rozpatizyl F. Grashof: , Elastizitit und Festigkeit™, str. 246, 1878,

gy

..skqd motemy” wyprowadzié wyrasenie [} na skladowe naprezenia. Réwnanie brzegu moina obecnie snalezé
¢ warunku, e na braegn kierunek naprefen pokrywa sie z kierunkiem stycznej do brzegu. Stad

dr _dy

Tz Tyz

Podstawiajac z [c] i calkujae, dochodzimy do réwnania brzegu
y = blat — a2)r

Stosujqc metodg energetyczna (par. 109} mofemy otrzymaé przyblifone rozwiazanie w wiclu innych przy-
padkach. Rozwasmy na przyklad przekrdj pokazany na 1ys. 191, Pionowe boki dane sa réwnaniami y=--5,
pozostale dwa boki s tukami kola

oyt —rt= [d]

Prawa strona réwnania {173] znika o ile weimiemy

y ¢
P
fly) =55 ¢ — ¥H a
Wtedy przyblizone wyraZenie na funkeje naprezen ma postaé "’
L 7 1
B = (3 — b%) (2 +y* — 1) (dy + By* +- ..) J)
gdzie wspélezynniki 4, B, ... musza byé obliczone z wa- Rys. 191 Rys. 192

yunku minimum energil.

Dla wielu ksztaltdw praekroju poprzecznego otrzymano Tozwigzania stosujac hiegunowe i inne krzywoliniowe
wspdtrzedne 1 funkcje zmiennej zespolonej. Sa to przekroje ograniczone dwoma kelami, wspolérodkowymil)
lub mimoérodkowymi®), kola z promieniowymi szczelinami®), kardioida?), Slimakiem Pascala®), konchoida
eliptycznaf), dwoma elipsami o wspélnych ogniskach?}, elipsq i hiperbola o wspélnym ognisku®), tréjkatams
i wielokatami®), wlacznie z prostokatem ze szezelinami®®) 1 przekrojem w ksztalcie wycinka pierscienia kolowego??).

111. Przekroje niesymetryezne. Jako pierwszy praykiad rozwaimy przypadek iréjkata réwnobocznego
{rys. 192}. Brzeg pizekroju poprzecznego dany jest réwnaniem

(y—a) [+ Q2a+rhtge]fz-- Qa+y)igal=0
Prawa strona réwnamia [173] jest réwne zeru, o ile preyjmiemy

fn= —21—;- (224 yPtgta

Wiedy réwnanie {172] wyznaczajace funkeje naprezen @ przyjmie postaé nastepujaca

e L R

- P %
W-l'—aﬁ'—m'l—“"f(za*}‘}’)tg“ [a]

1) Rozwigzanie jest podane w ksiazce A. E. H. Love: ,,Mathematical Theory of Elasticity”, wyd. 4 str. 335
iw ksiggce 1. S. Sokelnikoffa: ,Mathematical Theory of Elasticity®, str. 253.

% B. R. Seth: ,Proe. Indian Acad. Sci.%, tom 4, sec. A, str. 531, 1936, oraz tom 5, str. 23, 1937.

3y W. M. Shepherd: ,,Proc, Roy. Soc.“ {London), seria A, tom 138, str. 607, 1932; L. A. Wigglesworth:

oProc. London Math. Soc.”, seria 2, tom 47, str. 20, 1940 i ,,Proc. Roy. Soc.” (London), seria A, tom 170, str. .

365, 1939,

9 . M. Shepherd: ,Proc. Roy. Soc.” (London), seria A, tom 154, str. 500, 1936.

%) D. L. Holl i D. H. Rock: ,,Z. angew. Math, Mech.”, tom 19, str. 141 1930.

8 A. C. Stevensor: ,Proc. London Math, Soc.”, seria 2, tom 45 str. 126, 1939.

"y 4. E. H. Love: ,Mathematical Theory of Elasticity”, 4 wyd. str. 336,

8) B. G. Galerkin: ,Biul, Inst. Inz. Drég i Komunikacji®, Petershurg, tom 96, 1927, Réwniez 5. Ghoshz
Bull. Calentta Math. Soc.“, tom 27, str. 7, 1935. B

% B, R. Seth: ,,Phil. Mag.”, tom 22, str, 582, 1930, oraz tom 23, str. 745, 1937.

Wy D, F. Gunder: ,,Physics, tom 6, sir. 38, 1935,

11} M, Seegar i K. Pearson: ,Proc. Roy. Soc®, (London), seria A, tom 96, str. 211, 19520.
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Przyblizone rozwigzanie moiemy otrzymaé stosujac metode energetyczna. W szezegélnym przypadku ady

tg205=—‘p— i
1+» 3 [b]

rozwiazanie Sciste rownania [a] otrzymujemy przyjmujac jako funkcje naprezen wyrazenie

@=%|:x2 = % (2a+3’)2}(3’_“)

Skladowe naprezenia otrzymujemy z réwnan [171]:

D Pa? P 2y 3P
e, W T PR TNS Tga [“"'”“(2“*”’1
0 2/3P Ll
Te=— = #la—y)

Wzdluz osi y (x=0) wypadkowe naprezenie styczne jest pionowe i przedsiawione w postaci liniowej funkeji

Fﬂ— Maksymalna wartoé tego naprezenia wystepuje w Srodku pionowych bokéw
/4

przekroju poprzecznego i wynosi

X

2/ 3P

Rys. 193 Tmax = —g3 [d)

Przez obliczenie momentu sit stycznych danych naprezeniami [¢] wzgledem osi 2 mozemy wykazaé, ze w tym przy-
padku wypadkowa sila poprzeczna przechodzi przez érodek cigikosci C przekroju.

Rozwazmy nastgpnie przypadek ogdlniejszy przekroju o poziomej osi symetrii (vys. 193), ktérego dolna i gérna
czgéé brzegu dana jest réwnaniami

z=py) dla x>0

x=—y(y) dla x<0
Wtedy funkcja

v + 9] [x —p(n)] = 2* — [p()]*

znika wzdluz brzegu i w naszych wyrazeniach na skladowe naprezenia [171] mozemy przyjaé

2
— 2
fO) =57y
Przy tym zalozeniu funkeja naprezent musi spelniaé réwnanie rézniczkowe o postaci %

PP PP vy Py P dy
ox? 9yt 14v I —T"P(J’)W

i jest stala ma brzegu. Zagadnienie sprowadza sie do znalezienia ugigeia réwno- X

miernie naciggnigtej blony, w przypadku gdy intensywnoéé obeiazenia dana jest prawa Rys. 194

strona powyzszego réwnania. Zagadnienie to rozwiazuje sie zwykle z wystarczajaca do-

Idadnoscia metodg energetyczna — tak, jak to bylo pokazane w przypadku przekroju prostokainego (str. 289).
Przypadek pokazany na rys. 194 moze byé potraktowany w podobny sposéb. Prayjmijmy np., ze przekroj

jest segmentem parabolicznym i Ze réwnanie paraboli jest nastgpujace

Wtedy weZmiemy

Przy tym wyrazeniu na f(y) pierwszy czymmik prawej strony réwnania [173] znika wzdhuz czeéei parabolicznej
bizegu. Drugi czynnik dy/ds mika wzdiuz prostoliniowej czgéci brzegu. W ten sposob znowu znajdziemy, ze
funkcja jest stala wzdluz brzegu i zadanie mozna rozwiaza¢ za pomocyg metody energelycznej.

112. Srodek Scinania. Przy rozwaianiu zagadnienia belki wspornikowej przyjeliémy,
ze 05 z przechodzi przez of érodlkowa belki, a % iy sa gléwnymi osiami przekroju. Przyjeliémy,
7e sita P jest réwnolegla do osi x i znajduje sie w takiej odleglodci od érodka ciezkodei, ze nie
wystepuje skrecanie belki. Odlegloéé ta, wazna w obliczeniach praktyeznych, moze byé latwo
znaleziona, gdy naprezenia przedstawione réwnaniem [171] sa znane. W tym celu obliczymy
moment naprezef stycznych 7, i 7, wzgledem srodka cigzlosci. Moment ten oczywiscie
wynosi

Mz = f f (szjf - T_vzx) dx (Zy [a]

Zauwaiywszy, e naprezenia rozmieszczone na koricowym przekroju belki sa statycznie
réwnowazne dzialajacej sile P, dochodzimy do wniosku, e odleglod¢ d sity P od érodka cigz-
kosci przekroju réwna sig

_ 1M
-5 [b]

Dla dodatnich M, odlegloéé d musimy przyja¢ w kierunku dodatnim y. W poprzednich
rozwazaniach przyjeliémy zalozenie, ze sila dziala réwnolegle do osi .

Gdy sita P jest réwnolegla do osi y zamiast osi %, to mozemy za pomoca podobnych obli-
czeni ustalié tal-ie polozenie linii dzialania sity P, ze nie wystepuje obrdt srodkéw cigzkoscei

d

przekrojow poprzeczych. Punkt przeciecia tych dwéch linii dzialania sit zginajacych ma wazne
znaczenie. Jezeli sita prostopadta do osi belki zostanie przytozona w tym punkcie, to mozemy
ja rozlozyé na dwie skladowe réwnolegle do osi x1iy.
Na podstawie powyzszych rozwazan dochodzimy do
wniosku, ze nie spowoduje ona obrotéw Srodkéw
ciezkodci belki. Punkt ten jest nazywany $rodkiem
écinania lub czasami $rodkiem sztywnoéei.

Jezeli przekroj belki ma dwie osie symetrii, to
mozemy natychmiast dojéé do wniosku, Ze érodek

dcinania pokrywa sie ze srodkiem cigzkodei prze-

kroju. Jezeli istnicje tylko jedna o$ symetrii, 1o Rys. 195

wnioskujemy z warunku symetrii, ze érodek $cinania

lezy na tej osi. Biorac jako 0é symetrii y, obliczymy polozenie érodka écinania z wyrazenia [b].
Rozwazmy na przyklad przekrdj pélkolistyl) pokazany narys. 195. Aby znalezé naprezenia

styczne zuzytkujemy rozwiazanie, wyprowadzone dla belek kotowych (por. str. 281). W przy-

padku tym nie wystepuja naprezenia dzialajace na pionowa érednice przekroju xz. Mozemy wy-

obrazié sobie belke podzielong plaszezyzna xz na dwie polowy, z ktérych kazda przedstawia

pélkolista belke zginang sita P/2. Naprezenia dane sa zwiazkami [174]. Podstawiajac do wyraZenia

[a], catkujqc i dzielac moment M, przez P[2, otrzymamy odleglosé sity zginajacej od poczatku 0

2M, 8 3+4v
P " Tam Liv @

e =

1) Patrz S. Timoshenko: ,Biul. Inst. Inz. Drég i Komunikacji“. Petersburg, 1913. Wydaje sig, ze prze-
mieszezenie sily zginajacej ze srodka cigikoéei przekroju zostalo w pracy tej zbadane po raz pierwszy.




E

Wielkosé ta okresla potozenie sily, przy ktérym element przekroju w punkcie O ($rodku kota)
nie obraca sig. Réwnoczesnie element w érodku ciezkodci przekroju pétkolistego obréci sie
0 warto$¢ (por. réwnanie [b] str. 281)

P (l — 2)

5 0,424r

gdzie 0,424r jest odleglodcia od poczatku O do érodka ciezkodei przekroju pélkolistego. Aby
usungé ten obrét, musimy przylozyé moment skrecajacy tak, jak pokazano na rys. 195,
Wielko$é tego momentu skrecajacego znajdziemy, wylcorzystujac tablice na str. 250, 7 ktorej
dla przekroju pélkolistego otrzymujemy jednostkowy kat skrecenia
G- M,
-~ 0,296Gr _
Wtedy z warunku, e element w érodku cigzkodci przekroju nie obréei sie, otrzymujemy

M(l—z) »P(l—2z) vP - 0,29614 - 0,424
P c 04947+ Y e ol i e
0,296C7 B e M 2L+ 01

Moment ten bedzie spowodowany przesunieciem sily zginajaeej P[2, w kierunku osi z
o wielkoéé

_2M,  8v-0.296- 0424
P 2(1 4+ vy
W celu otrzymania odlegloéei érodka $cinania od érodka kola 0, wielkodé powyzsza musi

byé odjeta od poprzednio obliczonej odlegtoéei e. Przyjmujac »=0,3 otrzymamy

e — 0 =0,548r — 0,037 = 0,511r

0

Dla przekrdjéw takich jak na rys. 193 skladowe naprezenia stycznego wynosza

s P P
_ _ 2 20, I
Tyz dy o7 [5" p (,} )1 Tyz B

_[ffe2 92 \ P, | | ’
M —ff( oy It E“) dx dy —gff[x — 92 (V)ly dxdy [e]

Calkujac przez czedci i uwzgledniajac, ze @ znika na brzegu, x= +9(y), otrzymujemy

oD D
I v+ ) aets =2 [ fo0r0

J® — w2 ()] dx = §9° () — 29% () = — 44* ()
ST = w2 )]y dudy = — §[yy*(y) dy
I= []x*dxdy = §[y*(y) dy
Podstawiajac do [c] i dzielac przez P mamy

2 pi(y) d
—— f f Ddx dy+ /2 y;_(y) L
PJ Jv¥(y) dy

Znajac y(y) i stosujac analogie blonowa w celu znalezienia @ mozemy zawsze obliczyé!)
z wystarczajaca dokladnodeia polozenie érodka écinania dla tych przekrojéw poprzecznych.

Stad

_ 1

1) Przyklady takich obliczetr mozna znalesé w ksiazce L. S. Leibensona: ,Variational Methods for Solving !
Problems of the Theory of Elasticity”, Moskwa 1943. ‘
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Zagadnienie $rodka $cinania jest szezegdlnie w_ai.r-le w przypsfc’ﬂcu C]e-nki?éfl(;HHYCh prze-
krojéw otwartych. Potozenie érodka $cinania d.la 'takllch przelfroqow n_mze ‘yc, Jatwo w.yyins-l-
czone z wystarczajaca doldadnoscia przez przyjecle, ze naprqzer}la s’ryc.zr’le sa 10\\?1'01-me1 TB
rozmieszezone na grubodci cianki i ze dzialaja réwnolegle do powierzehni érodkowej éciankil).

Palozenie érodka écinania w-przekroju jest wyznaczone jedynie ksztﬂ%tem pl:zekrnju. Z dru.giej.strony p?-
Josenie érodka skrecania (por. str. 243) jest zalezne od sposobu }Jodparcla -belk_l.-I’r’z.ez Iotlpojn‘cdmle dnb%’amc
sposobu podparcia mozna doprowadzié do pokrycia sig osi érodlfow squcamazz c.mq Srod (ov«{ scjnama. Mozemy
adowodnié, 7 zachodzi to wtedy, gdy belka jest tak podparta, Ze catka _[-J"w dx il{y na l:.)rze croju poprrzecmyn;
osiaga minimum?), gdzie w jest przemieszezenicm pocho.dzqcym‘ .od _Epaczema przy s cham\u (WY-ZDMZT?m 11;1-3‘0
sastosowaniem tego warunku, z dokladnoéeia do liniowej funkeji xiy). W prakfyce zamoutwlame zwy'c eza L}_lzy
rozklad naprezef w poblizu podpartego kotica, jak np. w l}t'z.ypadlku, gdy.zapﬂ}.uega ca}kowwl.e prfm‘m(al.lelsz’cz.enmlm
konicowego przekroju. W tym przypadky, jezeli sita zginajaca ]es'f silg sk’upmuq pr’zcchod‘iz}cq .})I zez Srodek lfcma-ma,
nie powodujaca obrotu, to z twierdzenia o wzajemnoSci przemieszezen (sL.r. 218) \\?m ":J, ze'mzllzeut -a .rq(ta].q:y
spowoduje zerowe ugigeic srodka Scinania. Oznacza to, ze drodek skrecania pok.ryua s.u; ze src.w en:cl1 Scm;n]a )
Rozwaiania te sa przyblizonego charakteru, poniewaz istnienie érodka skrecania zalczlj.f od braku o ksztkm?ma
przekrojow w ich plaszeay/nie, a to nie ma miejsea w zabwrzonym obszarze w poblizu zamocowanego konca.

113. Rozwigzywanie zagadnien zginania za po@ocq mef:ody blon}: mydlanej.
Rozwigzania cisle zagadnie zginania sa znane jedynie dla klll'cu szezegolnych pray-
padkéw, w ktérych przekrd] posiada pewna prosta poataé_. Z.e wzgledow praktycznych wa.zne
jest posiadanie srodkéw, pozwalajacych rozwiagzacé zagadmeme.dla ’dowolnego zaclzu}ego prze-
kroju. Mozemy tego dokona¢ za pomoca numerycznych 01?11(.‘12611 ope.n‘tych na rowna\m.mch
roznic skoficzonych, jak to wyjasniono w Dodaikul, Lub d()sw.ﬂa.dczzllme 7a .pomocq mot;)ély
blony mydlanej?), analogicznej do metody stosowanej w zaga(.huemach skrgcanm}(por. ?.tr. 371).
W celu wyprowadzenia podstaw metody blony mydlanej wykorzystamy réwnania [171],
[172] i [173] par. 106. Biorac

v Py

FO =504w T
réwnanie funkeji naprezen [172] przyjmuje postaé

92 9P '
o5 e _9}7 =0 [a]

Otrzymali$my to samo réwnanie co dla nieobciazonej i réwnomiernie rozciagnigte] blony
(por. str. 243). Warunek brzegowy [173] wyrazi si¢ nastepujaco

o0 [P"c v Pyz]d{y [b]

25 " ler 2w T Jds

iki ; b e i : : jals 2 wyd., tom 2, str. 55.
1 § wnalest w ksiazce S. Timoshenko: ,Strength of Matf?.r]dls: ; e
2; ?Et.]nfgzzﬁisTzé?aaétgle\:.yi\dath. Mech.®, tom 19, str. 347, 1939, A. Weinstein: ,,Quart, Applied Math.,
. 79, 1947, . ‘ .
tuma)S,Psgr;Ig. V. Southwell: ,Introduction to the Theory of Elasticity®, str. 29; . I. Duncan, D. L. Ellis
i C. ton: ,,Phil. Mag®., tom 16, str. 201, 1933. o . .
icC 4)8'%;3521? ten po raz p%erwszy wskazat Vening Meinesz: ,,De Ingenieur”, I\?tri lgffi, Hollanc(:l(,]1}:3311.A Iiii?:f:_]‘l‘?
zostal on rozwiniely przez A. A. Gr?ffitha i‘G. I. Taylora: ,,Tec]:}. Rept. Natl. Advisory g
tom 3, str. 950, 1917—1918. Wyniki powyZsze zaczerpnigto z te€] pracy.
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Catkujac wzdhuz brzegu s, rnajdziemy wyrazenie

P [ x2d v ' Py
P B Ay
If T T+ o T venmst

Skad mozemy obliczyé wartoéé @ dla kazdego punktu brzegu. [(x%/2)
ja wzdluz calego brzegu, poniewaz przedst

le]

; dy znika, jeli wezmiemy
) ’ : awia ona moment statyczny przekroju wzgledem
osi y, ktéra przechodzi przez érodek cigzkodel przekroju. Stad @ obliczone z [e] jest przedsta-
wione wzdluz brzegu Lrzywa zamknieta, h
Wyobra?my sobie, ze na tej krzywej jest rozciagnieta btona mydlana. Wiedy powierzchnia
blony spelnia réwnanie [a] i warunek brzegowy [c]. Stad rzedne blony przedstawiaja funkeje
naprezeli @ we wszystkich punktach przekroju w skali przyjetej dla przedstawienia funkcii @
wzdluz brzegu (réwnanie [c]). . J

Rys. 1965 :

Fotografia na rys. 196a ilustruje jeden ze sposobéw stosowany przy konstrukeji brzegu
blony mydlanej. W plytce celuloidowej wycina sie otwér w taki sposéb, ze po zgiceiu plytki
rzut brzegu otworu na plaszezyzne pozioma ma ten sam ksztalt co brzeg przekroju poprzecz-
nego belki. Plytka jest umocowana na pionowych sworzniach i ustalana za pomoca nakretek
1 podkladek w potozeniu, w ktérym rzedne wezdbus brzegu otworu przedstawiaja w pewnej
skali wartosci @ dane wyrazeniem [c]. Fotografia na rys. 196b ilustruje drugi sposéb kon-
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strukeji brzegu za pomoca cienkich arkuszy wyzarzonej blachy mosiginejn). Niewielkie
poprawki rzednych wzdtuz brzegu otworu moga b_yé dokonane przez male wyginanie brzegu.

Analogia pomiedzy réwnaniami blony mydlanej i zagadnieniem zginania zachodz $ciéle
tylko w przypadku nieskoficzenie malych ugigé blony. W doswiadezeniach jest pozadane,
aby calkowity zakres rz¢dnych blony nie przekraczal jednej dziesiatej jej najwiekszego wymiaru
poziomego. Jezeli jest to konieczne, to amplituda rzednych funkeji wzdluz brzegu moze byé
zmniejszona przez wprowadzenie nowej funkeji @; zamiast @ i podstawienie

@ =D, + ax+ by [d]

gdzie @ 1 b sa stalymi dowolnymi. Z wyrazenia tego widaé, ze funkcja @; réwniez spetnia
réwnanie blony [a]. Wzdluz breegu z wyrazen [c] i [d] wartosci funkeji

P [ a2 v Py
QIZTIZJyQM?gabeerconst

Zmniejszenie zakresu funkeji @; na brzegu mozna zwykle osiagnaé przez odpowiedni dobér
stalych @ 1 b.

Gdy funkcja @, jest wyznaczona za pomoca melody blony mydlanej, to funkecja @ bedzie
obliczona z réwnania [d]. Gdy znamy funkeje naprezen @, to sktadowe naprezenia otrzymamy
z rébwnan [171], ktére obecnie przyjmuja nastepujaca postaé
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Obecnie mozemy latwo obliczyé skladowe naprezenia w kazdym punkcie przekroju, o ile
tylko znamy wartodci pochodnych d@/dy oraz d@[dx w tych punktach. Pochodne te sg dane
katami nachylenia blony mydlanej w kierunkach y i x. W celu wyznaczenia kgtéw nachylenia
postepujemy jak w przypadku zagadnien skrecania i najpierw wyznaczamy warstwice powierz-
chni blony. Z planu warstwic mozemy znalezé katy nachylenia przez wykreslenie prostych
linii réwnoleglych do osi wspohzednych i przez konstrukeje krzywych przedstawiajacych
odpowiednie przekroje blony mydlanej. Nachylenie znalezione w ten sposéb nalezy podsta-
wié¢ do wyrazen [e] na skladowe naprezenia stycznego. Dokladnoéé takiego postepowania
mozna sprawdzi¢ oblicrajac wypadkowa wszystkich naprezen stycznych, rozmieszczonych
w przekroju. Wypadlowa ta powinna by¢ réwna sile zginajacej P, przylozonej na koreu belki
wspornikowej.

Doéwiadezenia wykazuja, ze za pomoca metody blony mydlanej mozemy osiagnaé zado-
walajaca dokladnoéé przy wyznaczaniu naprezen. Wyniki otrzymane w przypadku przekroju
dwuteowego?) sa pokazane na rys, 197, Z wykreséw tych widaé, ze w pelni potwierdzaja sie
zwylkle zalozenia teorii elementarnej, ze $rodnik dwuteownika przenosi wiekszoéé sil poprzecz-
nych oraz ze naprezenia styczne sg stale na gruboéci érodnika. Maksymalne naprezenia
styczne wystgpujace w warstwie obojetnej pozostaja w bardzo dobrej zgodnosci z napreze-
niami obliczonymi z teorii elementarnej. Skladowa 7,, w érodniku praktycznie jest réwna

1) Patrz praca P. 4. Cushmana: ,Trans. A. S. M. E.%, 1932.
2) W tym przypadku symetrii wystarczy rozwazy¢ tylko 1/4 przekroju poprzecznego.
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zeru i osigga maksimum w zalomach. To maksimum powinno zalezeé od promienia zaokra-
glenia zalomu. Dla przyjetych proporcji wynosi ono tylko okolo polowy maksymalnego
naprezenia 7,, w warstwie obojetnej. Linie réwnych naprezen stycznych, dajace stosunek
tych skladowych do éredniego naprezenia stycznego P/A, zostaly naniesione na rysunkach.
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Rys. 197

Koncentracja naprezen w zalomie zostala rozpatrzona dla przekroju teowego. Promien
zalomu byl stopniowo powigkszany i dla kazdego przypadlku naniesiono warstwice. Wyka-
zano w ten sposéb, ze maksymalne naprezenie w narozu réwna sie maksymalunemu napl‘f_zi;auiu
w érodniku, gdy promieri zaokraglenia wynosi okoto 1/16 grubosci érodnika.

114. Przemieszezenia. Po znalezieniu sldadowych naprezenia, przemieszezenia u, v, w
mozemy obliczyé w ten sam sposéb jak w przypadku czystego zginania (por. str. 227). Roz-
wazmy tu linie ugiecia belki wspornikowej. Kraywizny w tej linii w plaszezymmach xz i yz
dane sg z dostateczna dokladnoscia wartodciami pochodnych 92u/922 1 9%/d22 dla x=y=0.
Wielkosci te mozemy obliczyé z ponizszych réownan

Pu_ Iy e 191, 130, Pl-z

92 9z o G 9z E o  ET [a]
L T
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Widzimy, #e linia $rodkowa belki wspornikowej jest zginana w plaszezyinie xz, w ktdrej
dziala obciazenie, a krzywizna w dowelnym punkcie jest proporcjonalna do momentu zgi-
najacego w tym punkecie, tak jak to zwykle prayjmuje sie w elementarnej teorii zginania.
Przez calkowanie pierwszego z réwnan [a] znajdziemy
o Pl _P_?,'S,,Jrcz il ' [b]
2K 6KI
gdzie ¢ i d s3 stalymi calkowania, ktére musimy wyznaczyé z warunkéw na utwierdzonym
koticu belki wspornikowej. Jezeli koniec linii érodkowej jest utwierdzony, to u i du/dz sa
réwne zeru dla z—0 1 stad stale ¢ i d w réwnaniu [b] réwnaja sig zeru.
Przekroje poprzeczne belki nie pozostana plaskie, lecz z powodu dzialania sit poprzecznych
wypacza sie. Kat nachylenia elementu powierzchni wypaczonego przekroju w érodku ciezkosei
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wzgledem ugietej linii $rodkowej wynosi

T (sz)_»_f=D,J:07
2 G
i mozemy go obliczyé, gdy znamy napregenia styczne w frodku cigzkoéel.
115. Dalsze badania dotyczace zginania. W poprzednich paragrafach rozwaza-

liémy zagadnienie zginania belki wspornikowej utwierdzone] na jednym konicu i obciazone;
sita poprzeczna na drugim koncu. Otrzymane rozwiazania sg rozwiazaniami $cistymi zagad-
nienia zginania, o ile tylko sity zewnetrzne sa rozmieszczone na konicowych przekrojach w ten
sam sposéb jak naprezenia o, T, T, znalezione z rozwiazail. Jezeli warunek ten nie jest
spelniony, to w rozktadzie naprezenn w poblizu koncow belki beda wystepowaly miejscowe
nieregularnosci, lecz na podstawie zasady Saint-Venanta mozemy przyjat, e w dostatecznej
odleglodci od koricéw, powiedzmy w odleglogel wicksze] niz wymiary przekroju belki, roz-
wiazanie nasze jest wystarczajaco dokladne. Stosujac te sama zasade, mozemy rozszerzyc
zastosowanie powyzszych rozwiazai na inne przypadki obeiazen i podparcia belek. Mozemy
przyjaé z dostateczng dokladnoéceig, e naprezenia w dowolnym przekroju belki w dostateczne;j
odleglodci od obeiazenia zaleza jedynie od wielkoéci momentu zginajacego i sity poprzecznej
w tym przekroju i moga by¢ obliczone przez superpozycje rozwigzan otrzymanych poprzednio
dla belld wepornikowe;j.

Jezeli sily zginajace sa nachylone do gléwnych osi przekroju belki, wtedy mozemy zawsze
roztoiyé je na dwie skladowe dziatajace w kierunkach osi gléwnych i zginanie w kazdej z dwu
plaszezyzn glownych moze byé rozpatrzone oddzielnie. Wiedy calkowile przemieszczenia
i odksztaleenia otrzymamy stosujac zasade superpozycji.

W poblizu punktéw przylozenia sit zewnetrznych majy miejsce nicregularnosel w roz-
Kladzie naprezen, kiére rozwazaliémy uprzednio w przypadku waskiego praekroju prostokat-
nego (por. par 36). Analogiczne rozwazania dla innych ksztaltéw praekrojow wykazuja, 7e
nieregularnoéci te maja charakter lokalny?).

Zagadnienie zginania jest rozwiazane rowniez dla pewnych przypadkéw obciazenia cia-
glego?). Wykazano, ze w takich przypadkach linia érodkowa belki zwykle wydiuia sie lub
skraca tak jak w przypadku waskiego przekroju prostokatnego (par. 21). W tych przypadkach
krzywizna linii érodkowej nie jest juz proporcjonalna do momentu zginajacego, choé¢ konieczne
poprawki sa male i moga byé pominiete w zadaniach praktycznych. W przypadku np. belki
kolowej zginanej cigzarem wlasnym?) krzywizna na koticu utwierdzonym dana jest za pomoca

1 M 1

r EI 6{1+») 2
gdzie a jest promieniem przekroju, I diugoscia belki wspornikowej. Drugi czlon w nawiasie
jest poprawka na wielkosé krzywizny, spowodowana rozkladem obciazenia. Jest ona mala,
rzedu a?/1% Wniosek ten jest réwniez wainy dla belek o innych ksztattach przekrojow, zgi-

wyrazenia

7+ 120+ 492 a? ]

nanych cigzarem wlasnym?).

1) Patrz L. Pochhammer: ,Untersuchungen iiber das Gleichgewicht des elastischen Stabes®, Kiel, 1879.
Patrz réwniez prace J. Dougalla: ,Trans. Roy. Soc.” (Edinburgh), tom 49, str. 895, 1014.

%) J. H. Michell: ,,Quart. J. Math.”, tom 32, 1901, réwniez K. Pearson, tamie, tom 24, 1889, i K. Pearson
i L. N. G. Filon, tamze, tom 31, 1900.

%) Problem ten rozwazyt A. E. H. Love: ,,Mathematical Theory of Elasticity“, 4 wyd., str. 362, 1927,

4) Przypadek bellki wspornikowej o przekroju eliptycznym rozpatrzyt J. M. Klitchieff; ,Biul. Inst.
Politech. Petersburg, str. 441, 1915.
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