Rozpatrujac wal kolowy o stalym przekroju, opisaé zad
stala dla O<z<l[.

21. Udowodnié, ze wzgledny obrét kohcéw (stozkowego
momentem skreeajacym M,, wynosi

anie rozwiszane za pomoca funkeji = Czr4, gdzie C jest

) walu zbieznego, pokazanego na rys, 185, wywolany

M 1(1 1
27(% —cosa + ycos®@) 3G \ @@ BE
Jeieli a i b sg duze pray b—a= I, a @ jest male,

s
konicow skrecanego momentem M, walu,
w istocie.

to powyiszy obrét powinien byé bliski wzglednemu obrotowi

o stalym przekroju, dingodei [ i promieniu & a. Udowodnié, 7e tak jest

o

|

Rys. 185

j funl j- . i ' o .
3 ’ [ ] [ I] P azic A =3
22. Stosu ac lunkcje danﬂ rownaniami (o] 1 [q ar, 104 w yrazy \\Zgl@dﬂy Ob]O! ke Nncow wy '1[117‘()[16 0 wati
BtOZkOW(‘}E’U, andzd‘ nego na rys, 186, przez w1elkoé H ﬂf‘. Kanc‘e wa

ek lu ograniczone ier: iami
o v ey Ji sq powierzchniami kul o pro-

ROZDZIAL 12

ZGINANIE PRETOW PRYZMATYCZNYCH

105. Zginanie belek wspornikowych. Rozpatrujac czyste zginauie (par. 88) poka-
zaliémy, Ze jezeli belka pryzmatyczna jest zginana w jednej z jej gléwnych plaszezyzn dwoma
réwnymi i przeciwnie skierowanymi parami sil przyloZzonymi na koneach, to jej linia ugigcia
lezy w tej samej plaszczyZnie, a z szesciu skladowych naprezenia jedynie naprezenia normalne,
réwnolegle do osi belki, sa rézne od zera. NapreZenia te sa proporcjonalne do odleglodei od
osi obojetnej. W ten sposdb rozwiazanie Sciste pokrywa si¢ w tym przypadku z elementarng
teoria zginania. Rozpatrujac zginanic sila przylozona na konicu belek wspornikowych
o waskim przekroju prostokatnym (par.

20) pokazalismy, Ze oprécz napreien — q) b)
normalnych, proporcjonaluych w kaz-
z Yy
o

zenia styczne proporcjonalne do sily 4 o V%

o

dym przekroju do momentu zginaja-

cego, beda réwniez wystepowad naprg-

. x
poprzeczne;.
Rozpatrzmy obecnie przypadek ogél- Rys. 187

nicjszy zginania belki wspornikowej do-

wolnego ksztattu o statym przekroju, sifa P przylozona na koncu i réwnolegta do jednej z glow-
nych osi przekroju?) (rys. 187). Przyjmijmy poczatek ukladu wspétrzednych w érodku cigzkosei
utwierdzonego konica. 04 z pokrywa sie z linia $rodkowa belki, a osie x i y pokrywaja sie
z gléwnymi osiami przekroju. Przy rozwiazywaniu zagadnienia zastosujemy metodg pél-
odwrotna Saint-Fenanta i na samym poczgtku poczynimy pewne zalozenia, dotyczace na-
prezeri. Przyjmiemy, ze naprezenia normalne, dzialajace w przekroju poprzecznym w odle-
gloéci z od utwierdzonego korica sa rozmieszczone w ten sam sposéb, co w przypadku czystego

zgmania:

_ P(l — z)x

- [a]

g, =

Przyjmiemy réwniez, ze na te same przekroje poprzeczne dzialaja naprezenia styczne, ktére
rozkladamy w kazdym punkcie na skladowe 7, oraz 7,,. Przyjmiemy, Ze pozostate trzy skla-
dowe naprezenia o,, 0, 7., sa réwne zeru. Pokazemy obecnie, ze stosujac te zalozenia docho-
dzimy do rozwiazania, ktére spelnia wszystkie réwnania teorii sprezystosei i dlatego jest
cistym rozwigzaniem zagadnienia.

1) Zagadnienie to rozwigzal Saint-Venant: ,,J. mathémat®. (Liouville), seria 2, tom 1, 1856.
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Przy podanych zatozeniach réwnania réwnowagi [127]

%z pominieciem sil masowych,
przyjma postaé

Ty, o Ty,

9z VR 4 [b]
Ot dt,  Px
d 9y T [c]

Z réwnani [b] wnioskujemy, ze naprezenia styc
kich przekrojach belki.

Rozwazajac teraz warunki brzegowe [128
wolnej od sit zewnetrznych, stwierdzimy,
mosciowo, a z trzeciego otrzymujemy

zne nie zaleza od z i s3 takie same we Wszyst-

] 1 stosujac je do powierzchni bocznej belki,
z¢ pierwsze dwa z tych réwnan sa spelnione tozsa-

Tl + T,,m =0
Z rys, 187b widzimy, ze

dx

[ = cos (Nx) = —di 3 m=cos (Ny) = — 5
s

ds ’
gdzie ds jest elementem krzywej,

ograniczajacej przekréj poprzeczny, Warunek na brzegu
przyjmuje postaé

dy dax
szd;s - Tyz'ﬁ =0 [d]

Przechodzac do réwnari nierozdzielnogci [130] widzimy, ze pierwsze trzy z tych réwnari, za-
wierajace skladowe normalne naprezenia i ostalnie réwnanie, zawierajace 7, 52 spelnione
tozsamosciowo. Wtedy uklad [130] upraszeza si¢ do dwu réwnani

P

Vi =0; Vi = — “Im [e]

W ten sposéb rozwigzanie zagadnienia zginania pryzmatycznej belki wspornikowej o dowol-
nym przekroju sprowadza sie do znalezienia dla Ty 1 T, funkeji z 1 y,
réwnowagl [c], warunek brzegowy [d] oraz réwnania ciaglodei [e].

106. Funkcja naprezesi. Przy rozpatrywaniu zagadnien zgin
korzystywaé funkeje naprezen D(x, ¥)

spelniajacych réwnania

ania bedziemy znowu wy-
- Latwo stwierdzié, ze réwnania rémiczkowe réwnowagi
[b] i [¢] poprzedniego paragrafu beda spelnione przez przyjecie:

JdD P2 D

T = oo TS0 me=— ™ [171]

gdzie @ jest funkeja naprezen, zalesna od x i ¥ a f{y)
péiniej z warunku brzegowego.
Podstawiajac [171] do réwnan ciaglodci [e]

jest funkeja tylko y; wyznaczymy ja

poprzedniego paragrafn otrzymamy

g [P 22 B
x \ a2 T 9yE) T

@ (2D 920 v P ay
dy \ 2 oy?
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7 réwnani tych dochodzimy do wniosku, Ze

o0 S0 _ v Py _df o
a1 14w I dy
lzie c jest stala calkowania, Stala ta ma bardzo proste fizylkalne znaczenie. Rozwain;ly obrét
glcementu powierzehni w plaszezysnie przekroju poprzecznego belki wspornikowej. Obrét
e

ten jest wyrazomy réwnaniem

dv  du

Zw*":ﬂ_a_y

Przyrost tego obrotu w kierunku osi z moina zapisaé w nastepujacy sposéb

d ( o 31!,) ) ( v 910) @ (Qu Qw) _ e e

P [y LIS i 7.1._ P
9x 9y ) 9z+ Ay dy \ 9z o dx Ay

dz
Stosujac prawo Hooke’a i wyrazenia [171] na skladowe naprezenia, otrzymamy

1 (af;z: ar;z) 1 (9%5 Ch dff)

_ — Sk
c\a Glow "o Ty

o
0z (2w,) =

Podstawiajac do réwnania [a] mamy

9 v Py [b]
—Cg =Tt

Jezeli 08 v jest osig symetrii przekroju poprzecznego, to zgina‘nic sita P xlvzdh.lz tej 05}1 da V::’ W)lr‘;
niku symetryczny rozklad obroiu w, elementdw pt‘z(:‘.kl‘()]tll (odpo.ma('l’a]fy:-eg.o"ccllqmzzr-
siodlowej) o éredniej wartodel réwnej zeru dla calego prze?.(m]u. ’J’X wu;c.lc‘)_\;\‘nu’az‘sju? e i
tosé dw,[dz bedzie réwna zeru, co pociaga za sol:.}a .komecznosc przyjecia w\. mxi-nan.l;l i
slalej ¢ réwnej zeru. Jezeli przekréj poprzeczny 1.110 JG%E sylmetryczny, to' walflne'\ zni {ar '
wartosci $redniej dw, [dz uznaé mozemy za definicjel) zgu:mma bez .skrt—_:_cama, I).IZY clzynil oczy

widele znowu bedziemy mieli e=0. Réwnanie [b] wskazuje wtedy, ze c?.o)z/c?)z zn.lka dlae 61116.1;1--
tow w érodkach ciezkodei przekrojow, tzn. elementy polozone wzd%uz o8l miafy 1.7.61‘017 ,(;blo't
wzgledny, a jezeli jeden z nich jest utwierdzony, to i pozostale nie obracaja si¢ wokél osi.
Przy ¢ réwnym zeru réwnanie [a] przyjmie postaé

2P ) v Py df 1172}

a2 dy? BRI dy

Podstawiajac [172] do warunku brzegowego [d] poprzedniego paragrafu otrzymujemy

gﬁ+ 9P dv _ 9P _ [_sz _f(J,)}_d‘l [173]
dy ds dx ds Js 21 ds _

Z réwnania tego, przy zadancj‘ funkeji f(y), mozemy obliczyé wartodci funkeji @ wzdiuz
brzegu przekroju poprzecznego. Réwnanie [172] wraz z warunkiem brzegowym [173] wyzna-
czaja funkcje naprezen @.

1) J. N. Goodier: ,,J. Aeronaut. Sei.%, tom 11, str. 273, 1944. Inna definicje zaproponowal I. Treffiz: ,Z-

angew. Math. Mech.*, tom 15, str. 220, 1935,
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W zagadnieniach, ktére rozpatrzymy ponizej, bedziemy przyjmowaé funkeje £(y) w taki
sposdh, aby prawa strona réwnania [173] byta réwna zeru?). A wigc @ jest stale wzdhuz brzegu,
Przyjmujgc stala te ré6wna zery, sprowadzimy zagadnienie zginania do rozwiazywania réwnania
réiniczkowego [172] z warunkiem brzegowym @ =0 na brzegu. Zagadnienie to jest analo.
giczne do zagadnienia ugigcia réwnomiernie naciagnietej blony, majacej taki sam brzeg jak
przekréj poprzeczny belki zginanej i poddanej cigglemu obciazeniu, okredlonemu
strong réwnania [172]. Obecnie pokazemy kilka zastosowan tej analogii.

107. Kolowy przekrdj poprzeczny. Niech brzeg przekroju dany hedzie réwnaniem

prawg

x2 -+ yz = 2 [ﬂ]
Prawa strona warunku brzegowego [173] stanie sie zerem, o ile wezmiemy

£0) = 5 (= [b]

Podstawiamy powyzsze do réwnania [172]; funkeja naprezen @ jest wtedy okreélona réwna-
niem

0 0 1420 Py

Rl BNl Kl o
&2 dy? 1+9» T L¢]
1 warunkiem, 7e @=0 na brzegu. W ten sposéb funkeja naprezent okredlona jest ugieciami
blony o brzegu kotowym i o promieniu r, réwnomiernie rozciagniete] 1 poddane] obeiazenia
¥ g WY I ’ 2 p ] g
poprzecziemu o intensywnodei proporcjonalnej do

1+ 2» Py

T

Jest jasne, ze réwnanie [c] i warunek brzegowy sa spelnione w przypadku przyjecia
P = mlat 4y = i)y @)

gdzie m jest stalym wspélezynnikiem. Funkeja ta jest réwna zeru na brzegu [

a] 1 spelnia
réwnanie [c], jezeli przyjmiemy

(14 20)P
T8Il
Réwnanie [d] przyjmie wtedy postad
_ (+29P o 2 9
B = BA+ T =+ 52 — %)y [e]

Sktadowe naprezenia otrzymamy teraz z réwnania [171]:

" (34 21 P g 5 =2 .
“ T BA+ )] 3+ 2y 7

(14 2v) Pxy

K A0+ 9l

Pionowa skladowa naprezen stycznych

[174]

7, Jest parzysta funkeja x i y, a pozioma skladowa

YY) Patrz S. Timoshenko: »Biul. Inst. Inz. Drég i Komunikacji®,

Petersburg, 1913. Réwniez ,,Proc.
London Math. Soc.“, seria 2, tom 20, str. 398, 1922.

nieparzysta funkcja tych samych gmiennych. Stad rozklad naprezen [174] da wypad-
ey i j éredni kroju kolowego.
va wzdluz pionowe]j érednicy prze kroju. k g .
& %{'Fdluz poziomej érednicy przekroju jest x=01z [174] otrzymujemy

(B+2)P 2_1_2::2); D ]
W= garar\ T3 e ™
Maksymalne naprezenia styczne dostajemy w érodlu (y=0), gdzie
_ (3+29Pr* (o]
(sz)max = ’Sml

Naprezenia styczie na konicach poziomej $rednicy (y= £r) sa réwne

(1+29)Pr?

h
(sz)y:ir = 41+ I [h]

Wielkoéé naprezent stycznych zalezy od wielkodci wspélezynnika Poissona. Przy »=0,3

[g] i [b] przyjma postaé
P r

(sz)max = 1138 Z H (T-\'z)y=;l:r = 1,23 T{_ [k_!

g(]zle A jeSt pOWi’BI'Z('Jlln,-a prZCk 'O-l,l ])el {.-. E].elnel’ltarlla teoria ] Blek ()pa rta na Zﬂ}ozelllu,
i i i i ] p g y a nam
€ 7 i y i 'O '111e SZCZOIlC nNa l?aﬁkro u p{) TZeCZNylIn, I]
ie napr Ze11e styczne foz ]eSt Trownomiernie roziie p ]

4 P
=3y
W ten sposéb blad clementarnego rozwiazania dla wartosci maksymalnego naprezenia wy-

nosi w tym przypadku ololo 4%. ' . .
108. Przekréj eliptyezny. Metoda przedstawiona w poprzednim paragrafie moze
byé réwniez zastosowana w przypadku przekroju eliptycznego. Niech
2

x2+1’f41=0 [a]

a? b2
bedzie brzegiem przekroju. Prawa strona réwnania [173] zniknie o ile przyjmiemy

P [a? b
ﬂﬁ=-§ILIZ—&) [
Podstawiajac do réwnania [172] znajdziemy

20 9P Pyfla v ) (]
o T o T T \BE T T4
Réwnanie to, lacznie z warunkiem @=0 na brzegu, okresla funkeje naprezen @. Warunek

brzegowy 1 [c] sa spelnione, gdy przyjmiemy

2
(L+ )at 4 »b? _3( sy BB o )y [d]
s @ T\

Gdy a=b, rozwigzanie to pokrywa sie z rozwiazaniem [c] poprzedniego paragrafu.




Podstawiajac [b] i [d] do wyrazet [171] znajdziemy skladowe naprezenia

_ 2 -+ p)iﬁi Lk [az e (1 —27)a? 2
=T (I+9) 371 by 20| 21+ v)at 577
(175
B (1+2)a+rb2 Py !
Tygi== = T

(1+9) (3a2+03) T
Dla poziomej osi przekroju eliptycznego (x=0) mamy
2(1+9) a2+ 02 P [ . (1— 29)a? ’
T = F e a7 o7 | @0 — PR W Ty
(14 ) (3a®+ b2 27 2(1+»)a?+ b2
T, = 0

Maksymalne naprezenie wystepuje w érodku (y=0) i dane jest wyrazeniem nastepujacym

(s — E[l 3 amr-_w)z/(lw)]

21 3a?+ b2
Jezeli b jest bardzo male w poréwnaniu z @, to mozemy

pominaé wyraéy zawierajace b2%/q2
i w tym przypadku

(z) _Pa,z_iP
szmax_ Slr_gj‘l—

co pokrywa sie z rozwigzaniem elementarnej teorii zginania belek, Jedli b jest bardzo duze
W poréwnaniu z a, otrzymujemy

2 P
14y 4

Naprezenia na lkoricach osi poziomej (y= +b) w

(T.\'z) max —

tym przypadku sa réwne
e n 4 P
AT b il + A
Rozklad naprezen wzdhuz poziomej osi jest bardzo daleki od réwnomiernego i zalezy od wiel-

kosci wspétezynnika Poissona ». Biorac »=0,30, otrzymamy

(i = L5425 (0Eee, oy = 002.T

Maksymalne naprezenie jest okolo 14% wieksze od

109. Przekrdj prostokatny. Réwnanie linii brze
kazanego na rys. 188 ma postaé

danego réwnaniem elementarnym.
gowe] w przypadku prostokata po-

(4 a3 (0 — b9 =0 ]

Jezeli podstawimy do réwnania [173] zamiast f(y) stala Pa?/21, to wyrazenie Px?2]— Pa?21
bedzie réwne zeru na hokach prostolata x = +a. Wzdluz pionowych bokéw y= 4+ b pochodna
dy/ds=0. W ten spos¢b prawa strona réwnania [173] jest réwn
1 mozemy przyja¢ na brzegu @=0. Réwnanie rézniczkowe [172

P00 4 p ,
dx? E)yz_— 1+» T [b]

a zeru wzdluz linii brzegu
] przyjmie postaé

Réwnanie to, lacznie z warunkiem brzegowym, wyznacza w zupehoéei funkeje naprezen.
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c 7} S8 Y 4 3. s 5] C n hl y pl osto-
il nienie N 21€ wyznaczenia uglec rownomiernle rOLqug thL] 01l SLO
Z g lfl Sproy ﬂ.d/,r_ 3816 do i g

katnej pod wplywem obciazenia ciaglego o intensywnosel proporcjonalnej do

v Py

T 14w I

Krzywa map na rys. 188 przedstawia przekrd] blony plaszezyzna yz. ‘ -
Ze zwiazkéw [171] widzimy, e naprezenia styczne mozna rozlozy¢ na dwa nastgpujace

ultady

P P (GLZ_J\:Z)' T;ZZO 1_

(1) Tee = o7 ? (c] l i,
. oD o 9P ¥

(2) R g * dx c!::

Pierwszy uklad przedstawia parabolicany rozklad naprezen, wyni-

kajacy ze zwyklej, elementarnej teorii belek. D.fugi uktad, za-lei':ny' ) x

od funkeji @, przedstawia konieczne poprawki do elementarnego o . .,
rozwiazania. Wielkoéci tych poprawek okreslone sa katem nachy- 1
lenia blony. Wzdluz osi v z warunku symetrii 9®/dx=0 poprawka- 5

mi do elementarnej teorii sa plonowe naprezenia styczne dane ka- Rys. 188

tem nachylenia @@[dy. Zgodnie z rys. 183 T, j.est,‘dodatm‘e W p.unk.-. A
tach m i p oraz ujemne w punkcie n. W ten sposéb wz‘rlhlz pozieme] (_)-?I{bymelmr ;::5;2 -
7. nie jest rozlozone réwnomiernie jak w elementarnej teovi, lecz posiada maksyma
t(ﬁé(:i na koricach m i p oraz minimum w érodku n. .

7 warunkéw obciazenia blony widzimy, ze @ jest parzysia f1_1111.<(;}z; %1 nleparzly-ila un {c;@ ¥.
Warunki te oraz warunek brzegowy sa spelnione przez pizyjecie @ w postaci szeregu Fou

riera
e @2m+ Dax . nay [d]
@ = Z Z AZ:H-{-L" cos 2a - b
m=0 n=1

Podstawiajac powyzsze do réwnania [b] 1 stosujac zwykly sposéb obliczania wspolezynnikow

szeregu Fouriera, obizymujemy rownania

P g a b - :
. om+1\* e : U S P f ¥ oS o ] sin W;X dx dy
Agpi1,.mab =~ 9 b 14+9 I —aJ =t 2a
8b(— 1

# P )m+n-—1

=N .
1+» T 2m+1\? n
’ 7*(2m+ Dn [( 5a ) + D)

Podstawiajac do réwnania [d], znajdziemy

A2m+1,n ==

m=co n=00 (_.1)"”“"1(30

P P 8[)3
P= T T A

m=0 n=1

(Cm+ Dux . nmy
s—— """ gin -
2a b

- b2
(2m+ 1)n [ (2m -+ 1) AaZ + 132]

a?
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Znﬂ ac ]) W yZ‘) 2 IC (5] Y 3 l S apre y - W y
0 SZ illll C ndplgzen mozemy zZn 1].62(,- Z rownan (c S! ]a(l(” en ZEN e |.
5 ] v 1a st CZ ted

Wyplowadmny poprawki do ndpr(czen otrzymywanych z teorii element

Motemy sanwazys z ugiccia blony ( arnej wzdluz osi ¥.

rys. 188), Ze wzdluz tej osi poprawki ma

ja najwicksza war-
toéé 1 dlatego maksymalne naprezenie powstaje w frodkowych punktach -
Obliczajac pochodny d®@/dy i biorac x= 0, otrzymamy

Com =t D8 3
bt = g E 2

Stad znajdziemy nastepujace zwiazki okreslaj
i dla érodka pionowych boléw prostokata:

A TR . . —Lymtn1
(Tac)o=0,5-0 149 I o8 = 2 ]
a0 ne1 (@m+1) [(2m+ 1)2 5_an

(‘_ 1):.':*1

(1‘-:‘2 )x:0,y=b _— 8_ E
1 1" TC = —_gz——“
m=0 ne1 (m+1) [(2m,+ 1)2@—2‘4- nz:l

Sumowanie tych szeregéw uproécl sig znacznie

(—=1)mtn—1 ¢cog ﬂ’{'}ly

-
2

(2m+1) [ 2m -+ 1)2%+na]
a

ace naprezenia w drodku przekroju (y=0)

» gdy zastosujemy znane zaleznodci

n= 1 B nz
ol n2 6
n=o0o
(=D _ =
Al n? 12

m=o0 ‘km ¥
Z 1)m B 3.53 (1 — sech —2—) )
@m+1)[ (zm+ 2+47 32 1(km[2)®

*) Zaleinoda : . .
. ) :.l.l}BZﬂI.)SC te mozemy .otrzy-rmac stoswjqc szeveg trygonometryczny [h] (str. 147) dla przypadku preta obeig-
zonego siami poprzecznymi P i osiowymi silami rozeiggajacymi S; otrzymamy, Ze

L

n=00 Sk nmwe | nwx
_ 2pp § Mg
= EIn*'Zl; W )
n=
gdzie '
S8
Elz*

a [c] jest odleglodcig obciazenia P od lewej podpory (rys. 112). Podstawiajac obecnie ¢=0 i Pe—= M. dochodzimy
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boléw y= 4p.

i n=20Q —I
| v e opf1 o4 N D
Relen o= = 1+v24 a® |3 =? o nma
] i == n2cosh a
| p— - (176}
1 v 3P bz 2 4« —_}——
| (Tac)amty—s = 11224 a® |3 =* na
L Py | nzcosh—T-_

gdzic A=4ab jest powierzchnia przekroju poprzecznego. Szeregi te sa szybkozbiezne i obli-
czenic poprawelk 1:;; dla dowolnej wartogei stosunku afb nie przedstawia trudnoéei. Poprawki
te musimy dodaé do wartodei 3P[2A4 danej zaleznodeiy elementarng.

a 1 1
Punkt — = 2 1 — CE
b 2 4
x=0, y=0 dokladna 0,983 0,940 0,856 0,805
przyblizona 0,981 0,936 0,856 0,826
x=0, y=0 dokladna 1,033 1,126 1,396 1,988
przyblizona 1,040 1,143 1,426 1,934

W pierwszych wierszach powyisze] tablicy podano wspélezynniki liczbowe, przez kidre
nalezy pomnozyé przyblizona wartoéé naprezenia stycznego 3P/2A4, aby otrzymaé dokladne
wartoéel naprezent).

Wspétezynnik Poissona » w tych obliczeniach réwna si¢ jednej czwarte] Z powyzszej
tablicy widaé, ze zwiazek elementarny daje bardzo doldadne wartodei tych naprezen, gdy
a/b>>2. Dla przekroju kwadratowego blad dla maksymalnego naprezenia otrzymanego z ele-
mentarnego zwiazlku wynosi okolo 10%.

Stosujac analogie blonowa mozemy wyprowadzi¢ wygodne, przyblizone réwnania dla
obliczania naprezen stycznych. Jezeli a jest duze w poréwnaniu z b (rys. 188), to mozemy

cd. notli ze str. 286
do nastepujacej linii ugiecia pod dzialaniem pary sil M przylozonej na lewym koncu

n=oo g T
_ oM 2 T
Y= RS n(n?+ k%)
n=1
a ugiecie w érodku wynosi
m=co
2
Elrn? (2m+ 1) [@m + 1)% + &%
m={

To samo ugiecie otrzymamy przez calkowanie réwnania réiniczkowego linii ugigeia

M2 ke
M. il b
d ST (l sech 5 ) [b]

Powyisze réwnanie w tekécie wynika z poréwnania [a] i [b].
1) Liczhy w tej tablicy sa nieco réine od podanych przez Saint-Fenanta. Przy sprawdzaniu wynikéw okazalo
si¢, ze w jego obliczeniach znajduja si¢ bledy numeryczne.

a9qQry




przyjaé, ze w punktach dostatecznic dalekich od krétkich bokdw prostokata powierzchnia
blony jest praktycanie walcowa. Wtedy réwnanie [b] przyjmie postaé

& v Py

i znajdziemy

Podstawiajac do réwnania [¢], otraymamy naprezenia wzdluz osi ¥

. Pl ., v s b2
ST [ Pl Gl L]

Stad widaé, ze w przypadku waskiego prostokata poprawka do réwnania elementarnego
. " . . . ’
okreglona drugim wyrazem w nawiasie, jest zawsze mala.

Jezeli b jest duze w poréwnaniu z a, to ugigeia blony w punktach odleglych od krétkich
bokéw prostokata moga byé przyjete jako liniowa funkeja y i z réwnania [b] otrzymamy

20y Py

9x2 14w T
__ v By, .
=7, o7 #'—d? le]

Podstawiajac do réwnan [c], otrzymujemy skladowe naprezenia stycznego

i
1+v 2T

v £
1+ Txy

Ty = (a® —u¥, =

W érodku cigikosei przekroju poprzecznego (x=y=0), mamy

1 Pa?
sz=—1+v'2T, TM=O
W poréwnaniu ze zwyklym rozwigzaniem elementarnym, naprezenia w tym punkcie redu-
kuja sie w stosunku 1/(1+9).

Aby speié¢ warunek brzegowy na krétkich bokach prostokata, weimiemy zamiast [g]
nastepujace wyrazenie na funkcje naprezen

__*» Py 2 —(b—y)m
= 1_._751—(1; — a?) [1 — g —{b=m] [h]

gdzie m musi byé wyznaczone z warunku minimum energii (por. par. 97). W ten sposéb
znajdujemy

1 S
m = Ea,_vlo

Przy tej wartoéci m i za pomoca wyrazenia [h) mozemy obliczyé z dostateczna dokladnodcia
maksymalne naprezenie styczne, ktére wystepuje w érodku krétkich bokéw prostokata,

900

- Jezeli oba boki prostokata sg wielkoéciami tego samego rzedu, to mozemy otrzymagd
rzvblizone rozwiazanie dla rozkladu naprezenn w postaci wielomianu, przyjmujac nastepujaca
przy & p I
funkcje naprezen

P = (#* —a’) (y* — &%) (my+ny?) [K]
Obliczajac wspélezynniki m i n z warunku minimum energiil) otrzymujemy
i 1,8
_ » P 11 b®
T T Tre BT 1 342\[1 84\ 1 _ 9a
7tse)\at )Tt e
oy L
S T R YA A 4 8a2)\ 1 = 9a®
THse\TT T 3T) T T e

Naprezenia styczne, obliczone z [k], sa réwne

Pa?
- 27,2
(sz)x:l],y=0 = Zf -+ ma b

1
Pa?

(sz)x;ﬂ,yzb = 721— 2&252(.% -4 Il.bg')

Przyblizone wartoéci naprezen stycznych podane w drugich wierszach tablicy (por. str. 287)
zostaly obliczone za pomoca tych zwiazkéw. Zobaczymy, ze przyblizone réwnania [1] daja
wystarczajaca dokladnoéé w tym zakresie wartosci afb.

Jezeli szerokodé prostokata jest duza w poréwnaniu z wysokoscia, to maksymalne napre-
zenia sg o wiele wigksze od wartodci 3P/24, podanej przez teorie elementarna. Co wiecej,
o ile bja przekracza 15, to maksymalnym naprezeniem nie jest skladowa 7, w punktach
x=0, y= +b, czyli w érodkowych punktach pionowych bokéw. Maksymalnym naprezeniem
jest pozioma skladowa 7, w punktach x=a, y= £, a wigc na gérnym i dolnym brzegu
w poblizu narozy. Wartoéei tych naprezenn podane sa w tablicy®) ponizej. Wartoéei # sa
podane w postaci (b—n)/2a w ostatniej kolumnie, b— jest odlegloscia punktu maksymal-
nego naprezenia od naroza.

(sz)x:{), y=b (Tyz)x:a,y:q b— n
o 3P/24 3724 2a
0 1,000 0,000 0,000
2 1,39(4) 0,31(6) 0,031(4)
4 1,088 0,968 0,522
6 2,582 1,605 0,649
8 3,176 2,452 0,730
10 3,770 3,226 0,810
15 5,255 5,202 0,939
20 6,740 7,200 1,030
25 8,225 9,233 1,102
50 15,650 19,466 1,322

1) Patrz Timoshenko, loc. cit.
%) E. Reissner i G. B. Thaomas: ,,J. Math. Phys.”, tom 25, str. 241, 1946,




110. Dalsze wyniki. Rozpatrzmy przekrdj o brzegach skladajgeych si¢ z dwu hokéw pionowych y= +a
(rys. 189 oraz dwéch hiperboll} )

{1+ »)a2 — ¥ = g2

Moiemy latwo wykazaé, % prawa strona réwnania [173] na str. 281 bgdzie réwna zeru na brzegu

1 P(v

» jesli preyjmiemy

2
e @ = .Y ja, @
a f =35 1+vy-F1+v)
Y
@  Podstawiajac do réwnania [172], otrzymujemy
x %P " P
Rys. 189 dx* T Iyt

Réwnanie to i warunek brzegowy [173] sa spetnione, gdy prayj miemy @=0, Wtedy skladowe napreZenia styeznego
z réwnat [171] przyjma postaé -

P v a?
LI R ST ST L
Tz 2[( Jt_'_lw{-vy—'-l—l—v)
Tyr=0

W kaidym punkeie przekroju naprezenic styczne jest plonowe. Maksymalne naprezenie wystepuje w $rodkg
pionowych bokéw praekroju i réwna sie
Pyt

Tmax = ————

2

Zagadnienie mofe byé réwnies tatwo rozwigzane, gdy brzegi preekroju poprzecsnego sq dane réwnariami

1
; (i%)v2(1_§); @>1>—a b}

Dla »=1/4 przekréj poprzecany posiada keztalt pokazany na rys, 190,
O ile weimiemy
1

Sy = %}i[l —(:I: %—)7]

to lewa sirona warenku brzepowego {173] znika, tzn. @ musi byé stale wedhuz brzegu. Réwnanie {172] preyjmie
postaé

W T T E R\t

1
P P ¥ Py_ Pa? ( ¥ )7_1

b
Réwnanie to i warunek brzegowy bedzie spelniony przen preyjecie
_ Pa% x® ¥ 71‘1 Y
a5 1)e (< 7) ]
Podstawiajac do réwnar [171], znajdziemy
Taz = ‘Ta"i—yﬂ? (a®—a®; 7= — m}:’i}? zy {e] x

Rys, 190

Ten sam wynik mosemy oirzymaé na innej drodze. Rozwazajge naprezenia w pro-

stokatnej belee o szerokogci duZej w pordwnaniu z wysokoscia, stosowalidmy jako preyblizone romwigzanie na
furkeje napresen (wyraienie [g] par. 109) nastepujace wyrazenie

_ v Py

o T

%) Zagadnienie to rozpatrzyl F. Grashof: , Elastizitit und Festigkeit®, str. 246, 1878,

(@ — a¥)

200N

skad mozemy wyprowadzié wyrafenie [e] na skladowe napreienia. Réwnanie brzegu moina obecnie pnalesé
# waranku, e na breegu kicrunele napreien pokrywa sig z kierunkiem styeznej do brzegu. Stad
dx _ dy

Tz Tyz

Podstawiajac = [¢] 1 calkujae, dochodzimy do réwnania brzegu
y = blaf — 2%)”

Stesujac metodg energetyczng (par. 109) mozemy otrzymeé preyblizore rozwigzanie w wielu innych przy-
padkach, Rozwazmy na przyklad przekrdj pokazany na rvs. 191. Pionowe boki dane 53 réwnaniami y=§,
pozostale dwa boki sg lukami kola

Ryt == (a1
Prawa strona réwnania [173] znika o ile weimiemy
y e
P
=t e _ .8 @
O
Wtedy przyblizone wyrazenie na funkeje napregeil ma postaé "
ar~—2a
D= (3" — 0% (5" + 3 — r (Ay + By* + ...} +

gdzic wspolezynniki A, B, ... musza byé obliczone 2z wa- Rys. 191 Rys. 192

runku minimum energii,

Die wielu keztaltéw przekroju poprzecznego otrzymano rozwiazania stosujac biegunowe i inne krzywoliniowe
wepbdlrzgdne i funkeje zmiennej zespolonej. Sa to przckroje ograniczone dwoma kolami, wspélirodkowymily
lsb mimoérodkowymi®), kola z promieniowymi szczelinami®}, kardioida%), élimakiem Pasealad), konchoida
eliptyczng®), dwoma elipsami o wspdlnych ogniskach?), elipsg i hiperbola o wspélnym ognisku®), tréjkatami
i wielokatami®}, wlacznie z prostokatem ze szczelinami®®) i preekrojem w ksztalcie wycinka pierécienia kolowegell).

1il. Przekvoje wiesymetrycane. Jako picrwszy przyklad rozwaimy przypadek tréjkata réwnobocznego
(rys. 192), Brzeg przekroju poprzecznego dany jest réwnaniem

y—a)fr+ Qe+ Nigalls—(2a 4+ Niga] =0

Prawa strona réwnamia [173] jest réwna zeru, o ile prayjmiemy
P P
) =57 @Qa+itgte

Wtedy rownanie [172] wyznaczajace funkcje naprezes @ przyjmie postaé nastepujaca

PP D P P
e s :

1} Rozwigzanie jest podane w ksigice 4. E. H. Love: ,Mathematical Theory of Elasticity®, wyd. 4 str, 335
i w keinice I. 8. Sokolnikoffa: ,Mathematical Theory of Elasticity®, str. 253.

%) B. R, Seth: ,Proc. Indian Acad, Sci.%, tom 4, sec. A, str. 531, 1936, oraz tom 5, sir, 23, 1937,

%) W. M. Shepherd: ,Proc. Roy. Soc.* (London), seria A, tom 138, str, 607, 1032; L. A. Wigglesworth: .
»Proc. London Math, Soc.”, seria 2, tom 47, str, 20, 1940 i ,,Proc. Roy. Soc.” (Eonden), seria A, tom 170, sir. .
365, 19309, .

Y W. M. Shepherd: ,Proc. Roy. Soc.” {London), seria A, tom 154, str. 500, 1936,

5 D. L. Holl i D. H. Rock: ,%. angew. Math., Mech.®, tom 19, str. 141 1939,

) 4. C. Stevenson: ,Proc. London Math. Soc.%, seria 2, tom 45 str. 126, 1039,

'} 4. E. H, Love: ,Mathematical Theory of Elasticity”, 4 wyd. str, 336,

¥ B. G. Galerkin: ,Biul. Inst. Inz. Drég i Komunikacji®, Petersburg, tom 96, 1927, Réwnies S. Ghosh:

HBull. Caleutta Math, Soc.”, tom 27, str. 7, 1935. L

%} B. R. Seth: ,Phil. Mag.%, tom 22, str. 582, 1936, oraz tom 23, str. 745, 1637,

% D. F. Gunder: ,,Physics”, tom 6, str. 38, 1935.

1} M. Seegar i K. Pearson: ,Proc. Roy. Soc*. (London), seria A, tom 96, str. 211, 1920.




Pizyblizone rozwigzanic moizemy otrzymaé stosujac metode energetycznia. W szezegdlnym przypadku gdy

tg?a = .

1+v 3 (]
rozwiazanie $cisle rownania [a] otrzymujemy prayjmujac jako funkeje naprezen wyrazenie

P
D= ﬁ[xa — % (2a+y)2}(y— a)

_Sk}adowe napreZenia otrzymujemy z réwnan [171]:

_ 9D P P 2/ P
BTy T Ter Bet 0t = S (-4t al2a )]

_ 90 _ 23 P ' [e]

Tyz = Jx = 97g0 sla —y)

Wzdluz osi y (x=0) wypadkowe naprezenic styczne jest pionowe i przedstawione w postaci liniowej funkeji

/3P
¥y (Tre)s=0= “oTaE (2a + ¥)
Malksymalna wartoéé tego naprezenia wystepuje w Srodku pionowych bokdw
» przekroju poprzecznego i wynosi
Rys. 193 _z2ysp
Tmax = w [d}

Przez obliczenie morctentu sil stycznych danych naprezeniami [c] wzglgdem osi z mozemy wykazaé, ze w tym przy-
padku wypadkowa sila poprzeczna przechodsi przez érodek cigzkosdci C przekroju.

’f’{ozwazmy nastepnie przypadek ogdlniejszy przekroju o poziomej osi symetrii (rys, 193), ktérego dolna i gérna
cze$é brzegu dana Jest réwnaniami

x = 1p(y) dla x>0

x=—y(y) da x<0
Wtedy funkcja

+p]x—w)] =2 — [p(»)]°
znika wzdinz brzegu i w naszych wyrazeniach na skladowe naprezenia [171] mozemy przyjaé

FO) =4 o 1?

. s - s . : o b
Przy tym zalozenin funkcja naprezedi musi spelniaé¢ réwnanie rézniczkowe o postaci

b
2P + Py Py F dy
AT e S
i 'jest- stala na brzegu. Zagadnienie sprowadza sie do znalezienia ugigcia réwno- X
miernie naciagnietej blony, w przypadku gdy intensywnoéé obeigzenia dana jest prawa Rys. 194

strona powyzszego rdéwnania. Zagadnienie to rozwiazuje sie zwykle z wystarczajaca do-

Iladnodeia metoda energetyczng — tak, jak to bylo pokazane w przypadicu przekroju prostokatnego (str. 289).
- Przypadek pokazany na rys. 194 moze byé potraktowany w podobny sposéb. Przyjmijmy np., ze przekrdj
jest segmentem parabolicznym i Ze réwnanie paraboli jest nastepujace

22 = Ay + a)
Wtedy wezmiemy

fO)= e Aly+ )

209

E &

Przy tym wyrazeniu na f(y) pierwszy czynnik prawej strony réwnania [173] znika wzdluz czesei parabolicznej
brzegu. Drugi ezynnik dy/ds znika wzdluz prostoliniowej czedei brzegu. W ten sposéb znowu znajdziemy, ze
funkeja jest stala wzdluz brzegu i zadanie mofna rozwigzaé za pomoca metody energelycznej.

112. Srodek Scinania. Przy rozwazaniu-zagadnienia belki wspornikowej przyjelidmy,
#e 0 z przechodzi przez of érodkowa belki, a x1y sa gtownymi osiami przekroju. Przyjelidmy,
ge sita P jest réwnolegla do osi x i znajduje si¢ w takiej odlegloéci od érodka ciezkodei, ze nie
wystepuje skrecanie belki. Odleglos¢ ta, wazna w obliczeniach praktycznych, moze byé fatwo
znaleziona, gdy naprezenia przedstawione réwnaniem [171] sa znane. W tym celu obliczymy
moment naprezen stycznych 7., 17, wzgledem érodka ciezkosci. Moment ten oczywiscie
wynosi

M, =[5y — o) dadly o

Zauwazywszy, 76 naprezenia rozmieszczone na korcowym przekroju belki sa statycznie
réwnowazne dziatajacej sile P, dochodzimy do wniosku, 7e odlegloéé d sity P od $rodka ciez-
koéci przekroju rdéwna sie

_ A

4="p

[b]
Dla dodatnich M, odlegloéé d musimy przyja¢ w kierunku dodatnim y. W poprzednich
rozwazaniach przyjeliémy zalozenie, ze sita dziala réwnolegle do osi .

Gdy sita P jest réwnolegla do osi y zamiast osi %, to mozemy za pomoca podobnych obli-
czeh ustalié talie polozenie linii dzialania sity P, ze nie wystgpuje obrét érodkéw ciezkodei
przekrojéw poprzecznych. Punkt przeciecia tych dwach linii dzialania sit zginajgcych ma wazne
snaczenie. Jezeli sila prostopadta do osi belki zostanie przylozona w tym punkcie, to mozemy
ja roztozyé na dwie skladowe réwnolegle do osi xiy.
Na podstawie powyzszych rozwazaf dochodzimy do
wniosku, ze nie spowoduje ona obrotéw érodkéw
ciezkoéci belki. Punkt ten jest nazywany srodlkiem
4cinania lub czasami érodkiem sztywnodci.

Jezeli przekréj belki ma dwie osie symetrii, to
mozemy natychmiast dojé¢ do wniosku, ze érodek

$cinania pokrywa si¢ ze $rodkiem cigzkogei prze-

kroju. Jezeli istnicje tylko jedna o symelrii, to Rys. 195

wnioskujemy z warunku symetrii, ze érodek scinania

lezy na tej osi. Biorae jako oé symetrii y, obliczymy polozenie érodka écinania z wyrazenia [b].
Rozwazmy na przyklad przekréj pétkolisty?) pokazany narys. 195. Aby wnalezé naprezenia

styczne zuzytkujemy rozwiazanie, wyprowadzone dla belek kolowych (por. str. 281). W przy-

padku tym nie wystepuja naprezenia dzialajace na pionowa érednice przekroju xz. Mozemy wy-

obrazié sobie belke podzielona plaszezyzng xz na dwie polowy,z ktérych kazda przedstawia

p6lkolista bellce zginana sila P/2, Naprezenia dane sq zwiazkami [174]. Podstawiajac do wyrazenia

[a], catkujac i dzielac moment M, przez PJ2, otrzymamy odleglo$é sily zginajacej od poczatku O

2M, 8 3+4v
P 5z 14w

es==

1) Patrz S. Timoshenko: ,Biul. Inst. Inz. Drég i Komunikacji®. Petersburg, 1913. Wydaje sie, ze prze-
mieszczenie sily zginajacej ze Srodka cigzkodei przekroju zostalo w pracy tej zbadane po raz pierwszy.
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Wielkoéé ta okresla polozenie sily, przy ktérym element przeleroju w punkcie O (drodku kota)
nie obraca sie. Réwnoczeénie element w $rodku ciezkodci przekroju pétkolistego obréci sie
© warto$é (por. réwnanie [b] str. 281)

vP(l — z)

Er

gdzie 0,424 jest odlegloécia od poczatku O do $rodka ciezkodei przekroju pélkolistego. Aby
usunaé ten obrét, musimy przylozyé moment skrecajacy tak, jak pokazano na rys. 195.
Wielkeosé tego momentu skrecajacego znajdziemy, wykorzystujac tablice na str. 250, z ktérej
dla przekroju pélkolistego otrzymujemy jednostkowy kat skrecenia

o= M

0,296Gr*

Wtedy z warunku, Ze element w érodku cigzkosci przekroju nie obréci sie, olrzymujeimny

M(I—2) »P(l—2) v+ 0,206/ - 0,424r
B=BNoA e, =Y ;
0,296Gr4 ET PR d 20+ I
Moment ten bedzie spowodowany przesunigciem sily zginajacej P2, w kierunku osi z
o wielkodé

- 0,424r

5— 2M,  8v- 0,296 0,424r
O 21+ vz
W celu otrzymania odleglosei $rodka $cinania od $rodka kola O, wielkodé powyzsza musi
byé odj¢ta od poprzednio obliczonej odleglodei e. Przyjmujac »=0,3 otrzymamy
e —0=0,548r — 0,037r = 0,511r

Dla przekrojéw takich jak na rys. 193 skladowe naprezenia stycznego wynosza

_ 8 Py aaa b
T”"_Wff =y (})]v Tyz—*aix

a0 palo) ‘ )z .
= —_ —_—x Xy — — L R 8 G o s
M, ﬂ( 9y r+ 50 n)d\d}’ zfﬂ.[x Y2 (y)ly da dy [c]

Calkujac przez czeéci i uwzgledniajac, e @ znika na brzegu, x= +9(y), olrzymujemy

90 o0
ff( a7t E") dwdy = *fomxfb

JI¥ — p* ()] dx = 39° () — 29 (3) = — 83 (y)
JI1* = w2y daedy = = §[yy? (y) dy
Podstawiajac do [c] i deielac przez P mamy

2 L Jrvt(y) dy
. T).ff@dx dy + Wﬂy} o

Znajac p(y) 1 stosujac analogie blonowa w celu znaleziznia @ mozemy zawsze obliczyé!)
z wystarczajaca dokladnodeia polozenie §rodka écinania dla tych przekrojéw poprzecznych.

Stad

_ g _
d— =t

1) Przyklady takich obliczeh mozna znalesé w ksigzce L. S. Leibensona: ,Variational Methods for Solving
Problems of the Theory of Elasticity®, Moskwa 1943.

GTa V. |

Zagadnienie érodka cinania jest szczegdlnie waér-le w przypz%(’iku mc:n]z»stzu}a;:;]\xvpzz:
krojéw otwartych. Polozenie érodka $cinania d.la .tak%ch plzelf.m].ow tm(?ae yc,réwnomimie
czone z wystarczajaca doldadnoscia przez p.rzy]’qme, ze‘napwzeﬁla s gc'aje ;? S
rozmieszezone na grubosel $cianki i Ze dzialaja réwnolegle do powierzchni srodkowej sci ,

Polosenie érodka &cinania w przekroju jest wyznaczone jedynie kszta%tem p_r.zekrloju. ﬁ. dru-glL;-] .sn(']o:i;;ap:
tozenic srodka skrecania (por. str. 243) jest zalezne od sposobu ‘pndparcm 'h(ﬁ]l;].-Plﬂ?.CZdE'pﬂjﬂ-e nfe . ;; ni
s bu podparcia mozna doprowadzié do pokrycia sig osi srodkdw skrecania z osia $ro ow_sl.c{nama. ozemy

[:IOSU dnli-’é #e zachodsi to wiedy, gdy belka jest tak podparta, Ze calka [ Jw? dx dy na przekroju poprzecznym
:sizg; miui’mum‘z), gdzie w jest przemicszezeniom 'p{.)ChUleElCYDl- .od _spacz‘:;na zlzzyf Skr:;uj;;l‘i:?]r;u:izqazzlaiizrii
zast&sowauiem tego warunku, z dokladnoseia do liniowej funkeji x1y). W pr k:} ce I oo rz;a ]3]; eszcmnio;l
rozklad napreze w poblizu podpartego kotica, jak n]?. w: prz'ypadlku, gdy'zapo l’ﬁgai ca:l coc‘m)r;CI; e
koficowego przekroju. W tym praypadku, jezeli sita zginajaca ]est- silg skrupmna [;1:9.0 ho i‘; 3.1 mo;nent o m.ac;
nie powodujaca obrotu, to z twierdzenia o wzajemnodci przemieszczen (str. 218) wynika, ze ecaj

) . T

i ze &r i rywa sig z dem $cinania®).

voduje zerowe ugiecie érodka Scinania. Qznacza to, e érodek skrecania pokrywa sig ze srodki )
spov

ROZV a 5 zyblizonego charakteru poniewaz 1s inlenie smdka sk ¢ecania zal{‘zy od braku odksz aicenia
Zwaza e 54 pr 1 cg ru, t -
P zekrojow w ich p}aszuyzme, a to nie ma miejsca w ZE.}J'LLIZOII?ID obszarze w pOb]lL'll Zamocowanego konea L

113. Rozwigzywanie zagadnien zginania - pomacy mel?ody blrcmy"1 m);dlanqej.
Rozwiazania &ciste zagadnien zginania sq znane ]edj:'llif: dla kﬂ%iu s:‘zc]mgo nycl1 Pl-?;
padlkoéw, w ktorych przekroj posiada pewna prosta postavj. Z_e wzglqdowlpxa ctycgnyc h warzze.
jest posiadanic $rodkéw, pozwalajacych rozwiazaé zagadmeme.dla Idow? 11eg1: za aI:iBgi I}i)iach
kroju. Mozemy tego dokonaé za pomoca numerycznych 0]3'11(‘]Zl311 opc.lrtyc na r(?m a i
romic skoriczonych, jak to wyjasniono w Dodatkul, lub dos»'ﬂa.dczalme 7a -pomocq tr{iezgg)y
blony mydlanej*), analogicznej do metody stosowanej w zagac'inmmac.h sl«:chama’(I?or;ﬁsal .[171].
W celu wyprowadzenia podstaw metody blony mydlanej wykorzystamy rowna 171],
[172] i [173] par. 106. Biorac

Py*®

v
f) = iy I

réwnanie funkeji naprezen [172] przyjmuje postaé

20 | 80 _

a]
Ix? 3 y? 0 [

Olrzymaliémy to samo réwnanie co dla nieobciazonej i réwnomiernie rozciagnietej blony
(por. str. 243). Warunek brzegowy [173] wyrazi si¢ nastepujaco

P Px? v Py ]ﬂ [b]
ds ds

of T 214+ I

i : " Materials® d., tom 2, str. 55.

éniki 7 56 w keiazce S. Timoshenko: ,Strength of Matfarmls‘ 2 wyd., : .

3 ??dr}gzs;;k;s?Oé?ﬂaslglisz?\’[:th.sﬁt:h.“, tom 19, str. 347, 1939, A. Weinstein: ,,Quart, Applied Math.,

RV icity® : . L. Elli

toms)S,Psgtrrz'YI% V. Southwell: ,Introduction to the Theory of Elasticity®, str. 29; W. J. Duncan, D. L is

¢ ., Phil. Mag“., tom 16, str. 201, 1933. y . s

' C-“')Slg;:;gg te,;'i po raz ;gicrwszy wskazal Vening Meinesz: ,De Ingenieur®, str. 10?1, Ho]lanél(,)]}iﬁkl.A lgizznaii?‘l:j
zostal Lon rozwinigty przez 4. A. Griffitha i G. I. Taylora: »»Tech. Rept. Natl. Advisory .

tom 3, str. 950. 1917—1918. Wyniki powyzsze zaczerpnigto z tej pracy.
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Calkujac wzdtuz brzegu s, mmajdziemy wyrazenie

@:Eff‘ﬁ’ y Py
7 3 2—(1?77 37 + const [e]

Skad mozemy obliczy¢ wartoéé @ dla kazde
ja wzdluz calego brzegu, pouiewaz przedst

wione wzdluz brzegu krzywa zamknieta.

Wyobrazmy sobie, 7e na tej
blony spelia réwnanie [a] 1 warunek brzegowy [c]. Stad rzedne blony przedst
naprezen @ we wszystkich pu
wzdluz brzegu (réwnanie [<]).

Rys. 1965

Fotografia na rys. 196a ilustruje jeden ze sposohéw stosowany przy konstrukeji brzegu
blony mydlanej. W plytce celuloidowej wycina sie otwér w taki sposb, ze po zgieciu plytki
rzut brzegu otworu na plaszezyzne pozioma ma ten sam ksztakht co brzeg przekroju po rze(;z-
nego belki. Plytka jest umocowana na pionowych sworzniach i ustalana za pomoca naI;cr tel
1 podkladek w polozeniu, w ktérym rzedne wzdhuz brzegu otworu e

: ! przedstawizja w pewnej
skali wartoéei @ dane wyrazeniem [c]. <posth ko

Fotografia na rys. 196b ilustruje drugi sposéb kon-
296

go I_)unktu brzegu. [(x2/2)dy znika, jesli wedmiemy
awla ona moment statyczny przekroju wagl

o AT o, : 3 = ros . g Qdem
0si y, ktéra przechodzi przez érodek cigzkodei przekroju. Stad @ obliczone z [e] jest przedsta-

krzywej jest rozciagnieta blona mydlana. Wiedy powierzchnia

) : awiaja funkeje
nktach przekroju w skali przyjetej dla przedstawienia funkeji @

strukeji brzegu za pomoca cienkich arkuszy wyzarzonej blachy mosieinej!). Niewielkie
poprawki rzednych wzdtuz brzegu otworu moga byé dokonane przez male wyginanie brzegu.

Analogia pomiedzy réwnaniami blony mydlanej i zagadnieniem zginania zachodz 4cidle
tylko w przypadku nieskoriczenie matych ugigé blony. W doéwiadczeniach jest pozgdane,
aby catkowity zakres rz¢dnych blony nie przekraczal jednej dziesiatej jej najwiekszego wymiaru
poziomego. Jezeli jest to konieczne, to amplituda rzednych funkeji wzdhuz brzegu moze byé
zmniejszona przez wprowadzenie nowej funkeji @; zamiast @ i podstawienie

D =D, +ax+ by [d]

gdzic @ i b sq stalymi dowolnymi. Z wyrazenia tego widaé, ze funkecja @, réwnics spelnia
réwnanie blony [a]. Wzdluz brzegu z wyrazen [c] 1 [d] wartoéei funkeji

P | a® ¥ Pyd
@Fff?dy—mT
Zmniejszenie zakresu funkcji @; na brzegu moina zwykle osiagnaé przez odpowiedni dobér
stalych @ 1 b.
Gdy funkcja @ jest wyznaczona za pomoca metody blony mydlanej, to funkeja @ bedzie
obliczona z réwnania [d]. Gdy znamy funkcje naprezen @, to skladowe naprezenia otrzymamy
z réwnan [171], ktére obecnie przyjmuja nastepujaca postaé

— ax — by + const

_9 P,y Py
"y o " 20+ I [e]

EL)

Obecnie mozemy latwo obliczyé skladowe naprezenia w kazdym punkeie przekroju, o ile
tylko znamy wartoéci pochodnych d®/dy oraz d®/dx w tych punktach. Pochodne te sa dane
katami nachylenia btony mydlanej w kierunkach y i x. W celu wyznaczenia katéw nachylenia
postepujemy jak w przypadku zagadnien skrecania i najpierw wyznaczamy warstwice powierz-
chni blony. Z planu warstwic mozemy znalezé katy nachylenia przez wykreélenie prostych
linii réwnolegltych do osi wspéhrzednych i przez kowsirukeje krzywych przedstawiajacych
odpowiednie przekroje blony mydlanej. Nachylenie znalezione w ten sposéb nalezy podsia-
wi¢ do wyrazen [e] na skladowe naprezenia stycznego. Dokladnoéé takiego postepowania
mozna sprawdzi¢ obliczajac wypadkowa wszystkich naprezed stycznych, rozmieszczonych
w przekroju. Wypadkowa ta powinna byé réwna sile zginajacej P, przylozonej na koncu belki
wspornikowej.

Dogwiadczenia wykazuja, ze za pomoca metody blony mydlanej mozemy osiagnaé zado-
walajaca dokladnoéé przy wyznaczaniu naprezen. Wyniki otrzymane w przypadku przekroju
dwuteowego®) sa pokazane na rys. 197. Z wykreséw tych widaé, ze w pelni potwierdzaja sie
zwykle zalozenia teorii elementarnej, ze $rodnik dwuteownika przenosi wiekszodé sit poprzecz-
nych oraz Ze naprezenia styczne sy stale na grubodci érodnika. Maksymalne naprezenia
styczne wystepujace w warstwie obojetnej pozostaja w bardzo dobrej zgodnodei z napreze-
niami obliczonymi z teorii elementarnej. Skladowa 7, w $rodniku praktycznie jest réwna

1) Patrz praca P. 4. Cushmana: ,/Trans. A. 8. M. E.%, 1932.
%) W tym przypadku symetrii wystarczy rozwazyé tylko 1/4 przekroju poprzecznego.
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zeru 1 oslaga maksimum w zalomach. To maksimum powinno zalezeé od promienia zaokra-

glenia zalomu. Dla przyjetych proporeji wynosi ono tylko okolo polowy maksymalnego

nhaprezenia T, w warstwic obojetnej. Linie réwnych naprezen stycznych, dajace stosunek

tych skladowych do éredniego naprezenia styeznego PJA, zostaly naniesione na rysunkach

2x x
=/
m=/,2
=13 I
m=[4
24 |
=),
=7 '
ml5 =i .
e Linte raw
l Warstwice . Lime rawnych raore. i
) . ! prezen
D blory naprezen stycznyeh
mydlanej styeznych
H r :mﬁ . Ed
J xz T4 . vz g
— X ‘l B ‘L“Ly
Rys. 197

Koncentracja naprezeri w zalomie zostala rozpatrzona dla przekroju teowego. Promien
zalomu byl stopniowo powiekszany i dla kazdego przypadku naniesiono warstwice. Wyka-
zano w ten sposéb, ze maksymalne naprezenie w narozu réwna si¢ maksymalnemu naprezeniu
w srodniku, gdy promiett zaokraglenia wynosi okolo 1/16 grubosei érodnika. e

114. Przemieszezenia. Po znalezicniu skladowych naprezenia, Przemieszezenia w, v, w |
mozeray obliczyé w ten sam sposdb jak w przypadku czystego zginania (por. str. 227).’1{’{%- '
wazmy tu linig ugiccia belki wspornikowej. Krzywizny w tej linii w plaszezyznach xz i ¥z
dane sa z dostateczna dokladnodeia wartodciami pochodnych 92u/922 i 9%/922 dla x=y=0
Wielkodei te mozemy obliczyé ponizszych réwnani .

Pu_ e e 19n. 13, _Pl-2

9> ¥z & G 9z L dx  _EI [a]
O _ Sy Oe. _

92 9z 9y

Widzimy, Ze linia $rodkowa belki wspornikowe] jest zgin

. . ana w plaszezyinie xz, w ktérej
dziata obciazenie, a krzywizma w dowolnym punkeie jest

: . proporcjonalna do momentu zgi- ‘
najgcego w tym punkeie, tak jak to zwykle przyjmuje sic w elementarnej teorii zginania.
Przez calkowanie pierwszego z réwnan [a] znajdziemy ‘

_ P2 P N
“ZEr " eEr T®#*tE [b]
gdzie ¢ i d sa stalymi calkowania, kiore musimy wyznaczyé z warunkéw na utwierdzonym 1

koricu belki wspornikowej. Jeseli koniec linii srodkowe] jest utwierdzony, to u i dufdz sa

rowne zeru dla 2—0 i stad stale ¢ i d w réwnaniu [b] réwnaja sig zeru.
Przekroje poprzeczne belki nie pozostang plaskie, lecz z powodu dzialania sit poprzecznych

‘wypacza sie. Kq_t nachylenia elementu powierzchni wypaczonego przekroju w érodku ciezkosci )
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wzgledem ugietej linii érodkowej wynosi

7 _ (xde=ny=o
2 G
i mozemy go obliczyé, gdy znamy naprezenia styczne w drodku ciezkoéed.

115. Dalsze badania dotyczace zginamia. W poprzednich paragrafach rozwasza-
lismy zagadnienie zginania belki wspornikowej utwierdzonej na jednym koricu i obciazonej
sila poprzecing na drugim koneu. Otrzymane rozwigzania sg rozwiazaniami deistymi zagad-
nienia zginania, o ile tylko sily zewnetrzne sa rozmieszezone na kofcowych przekrojach w ten
sam spos6b jak naprezenia Oy Typs Ty, znalezione z rozwiazan. Jezeli warunek ten nie jest
spelniony, to w rouzldadzie naprezenn w poblizu koicédw belld beda wystgpowaly miejscowe
nieregularnodci, lecz na podstawic zasady Saint-Venanta mozemy preyjaé, ze w dostalecznej
odleglodei od konicéw, powiedzmy w odleglodcl wieksze] niz wymiary przekroju helki, roz-
wigzanie nasze jest wystarczajaco dokladne. Stosujac te sama zasade, mozemy rozszerzyd
zastosowanie powyzszych rozwigzan na inne przypadli obciazen i podparcia belek. Mozemy
przyjat z dostateczng doldadnoécia, ie naprezenia w dowolnym przekroju belki w dostalecznej
odleglodci od obciazenia zaleza jedynie od wielkosei momentu zginajacego i sily poprzecznej
w tym przekroju i moga byé obliczone przes superpozycje rozwigzan otrzymanych poprzednio
dla belki wspornikowe;j.

Jezeli sily zginajace sa nachylone do gléwnych osi przekroju belki, wtedy mozemy zawsze
roztozyé je na dwie skladowe dziatajace w kierunkach osi gléwnych i zginanie w kazdej z dwu
plaszezyzn gléwnych moze byé rozpatrzone oddzielnie. Wtedy calkowite przemieszezenia
i edksztalcenia otrzymamy stosnjac zasade superpozycji.

W poblizu punktéw przylozenia sil zewnetrznych maja miejsce nieregulaimodci w roz-
Ietadzie naprezen, kidre rozwazalidémy uprzednio w przypadku waskiego przelroju prostokat-
nego (por. par 36). Analogiczne rozwazania dla innych ksztaltéw przekrojéw wykazuja, ze
nieregularnodei te maja charakter lokalny®).

Zagadnienie zginania jest rozwiazane réwniez dla pewnych przypadkéw obeiazenia cia-
glego?). Wykazano, ze w takich przypadkach linia érodkowa belli zwykle wydluza sie lub
skraca tak jak w przypadku wyskisego przekroju prostokatnego (par. 21). W tych przypadkach
krzywizna linii érodkowej nie jest juz proporcjonalna do momentu zginajacego, choé konieczne
poprawki sa male i moga by¢ pominiete w zadaniach prakiycznych. W przypadkn np. belki
kolowe]j zginanej cigzarem wlasnym?) krzywizna na koncu utwierdzonym dana jest za pomoca
wyrazenia

r ET

gdzie a jest promieniem przekroju, ! dlugodcia belki wspornikowej. Drugi czlon w nawiasie

L. M), el @
| 61+ P

jest poprawka na wielko$¢ krzywizny, spowodowana rozkladem obciaZenia. Jest ona mala,
rzedu a?/1%. Wniosek ten jest réwniez wazny dla belek o innych ksztaltach przekrojow, zgi-
nanych ciezarem wlasnym?).
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Patrz réwniez prace J. Dougalla: ,Trans. Roy. Soc.” (Edinburgh), tom 49, str. 895, 1914,

2) J. H. Michell: ,,Quart. J. Math.”, tom 32, 1901, réwniez K. Pearson, tamie, tom 24, 1889, i K. Pearson
i L. N. G. Filon, tamze, tom 31, 1900.

3) Problem ten rozwaiyl A. E. H. Love: ,Mathematical Theory of Elasticity®, 4 wyd., str. 362, 1927.

%) Przypadek belki wspornikowej o przckroju eliptycznym rozpatrayt J. M. Klitchieff; ,Biul. Inst.
Politech.” Petersburg, str. 441, 1915.
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