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OSIOWO-SYMETRYCZNY ROZKEAD NAPREZEN W CIALA
CH 0K
BRYE OBROTOWYCH RAREIR

116. Réwnania ogélne. Wiele praktyernie wainych zadar analizy napresen dotyez
bryl obrotowych odksztalcanych symetrycznie wzgledem osi obrotu. Najprostszymi );z ;
kladami sa: walec poddany réwnomiernemu wewnetrznemu i zewnetrznemu cis’n?eniuporzz;
?c.olowa tarcza wirujaca (por. par. 26 i 30). Dla zagadnien tego rodzaju bardzo czesto wygodne
]est. stf)sowam'e wspélrzednych walcowych (por. réwnania [170] str. 270). Poniewas odksztal-
cenie jest symetryczne wzgledem osi z, skltadowe naprezenia nie zaleza od kata 6 i ws;zyetkie
pochodne wzgledem 6 znikaja. Skladowe napresenia stycznego 7, i 7, réwnies znika'
z powodu symetrii. W ten sposob réwnania [170] sprowadzaja sie dorn;stgpujacych &

do, It | 0, —0p
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Skladowe odksztalcenia osiowo-symetrycznego, zgodnie z wyrazeniami [169], majg postaé
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T.u Znowa korzystne jest wprowadzenie funkcji naprezeri @. Mozemy sprawdzié przez podsta-
wienie, ze réwnania [177] beda speluione o ile przyjmiemy
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we wspotrzednych prostokatnych (por. réwnanie [d], str. 66). Nalezy zauwazyé¢, ze funkcja
naprezen, @ nie zalezy od 0 tak, ze trzeci wyraz w [a] jest réwny zeru, gdy zastosujemy go

do funkeji @.
Przeksztalcimy obecnie réwnania cigglosei odksztalcen [130] (por. str. 66) do wspdl-

rzednych walcowych. Ozaaczajac przez 0 kat pomiedzy r 1 osia x, mamy (por. wyrazenia [13])
o, = g, cos? 0+ o, sin® §
0, =0, sin* 0+ gy cos? () [b]

na ktére to wyrazenia ¢, i 7,, nie maja wplywu.
Weedy:
&2 129 1 27
Vzﬁ'x = (+ 77)- —274‘

(2, 1a @
e r

92
£l (0, cos? 0 + ggsin? ) =

F 332) (o, cos? 0+ op sin? ) — —;22— cos 20(a, — ag)

Oznaczajac symbolem @ sume trzech normalnych skladowych naprezenia oraz stosujac
réwnanie [b] ze str. 66, otrzymamy w przypadku symetryeznego rozkladu naprezen
26 9%0 96 sin®f
= : [d]

———cos? 0+

o o o

Podstawiajac [¢] i [d] do pierwszego z réwnan [130], dostajemy
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Réwnanie to jest wazne dla dowolnej wartodcei 0, a stad

ﬁ+li+ﬁ _2 . )_;__Lgig_o
Fr i = 3 R S T [e]
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(a* rar T a_) oot gl =0+ 575 =0

Taki sam wynik otrzymamy rozwazajac drugie z réwnan [130] tak, Ze w przypadku odksztal-
cenia symelrycznego réwnania [e] zastgpuja pierwsze dwa réwnania uktadu [130]. Trzecie
réwnanie [130] zachowuje te sama postaé we wspolrzednych walcowych.
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Rozwazmy obecnie pozostale trzy réwnania ukladu [130], zawierajace skiadowe napre-
zenia stycznego. W przypadku odksztalcenia symetrycznego jedynie naprezenia 7, sa rézne
od zera, a skladowe naprezenia 7, i 7,,, dzialajace na plaszezyzne prostopadla do osi z, otrzy-
mamy przez rozklad z,, na dwie skladowe, réwnolegle do osi x 1 y.

T,=T.co80; 7T, =1,5in6
Mamy réwniez
0 970 0
oz ooz

Vi, =V2(z, cos0) = (1721,,: - %) cos 0

Podstawiajac do piatego z réwnan [130], otrzymamy
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Ten sam wynik otrzymamy rozwazajac czwarte z réwnan [130]. Ostatnie réwnanie ‘ukladu
[130] moze byé réwniez przeksztalcone do wspélrzednych walcowych przez podstawienie

o # Ty = 3 (o, — 0y) sin 20

W ten spos6b znajdziemy

P 1 . gin 20 [ &2 )
1 - (Rl e bt S V=
| | 1+ 9V [2(0, Uﬁ)sm20]+ 7 (91_2 - ar)@—
Rys. 198 Réwnanie to wynika od razu z réwnan [e] przez odjecie jednego od

drugiego. W ten spos6b réwnania ciaglodei [130], w przypadku
odksztalcenia symetrycznego wzgledem osi, we wspéhrzednych walcowych przyjmuja postaé
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Mozna wykazaé, ze wszystkie powyzsze réwnania sa spelnione przez wyrazenia dla naprezen ’

dane réwnaniami [179], gdy funkcja naprezenn spelnia réwnanie [180]. Widzimy wigc, Ze
rozwazenie zagadnienl, w ktérych wystepuja osiowo-symetryezne rozklady naprezen, sprowa-
dza sie do znalezienia w kazdym konkretnym przypadku rozwiazania réwnania [180], spelnia-
jacego warunki brzegowe zadanial),

1) Ten sposéb wyrazania wszystkich skladowych naprezenia za pomoca jednej funkeji spelniajacej réwnanie
[1'80] podal s:zczcgéluwo A. E. H. Love; ,Mathematical Theory of Elasticity, 4 wyd., str. 274, 1927. Drugi spo-
s6b wyrazenia zagadnienia przy pomocy funkeji naprezef podal J. H. Michell: ,Proc. London Math, Soc.”,
tom 31, str. 144, 1900. Zwiazki pomiedzy funkcjami naprezen w zagadnieniach dwuwymiarowych i funkeja
naprezen podana w tym paragrafie rozpatrzyl C. Weber: ,Z. angew. Math. Mech.“, tom 5, 1925.

T

W niektérych przypadkach pozyteczne jest, aby réwnania [180] byly podane we wspél-
rzednych biegunowych R iy (rys. 198) zamiast walcowych r 1 z. Przeksztalcenie to mozemy
latwo wykonaé przez zastosowanie réwnani par. 25. Otrzymujemy wiedy
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[181]

W nastgpnych paragrafach bedzemy stosowaé pewne rozwigzania powyzszego réwnania do
badania konkretnych zagadnien osiowo-symetrycznych.

Drugim sposobem rozwigzywania tych zagadnien jest bezpoérednie rozwazenie przemiesz-
czeni. Przez zastosowanie zwiazkéw [178] skladowe naprezen moga byé przedstawione jako
funkcje przemieszezeni u i w. Podstawiajac te funkeje do réwnan [177], dochodzimy do dwéch
czastkowych réwnan rézniczkowych drugiego rzedu, zawierajacych dwie funkeje u 1 w.
Zagadnienie sprowadza sie wige do rozwigzywania takich dwéch réwnan.

117. Rozwiazanie za pomoca wielomianéw. Rozwazmy takie rozwigzania réwna-
nia [181], ktére réwnoczesnie sa rozwigzaniami réwnania

ap 2 9D 1 oD 1 90
et = + mreigy o —+ — 73 =0 [182]
9R® R &R R ay R? Iy
Rozwiazanie szczegdlne powyiszego rownania moze byé przyjete w postaci
@ﬂ = RRTR [aI
gdzie ¥, jest funkeja jedynie kata 9. Podstawiajac [a] do réwnania [182] znajdziemy dla
L4

' nastepujace réwnanie rézniczkowe zwyczajne

;j—w é%) (sin TPQ;Z),,_) +n(n+1)¥,=0 [b]
Réwnanie to moze byé uproszezone przez wprowadzenie nowej zmiennej x=cos Y. Wiedy
v, o, . ay, o, . . oYV,
By = = g S ¥l =g S Y— Ao
Podstawiajac do réwnania [b], otrzymamy
(1—a?) 9;32’,. — 2x a;i" +an+1)¥.=0 [183]

Bedziemy rozwigzywaé to réwnanie za pomoca szeregul). Przyjmujac, Ze
Y = aa™+ a™ + an™ o+ [e]

1) Jest to znane réwnanic Legendre’a, Wyczerpujace rozwagania dot. tego réwnania moina znalezé w ksiaZce
A. R. Forsytha: ,A Treatise on Differential Equations®, str. 155, 1903,
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i podstawiajac do réwnania [183], otrzymamy

(1) (@™ + age™ + age™ + ... ) = my(my + L)agx™ — my(my — D)aam=2 4
+ my(my + Daya™ — my(my — Dax™ 24 ... [d]
Aby réwnanie to moglo byé spetnione dla dowolnej wartodei x, muszg zachodzié nastepujace
zwigzki pomiedzy wykladnikami my, ms, mg, ...

my=my—2; mg=my—2, ...

Stad wynika, Ze szereg [c] jest utworzony wedlug malejacych poteg x. Przyréwnujac wsp6l-

czynniki przy ™ w réwnaniu [d], wyznaczymy teraz wielkodé m,. W takim razie
n(n+1) —my(m,+1) =(n—my) (my+n+1) =0

Stad dla wykladnika m; otrzymujemy rozwiazania

my=n; m=—(n+1) [e]

Dla pierwszego z tych rozwiazan:

my=n; myg=n—2; mg=n—4, ..

Wspblezynniki ay, ag, ... w réwnaniu [d] znajdziemy przyréwnujac do zera wspélezynniki
kazdej z poteg x. Biorac na przyklad wyraz zawierajacy ™%+ otrzymamy dla obliczenia

wspolezynnika @, réwnanie
n(n+1)a, = (my — 2r+2) (my — 2r+ 3)a, — (my — 2r+4) (m; — 2r+ 3)a,_,
skad, podstawiajac m,=n, mamy

(n—2r+4)(n —2r+3)
2r—1) 2n —2r+3) !

Ay = —

Teraz szereg [c¢] moze byé przedstawiony w postaci

n(n—1) n(n—1)(n—2) (n —3)
g:t" = A n—2 + n—4 __ .
% [’“ 2@n —1)" 2-4@n—1) @n—3) [f]
bedacej rozwiazaniem réwnania [183]. Podstawiajac rozwiazanie to do [a] i pamietajac, e

x=cosy; Rx=z; R=Vr+22

znajdziemy dla n réwnego 0, 1,2, 3, ... nastepujace rozwigzania szczegélne réwnania [182]
w postaci wielomianéw:

Dy =4,

D, =4z

D, =Ap|z? — 5(r2 + 2%)]

D, =Ag[23 — 22(r2 4 27)] [184]
Oy —A,Js8 — 328 + 1) + %+ 9]

Dy =Ag[z5 — V23(r2 + 2% + fz(r2 + 29)?]
gdzie Ay, Ay, ... sa stalymi dowolnymi. Wielomiany te sa rozwiazaniami réwnania [181].
Z rozwigzan tych mozemy otrzymaé nowe rozwiazania [181], ktére juz nie beda rozwiazaniami

réwnania [182]. Jezeli R* ¥, jest rozwigzaniem réwnania [182], to mozemy wykazaé, ze R
jest rozwigzaniem réwnania [181]. Wykonujae operacje wskazane w- nawiasach réwnania
[181], mamy
2 g 2
(—;)[;ZJr % 9% + 1172 ctg P Qilp + % ;2—!)2) Ret2 W, = 9(2n 4 3) R, [g]
Powtarzajac znowu te operacje, jak. wskazano w réwnaniu [181], otrzymamy zero, poniewaz
[g] jest rozwiazaniem réwnania [182]. Stad R" ™2 ¥, jest rozwiazaniem réwnania [181]. Widaé,
ze mnozdc rozwiazania [184] przez R*=r* 2%, mozemy olrzymac nastgpujace rozwiazania:
D, = By(r2+ 27
D, = Byz(r? + 22)
@, = By(222 — r?) (r? 4 2?%) [185]
@, = B5(2z% — 3r%z) (124 29)

118. Zginanie plyty kolowej. Za pomoca oméwionych wynikéw rozwiazaé moina
szereg praktycznie wainych zagadnied. Wir6d nich wymienié nalezy réine przypadki zgi-
nania symetrycznie obciazonej plyty kolowej (rys. 199). Przyjmujac na przyklad wielomiany
trzeciego stopnia z [184] i [185], otrzymujemy funkcje

naprezen byl lL__é_
D = a5(22% — 3riz) + by(r’z -+ 2°) [a] o o
Podstawiajac ja do zaleznodci [179], znajdziemy PSR
z
o, =6ay+ (10v — 2)by; 0y = 6az+ (10v — 2)by (186] Rys. 199

o, = —12a3+ (14 — 100)by; 7, =0
W ten sposéb skladowe naprezen w calej plycie sa state. Przez odpowiedni dobér stalych
ag i by mozemy otrzymaé naprezenia w plycie spowodowane dowolnymi stalymi wartosciami
o, i 0, dzalajacymi na powierzchnig plyty.

Wezmy obecnie wielomian czwartego stopnia wedhug réwnan [184] i [185]; mamy wiedy

D = a,(82% — 240222 + 3r%) + by(224 + r22® — 1Y) [b]
Podstawiajac do wyrazen [179] znajdziemy

o, = 90a,z +4b,(14y — 1)z

o, = — 192a,z + 4b,(16 — 149)z [187]
7,, = 960, — 2b,(16 — 14v)r [e]
Biorac
96a, — 2b,(16 — 149) =0
otrzymujemy

g, =28(1+ vjb,z
Jezeli z jest odlegtoécia od plaszezyzny $rodkowe] plyty, to rozwiazanie [c] przedstawia czyste
zginanie plyty momentami rozlozonymi réwnomiernie wzdiuz brzegu plyty.

o,=1,=0;

W celu otrzymania rozwiazania dla plyty kolowej obciazonej réwnomiernie, hierzemy
funkcje naprezen w postaci wielomianu széstego stopnia. Postepujac jak w poprzednim para-
grafie, znajdziemy

@ = 1ag(1628 — 120242 4 9022+ — 5r%) + by(82° — 162%% — 212%* + 3r%)




Podstawiajac do [179], otrzymujemy

o, = a(3202® — 720r%2) + bg[64(2 + 11v)23 + (504 — 48 « 22v)r2%]

0, = ag( — 6402° + 960r%z) + be{[ — 960+ 32 - 22(2 — ¥)]2®+ [384 — 48+ 22(2 — )]sz}

T,, = ag(960rz2 — 240r8) 4 bg[( — 672 +48 - 22v)2%r + (432 — 12 - 229);3]
Do tych naprezent dodajemy nastepujace naprezenia

o, =%a,z; o,= —192a,2; 7, = 90a,r

otrzymane z wyrazen [187] przy b,=0, a réwnomierne rozcigganie w kierunku osi z réwne
o,=b mozemy otrzyma¢ z wyrazenia [186]. W ten sposéb dochodzimy do wyrazen na sklado-
we naprezenia, zawierajacych ecztery stale ag, bg, @y, b. Stale te moga byé tak dobrane, aby
spelnialy warunki brzegowe na gérnej i dolnej powierzchni ptyty (rys. 199). Warunki te maja
postaé

og,=0 dla z=¢

g,=—¢q dla z=—¢ [d]
7, =0 dla z=¢

7,, =0 dla z=—¢

Tu g oznacza intensywno$é obcigzenia réwnomiernego, a 2¢ jest gruboécia plyty. Podstawia-
jac do tych réwnan wyrazenia na skladowe naprezen, wyznaczymy cztery stale ag, b, ay, b.
Wykorzystujac te wartosci, otrzymujemy wyrazenia na skladowe naprezent spelniajace wa-
runki [d]

'721"» 2 33+») r’z 3 z]
g, =gq A e

8 32 c? 8 ¢
o] g B2 L
LA 7 R ) le]
3ar
Tz = 'ﬁ (Cz == 22)

Stad widaé, ze naprezenia o, 1 7,, sa rozmieszczone dokdadnie w ten sam sposéb, jak w przy-
padku réwnomiernie obcigzonej belki o waskim prostokatnym przekroju (par. 21). Napre-
zenia promieniowe g, wyrazaja sig za pomoca nieparzystej funkeji z i na brzegu plyty daja
momenty zginajace rozmieszezone réwnomiernie wzdiuz brzegu. W celu otrzymania rozwia-
zania dla plyty swobodnie podpartej (rys. 199) dodamy do nich naprezenia od czystego zgi-
nania [c¢] i dobierzemy stala b, tak, aby otrzymaé na brzegu (r=aqa)

f ‘ ozdz=0
-—g
Wiedy ostateczne wyrazenie na o, przyjmie postaé

e 2+v 22 3(8+9) 1%z 3 2+ L 33+ a2
Sl 32 & 8 5 ¢ 2 8
a w Srodku plyty mamy

[188]

c 8 5 ¢ 32 & [f1

Elementarna teoria zginania plyt oparta na zalozeniu, zZe liniowe elementy plyty, prostopadie
do plaszczyzny Srodkowej (z=0), pozostaja prostymi i normalnymi do powierzchni ugiecia

=0 =g ’_%2_3_3 247 2, 3(3+9) aﬂ

aoaNe

plyty!) w czasie zginania, daje nam nastgpujaca warto$é naprezent promieniowych w érodku
33+ a’
o= 2CIN 22, e
32 c

Poréwnujac ja z wyrazeniem [f] widzimy, ze dodatkowe wyrazy w rozwigzaniu $cistym sa male,

jezeli gruboéé plyty 2¢ jest mala w poréwnaniu z promieniem a.
Nalezy zauwazyé, ze przez dodanie czystego zginania usunelismy momenty zginajace
wzdhuz brzegu plyty, lecz naprezenia promieniowe nie sa tam réwne zeru, ale przyjmuja

nastepujacg wartodé

249 282 3 249 z
@H=4ﬁaﬁss J (]
Jednak wypadkowa tych naprezer odniesiona do jednostki dlugoéei brzegu oraz jej moment
s3 réwne zeru. Stad na podstawie zasady Saint-Venanta mozemy stwierdzié, ze usunigcie
tych naprezeri nie wplywa na rozkiad naprezen w plycie w pewnej odleglosci od brzegu.
Przyjmujac na funkeje naprezen wielomiany rzedu wyzszego niz szosty, mozemy zbadaé
przypadki zginania plyty kolowej poddanej nieréwnomiernie rozmieszezonemu obcigzeniu.
Biorac zamiast rozwiazania [[] na str. 303 inne rozwiazanie réwnania [182], mozemy
réwniez otrzymaé rozwiazania dla kolowej plyty ze wspétérodkowym otworem?). Wszyst-
kie te rozwiazania sa zadowalajace jedynie wtedy, gdy ugiecie plyty pozostaje male w po-
réwnaniu z jej gruboécia. Dla wickszych ugieé musimy wziaé pod uwage rozcigganie
plaszezyzny érodkowej plyty®).

119. Tareza wirnjgca jake zagadnienie tréj wymiarowe. W naszych poprzednich rozwazaniach
(par. 30) przyjmowalidmy, Ze naprezenia nie zmieniaja sig na grubosei tarczy. Obecnie rozwazymy to samo za-
gadnienie przyjmujac jedynie, ze rozldad naprezen jest symetryczny wzgledem osi obrotu. Réwnania rézniczkowe
réwnowagi otrzymamy przez wlaczenie do réwman [177] sily odérodkowej. Wiedy

do, dt, or—0y B
ekl SR [189]
Otz 00z | Ty
: =0
or + oz i r <

gdzie p jest masa jednostki objetodei, a @ — katowa predkodeiy tarczy,
Réwnania ciagloéci odksztaleen rowniez musza ulec zmianie. Zamiast ukladu [130] bedziemy mieli trzy réw-
nania rodzaju [f] (por. str. 212) i trzy rownania rodzaju [g]. Podstawiajac do tych réwnan skladowe sit masowych

X=omwd; Y=oy, Z=0 [a}

znajdziemy, Ze ostatnie trzy réwnania, zawierajace skladowe naprezen stycznych, pozostaja takie same jak w ukla-
dzie réwnan [130], a pierwsze trzy réwnania przyjmuja postaé (por. réwnania [e], par. 116):

2 1 2%@ 200?
I B S L = R
e r? (0r —09) + 14+ or? 1—w»
2 1 1490 2002
3 Ly S [b}
VUg_l-rz(ar Gﬂ)+1+vr ar 1—vw»
1 220 2vp?
23 i, Ll
Vet Sy a0 1—v

1) Zalozenie to jest analogiczne do hipotezy plaskich przekrojéw w teorii zginania belek. Dokladna teorig
zginania plyt rozwinal J. H. Michell: ,,Proc. London Math. Soc.”, tom 31, 1900, oraz A. E. H. Fove: ,Mathema.
tical Theory of Elasticity®, 4 Wyd., str. 465, 1927. . ! o

%) Sgereg rozwiazan dla plyty kolowei obeiazonej symetrycznie rozpatrzyt 4. Korobov: ,,Biul. Inst. Politech.
Kijéw, 1913. Podobne rozwigzania otrzymal niezaleznie 4. Timpe: ,Z. angew. Math. Mech.”, tom 4, 1924.

8) Patrz Kelvin i Tait: ,Natural Philosophy, tom 2, str. 171, 1903.
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Zaczniemy od rozwiazania szczegblnego rownan [189], spetniajacego réwnania ciaglodei. Do tego rozwigzania
dodamy rozwiazania w postaci wielomianéw [184] i [185] i dobierzemy stale w tych wielomianach tak, ahy spel-
nialy warunki brzegowe naszego zagadnienia. Dla rozwiazania szczegélnego bierzemy wyrazenia

o,=Brt+ Ds?;  o,=Ar®; o9=Cr®+ Dz%; T, =0 [c]
Latwo zauwazy¢, ze wyrazenia te spelniaja drugie z réwnar réwnowagi. Spelniajg one réwniez réwnania ciagloéci, za-
wierajace skladowe naprezen stycznych (por. rownania [f]1 [g] par. 116). Pozostaly do wyznaczenia stale 4, B, C, D,
tak aby byly spelnione pozostale catery rownania, a mianowicie pierwsze ze [189] i réwnania [b]. Podstawiajac

[e] do tych réwnan, znajdziemy
o1+ 2) (149)

2

=M; P B p_ i P RO TN
6v : 3 6v(l — )

Przeto rozwigzanie szczegdlne ma postaé

4

ow? o pw*(1+2v) (1 +v) 42

Oy = —
3 6v(1 — »)
- gw?*(1+ 3v) 2
6w
2 )
o ow*(1+2v) (14) 42 )
6v(1 — »)
Tz =0

Rozwigzanie to moze by¢ wykorzystane przy rozwazaniu naprezen w dowolnym ciele obrotowym, wirnjacym wolkél
swojej osi,
W przypadku tarezy kolowej o stalej grubosci dodajemy do rozwiazania [190] rozklad naprezens wyprowadzony
z funkcji naprezet majacej postaé wielomianu piatego stopmia (por. réwnania [184], [185])
P = a,(8z° — 40r%z% + 15r%2) + b;(225 — r¥%® — 3r%) [d]
Wtedy na podstayie réwnah [179] znajdziemy
0, = — ag(180r% — 2402%) + b,[(36 — 54)r? |- (1 - 18+)627]
0, = — ag(— 240r% + 48022) 4 b;[(96 — 108»)22 + (— 102 -} 54)r?] [e]
Og = az(— 60r% + 2402%) + b,[(6 + 108v)2% 4 (12 — 54v)r?]
7, = 480a,rz — (96 — 108v)rz

Dodajac powyzsze do naprezen [190] oraz wyznaczajac stale a; 1 by tak, aby wypadkowe naprezenia 7,, 10, znikaly,

znajdziemy .
o _ng[h(l—i—v) A 34 r2]

2(1—9) 8 [f]
v — gt | LEB) o D) g
8 2(1 —9)
W celu usuniecia wypadkowego promieniowego éciskania wzdtuz brzegu, tzn. przyréwnania do zera calki
[
( f o clz) =0
—6 r=a
dodajemy do [f] réwnomierne rozcigganie promieniowe o wielkosci
: ow? . Wl + ) c?
— (3 4+ v)a® - —
5 (3 +v)a?+ pw 20— 3
Witedy ostateczne naprezenia maja postaé
34 (1 + ») ]
5 T 3, gy d T o o
e [ g, Pt ¥
34+ 1 3» (1 + )
O = gl 2T g 2 LA, o 2 __ 3,2 191
aew[Sa R Gy o1y

o, =0, Tz =0

2N0

Poréwnujac powyzsze z rozwiazaniem poprzednim [55] widzimy, ze mamy tu dodatkowe wyrazenie z czynnikiem?)
(2—32?). Odpowiadajace mu naprezenia sa male w praypadku cienkiej tarcay, a ich wypadkowa na gruboéci
tarczy jest réwna zeru. Jezeli na obrzese tarcay nie dzialaja sily zewnetrzne, to rozwigzanie [191] przedstawia stan
naprezenia w czedel tarczy w pewnej odleglogei od brzegu. '
Rozklad naprezen w wirujacej tarczy o ksztalcie plaskiej elipsoidy obrotowej rozpatrzyl C. Chree?).

120. Sila skupiona 'w punkcie ciala nieogramiczomego. Przy rozpatrywaniu

tego zagadnienia znowun wykorzystamy réwnania [182] ze str. 303. Biorac m; = — (n + 1)
(por. rownania [e] str. 304), otrzymamy druga calke réwnania [183] w postaci szeregu
i (n+1)(n+2)
tjjnzﬂb [,’L (nt+1) }-. — Wﬂ‘ ( +3)+

i (n+1)(n+2) (nt+3) (n+4)
2-4-(2n+3) 2n+5)

x—(+5) 1 ]

Biorac n réowne —1, —2, —3, ... otrzymamy z powyiszego nastepujace rozwiazania szcze-
gblne rownania [182]:

Dy =4, (P + #H

D, = Ayz(r2+ 22~ [192]

a

By = Ayl (2 + 27t — 302+ )
ktére sa réwniez rozwigzaniami rownania [181]. Mnozac przez r?+ z?2 (patrz str. 305) wyraze-
nia [192], otrzymamy inny szereg rozwiazal réwnania [181], a mianowicie

@, =B, (r*+ z%)*
D, =B,z (r?+ 22)7%

[193]

Kazde z rozwiazan [192] i [193] i dowolna ich liniowa kombinacja moze byé przyjeta jako
funkeja naprezen i przez odpowiedni dobér stalych 4, , 4,, ..., By, By, ... mozemy znalezé
rozwiazania réznych zagadnien. :
Dla przypadku sily skupionej bierzemy pierwsze z roz-
wigzan [193] 1 przyjmujemy, 7ze funkeja naprezen jest

@ = B(r2+ 22t

gdzie B jest stala, kidra paznie] wyznaczymy. Podstawiajac do
wyrazed [179], otrzymamy odpowiednie sktadowe naprezenia

0, =B[(1—2v) z(r2+ 28— 3r2z (12 + 2% ¥
0y =B(1—2v) z(r2+ 2% 5

o,=—B[(1—2v) z(r*+ 2% "%+ 328 (r2+ 2% ~¥]
T,,=—B[(1—20) r(r*+ 2% 73 + 3rz2 (12 + 2%) ]

[194] z

Wszystkie te naprezenia daza do nieskoriczonodci, gdy przyblizamy sie do poczatku ukladu
wspéhrzednych, w ktérym przylozona jest sila skupiona. W celu uniknigcia koniecznosci

1) Wyrazy te sq tego samego rodzaju co wyrazy zaiwerajace 22 znalezione w par. 84. Rownania [191] przedsta-
wiaja plaski stan naprezenia, poniewaz oz i 7,7 znikaja. Sila masowa (tu sila odérodkowa), pominigta w par. 84,

nie zmienia ogdlnych wnioskéw, dopéki jest niezalezna od z.
%) C. Chree: ,,Proc. Roy. Soc.“ (London), tom 58, str. 39, 1895,
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rozwazania nieskoriczonych naprezen przypuéémy, Ze poczatek wspélrzednych jest érodkiem
matej kulistej pustki (rys. 200) i rozwazmy sity na powierzchni pustki obliczajac je z wyrazen
[194]. Mozemy wykazaé, 7e wypadkowa tych sil przedstawia sile praylozona w poezatku
wspétrzednych, dzialajaca w kierunku osi z. Z warunku réwnowagi elementu o ksztaleie
pierécienia, przyleglego do pustki (rys. 200), sktadowa sily powierzchniowej w kierunku
osl z wynosi
Z—— (T, 8in @ + o, cos p)

Stosujac wyrazenia [194] i réwnania

siny =r(r2+2%)7%  cosyp=z(%+ 2%
znajdujemy, ze

Z =B[(1—2v) 2+ 2914 322(r2+ 2377

Wypadkowa tych sil przylozonych na powierzehni pustki wynosi

2[ ZYr+ 22 dy- 2nr = 8B (1—»)

Wypadkowa sil powierzchniowych w kierunku promieniowym jest z warunku symetrii
réwna zeru. Jezeli P jest wielkodcia przylozonej sily, to otrzymujemy

P =8Bz (1—17)
Podstawiajac
P
e 8 (1—w) Lo

w wyrazeniach [194], otrzymujemy naprezenia spowodowane sita P przylozona w poczatku
ukladu wspélrzednych i dzialajaca w kierunku osi z!). Rozwiazanie to jest trdéjwymiarowa
analogia rozwiazania zagadnienia dwuwymiarowego, roz-
wazanego w par. 38.

Podstawiajac w wyrazeniach [194] z = 0, znajdziemy,
ze w plaszezyznie ukladu wspélrzednych z =0 nie
wystepuja napreZenia normalne. Naprezenia styczne
w tej plaszezyznie wynosza

B(1-2) P2y

F& 8n(1—»)r? [a]

Ty, = —

Naprezenia te sa odwrotnie proporcjonalne do kwadratu

z odlegtoéei r od punktu przylozenia obeigzenia.
Rys. 201 121. Zbiornik kulisty * peddany wewnetrz-
nemu lub zewnetrzmemu réwnomiernemu cis-
nieniu. Przez superpozycje mozemy otrzymaé z rozwiazania poprzedniego paragrafu kilka
nowych, praktycznie wainych rozwiazan. Zaczniemy od przypadku, gdy dwie réwne i prze-
ciwnie skierowane sily, dzialajace w malej odlegtoéei d, sa przylozone do nieograniczonego

ciala sprezystego (rys. 201).

) Rozwigzanie tego zagadnienia podal Lord Kelvin: ,,Cambridge and Dublin Math. J.%, 1848, Patrz réwnies
jego ,Mathematical and Physical Papers®, tom I, str. 37. Z jego rozwiazania wynika, e przemieszezenia odpowia-

dajace naprezeniom [194] sa jednoznaczne, co dowodzi, e [194] jest prawidlowym rozwigzaniem zagadnienia
(por. par. 82).

210

Naprezenia wywolane w dowelnym punkcie ciala sila P, przylozona w poczatku ukiadu
wspolrzednych, zostaly wyznaczone za pomoca réwnan [194] i [195] poprzedniego paragrafu.
Stosujac te same wyrazenia, mozemy réwniez obliczyé naprezenia spowodowane sila P przy-
lozona w punkeie O;. Pami¢tajac, ze druga sita dziala w kierunku przeciwnym i przyjmujac,
ze odlegloéé d jest nieskoriczenie mata, powinnidmy kazdy czlon f(r, 2) w wyrazeniach [194]
zastapi¢ przez — [f+ (9f]@2) d]. Dodajac naprezenia wywolane dwiema sitami i oznaczajac
iloczyn Bd przez A, dostajemy

op=—4A ai [(L—29) 2 (r2+22)—% — 3r2z (r2 4 22)—4]
z

- ;—z [(1— 29) 2 (% 4 2%)~F]

o, =A % [(1—29) 2(r2+ z%)—% + 323 (r2 4 2%) 4]

9 3
fe = A= [(1— 20) 12+ 2%)=H 4 312 (2 4 29
(<4
Rozwazmy (rys. 201) skladowe naprezenia oy i 7g,, dzialajace w punkcie M elementarne;
powierzchni prostopadlej do promienia OM, ktérego dlugosé oznaczymy przez R. Z warunku

réwnowagi maltego elementu tréjkatnego, takiego jak pokazany na rysunku, znajdziemy?)

op=0,s8in? Y40, cos? y | 27, sin y cos p
Tpy = (0, — 0) sin y cos p — 7, (sin® p — cos? y)

[a]

v

Wylorzystujac [196] i biorge

. r i Z
smqp:r(errzZ)—’f:ﬁ; cos p = z(r? 4 2%) 3=§
otrzymujemy
2(14+9»4 s 22— o
GR=—T[— sin Tp+71+v cos® .
2(1+9)4 .
Try =— — g5 SN P COS Y

Rozklad tych naprezen jest symetryezny wzgledem osi z oraz wzgledem plaszezyzny ukiadu
wspétrzednych, prostopadlej do z.

Wyobrazmy sobie obecnie, ze w poczatku ukladu wspétrzednych, opréecz ukladu dwéch
sil P dzialajacych wzdtuz osi z, mamy identyczny uldad sit wzdluz osi r oraz inny wzdhuz osi
prostopadlej do plaszezyzny rz. Z powodu powyzej wymienionej symetrii otrzymujemy
w ten sposéb rozklad naprezen symetryczny wzgledem poczatku ukladu wspéhrzednych.
Jezeli rozwazymy kule o érodku w poczatku wspélrzednych, to na powierzchnie kuli bedzie
dzialalo tylko réwnomiernie rozlozone naprezenie normalne. Wielkosé tego naprezenia
moze byé obliczona za pomocy pierwszego z wyrazed [b]. Rozwazajac naprezenie w punlktach
kola na plaszezyinie rz, pierwsze z réwnafi [b] da nam cze$é tego naprezenia spowodowang
podwdjng silq dzialajaca wzdhuz osi z. Zamieniajac sin i cos 9 olrzymamy naprezenia nor-
malne na tym samym kole, spowodowane podwdéjng sita dzialajaca wzdluz osi r. Naprezenie

1) Skladowe naprezenia oy dzialajace na boki elementu w poludnikowych przekroja'.ch ciala daja wypadkowa
mala wyzszego rzedu i mozemy ja pominaé przy wyprowadzaniu réwnan réwnowagi.
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Wykorzystujae wyrazenie [197] na o,

HOHHAE spowodowane podwdjng sila, prostopadla do plaszezyzny rz otrzymamy podsta- I

wigjae w tym samym wyrazeniu ¥ = m/2. Skladajac dziatanie trze

ch prostopadlych podwéjnych
sil, znajdziemy, ze na powierzchnie kuli dzi

alaja nastepujace naprezenia normalne

4(1—29) 4 ,
op—— 20204 [
Suma tych trzech prostopadtych sil podwdjnych jest n
Z wyrazenia [c,] ze odpowiednic naprezenie Sciskajace w kierunkn Promieniowym zalezy tylko
od odlegloci od jadra cidnienia i jest odwrotnie proporcjonalne do szedeiany tej odleglodei.
Rozwigzanie to mozna zastosowaé do obliczenia naprezen wystepujacych w zbiorniky
kulistym, poddanym dziataniu wewnelrznego lub zewnetranego réwnomiernego cidnienia.
Niech @ i b oznacsaja wewnetrzny zewnetrzny promien kuli (rys. 202), a P
i zewngtrzne réwnomicrne cignienie. Dodajac do naprezenia [e]
lub $ciskanie we wszysikich kierunkac
normalne w postaci

azywana jadrem cisnienia, Widzimy

i p, wewnetrane
réwnomierne rozcigganie
h, mozemy przyjaé ogélne Wyrazenie na naprezenia

R= gyt [d]
gdzie C'i D sq statymi, ktérych wielkogci +

vyznaczymy z warunkéw na wewnetrznej i zewnetrz-
nej powierzchni zhiornika, Warunki te s

4 nastepujace

G C
\ 5t =—py wHD=—p,
Wtedy
& (pi' = Pa) a® b®
Y P
& Pob® — p;ald I
N p=Db=pa o7y
% _ VPR —a¥) | pad(b® — RY
 R3(g® - b3) R3(a® — b3)
2o
Rt SR AR Cidnienia p_i p, w woluja w kuli réwniez na rezenia normalne
Po 1l Py WY ] P
Rys. 202 o, w kierunku obw

odowym. Wielkoéei ich znajdziemy z warun-
ku  réwnowagi elementu wycietego z kuli dwoma wspdl-
srodkowymi powierzehniam; kulistymi o promieniach R ; R4+ dR oraz kotowym stozkiem

o malym kacie wierzchotkowym dy (rys. 202). Réwnanie réwnowagi ma nastgpujaca postadé

TR dogp mwR? 7R
= 2 : : 2. 2
a; dR (dy) IR AR (dy)2 -+ op 5 dR (dy)

skad

dog R
Powyisze wyrazenie przedstawi sie nastepujaco

PV @R+ 0%  pia® 2R+ 39)
YT AR ) T 2R (@ g [198]
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|

Jezeli p, =0, to _
pia® (2R3 + b3)
T 2R3 T p3 _ g3
Widzimy, ze najwigksze rozeiaganie w kierunku obwodowym zachodz w tym przypadku n
wewnetrznej powierzchni i wynosi L T f ? ’ f ]‘ I }S
pi 2a®4- b3

a

(Jl)max =
Wszystkie te wyniki otrzymal Lamél),

122, Naprezenia lokaloe wokél pustki kulistej. J-akc? drug.i
preyklad rozpatrzymy rozklad naprezenia dokola Il-‘lE.ECj- kl]l_.[.‘::»lﬂ] p'u-sikj‘
w preeic poddanym  réwnomiernemu rozeigganiu®) o wm-lkosct S
(rys. 203). W przypadku rozciazania pelnego preta normalna i stvezna
sk‘ladowe napreZenia, dziakajace na powierzehnie kuli wynosza:

5% 5 =— Ssi 208 Y a
Op=.5 cos?y; TRy =—Ssiny cos y [a] S
; ; . PR T ys.
W celu otrzymania rozwigzania w przypadkn malej pustki kulistej
o promieniu @ musimy na stan osiowego rozeiagania natozyé uktad
naprezen, ktéry powoduje na powierzchni kuliste] naprezenia réwne i przeciwnie skierowane do danych wyra-
2 7
zeniami [a], pray czym znikaja one w nieskofczonoded, : it
i zeni dow i Ojng ierunku z, oraz naprezenia [¢
Biorae z poprzedniego paragrafu napresenia [b], spowodowane silg podwdjna w kier uu_ A : p -Q I
spowodowane jadrem cidnienia, odpowiednie naprezenia dzialajace na powierzehnie kulista o promieniu a moga
byé przedstawione w nastepujacej postaci:

201494

ad

OR'= —

5—v : 20404 . [b]
(_1+ ,1 .E cos? w), tR‘P == p sm ) cos Y
OR'" = %; TRy"=0 [e]

gdzie 4 i B sg stalymi, ktére beda dobrane poiniej. Widzimy, ze pieees kombinacje naprezen [b] i [<l:_[ lnic mozna
ziil{widuwaé naprezefi [a] spowodowanych rozeigganiem i konieczny jest dodatkowy uklad naprezen.
Biorac z rozwiazania [192] funkeje naprezen
D= Cz(r*+ z%)—3
odpowiednie skladowe naprezenia z rownania [179] sa mastepujace:

3C

Or = T (1 — 5 cos?p — 5sin? W + 35 sin® y cos? y)
ac ; i
= —5 (3 — 30 cos® p + 35 cost u)
Gz &5 ( [d]
g = 2{65; (1 — 5 cos? y)
Ty = 1;50 (— 3 sin y cos p + 7 sin p cos® y)

Wykorzystujae obecnie wyrazenia [a] poprzedniego paragrafu, otrzymujemy skladowe naprezenia na Lkulistej
powierzchni o promieniu a

G 24C
Opitr= == (—1 -+ 3 cos? w); ‘Z’waﬂz s sin Y cos [e]

) Lamé: ,Lecons sur la théorie ... ds Pélasticité™, Paryz, 1852.’ . . i i
23 Z:daiie to rozwigzal R. V. Southwell: ,,Phil, Mag.“, 1926; réwniez J. N. Goodier: ,,Trans. A. 8. M. E.*,

tom 55, str. 39, 1933. Tréjosiowa pustke elipsoidalng rozpatrzyli E. Sternberg i M. Sadowsky: ,,J. Applied Me-
chanics“ (Trans. A. S. M. E.), tom 16, str. 149, 1949,
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Dodajac uklady naprezen [bl, [¢] i [e], znajdziemy:

2(14+»4 A B 12C
g, 2Q+nd i 36C
R e 2(5—7») . cos® y + P + - o cos?p
21+ 4 | 24 Il
TRy =— Tsxn’l{!cosw—i— aﬁC sin i cos P

Przez dodanie tych naprezen do naprezern ; ; : ;
> 4 prezen [a] kulista powierzchnia pustki stanie sig¢ wolna od sil, jezeli :
. : sie wolna od sil, jezeli

heda nastepujace warunki: > jedeli apetaipne

2(1+»4 . B 12C
& Tt &
A | 36C
—26-9 5+ 5 =—5 . [g]
2(1+v)4  24C
_(aiav)'l‘*T:S
a
skad
A 55 B S(1—5) C 5

(7 —5v) [h]

@ 20— @ T—% & 2(1—5)

Teraz catkowite naprezenie w dowolnym punkeie otrzymamy przez dodanie do osiowego rozeiggania S naprezen,
d'an).:ch réwnaniami [d], naprezen [196] spowodowaaych sita podwojng oraz naprezen spowodowanych . [ireu;
ciénienia, danych réwnaniami [e] i [e] poprzedniego paragrafu. "

Rozwaimy na przyklad napreienia dzialajace na plaszezyzne z=0. Z warunku symetrii wynika, Ze
w plaszezyznie tej nie ma napreseh styeznych. Z wyrazen [d], pedstawiajac y=m/2 i R =r, mamy |

e 9C _ 9Sa®
.- - 1
Z réwnan [196] dla z=0 ’ ( .
: o’z”:A(l_Zv): 5(1—2¢0)8§ a®
P? 2(7T—5) r® g
7, wyrazenia [e] poprzedniego paragrafu
- B S(1—5v) a®
o= =
<= O0=— 53 2(1—50) r° (]

‘Catkowite naprezenie dzialajace na plaszczyzne z = 0 wynosi

s % e 4—5v d® 9 >
oz;=0; + 0" + ¢ +S=S[1 — £
e t3h—mm T 20—5) P ]
Dla r= a otrzymujemy
27—15v»
(O = 57—y [o]

Biorge v = 0,3, mamy
(Gg}max = gg )

E‘;"Iaksymalnc naprezenie jest wige okoto dwa razy wigksze od réwnomiernego rozeiggania S przylozonego do preta

E’l': wzrus.t naprezef posiada wybilnie miejscowy charakter. Ze wzrostem r naprezenia [n] szybko osiagaja war-
tosé S. Biorac na przyklad r=2a, v =0, 3, znajdziemy o, = 1,054 5.
W ten sam sposéb znajdziemy dla punktéw na plaszezyinic z =0
3C  A(1—2) B

Oglz—0 = A S e
( O)z 0 5 3 93

Podstawiajac stale z wyrazen i T 3

A yrazen Ih] 1 przyjmujac, ze r = a, otrz 3 Lt = . 5 v
- . ) 1 > ymamy naprezenie rozciggajace wzdluz ré <
(’?’ - 75/’2) pustki agaja z rownika

15» —3
O el gy =
(VG)Z 0, r=a 2(7_51})

_,_20-m4 1€ B __ 3150
== e @ 24 27 — 5v)

Tak wige podiuzne rozciaganie S powoduje w tym punkeie $ciskanie.
Dodajac rozcigganie S w jednym kierunku do &ciskania S w kierunku prostopadlym, mozemy otrzymaé ro%-

wigzanie dla rozkladu naprezen wokol pustki kulistej w przypadku czystego 4cinanial). Mozemy pokazal w ten
sposob, ze maksymalne naprezenia slyczne wynosza
15 (1 — %)
T B, L
max 7 _ 5y (el

Wyniki tego paragrafu moga mieé znaczenie praktyczne przy rozwazaniu wplywu malych pustek?) na wy-

trzymaloéé zmeczeniowa probek, poddanych dzialaniu naprezenn zmiennych.

123. Sila skupiona mna brzegu polprzesirzeni sprezystej. Wyobrazmy sobie,
7e plaszezyzna z = 0 jest brzegiem polprzestrzeni sprezystej i ze sita P dziala na t¢ plaszezyzne
wzdhluz osi z (rys. 204)3). Wykazaliémy w par. 120, ze rozkltad naprezen, dany réwnaniami
[194] i [195], moze byé spowodowany w polprzestrzeni sprezystej sila skupiona, przytozona
w poczatku ukladu wspétrzednych oraz silami stycz-
nymi na plaszezyZnie brzegowej z =0, danymi réw- o

naniem

N—

Trg = — E(_llzjw—) [a]
Aby usunaé te sity i otrzymaé rozwiazanie zagadnienia
pokazanego na rys. 204, wykorzystamy rozklad napre-
zefi odpowiadajacy jadru ciénienia (por. str. 312).
We wspélrzednych biegunowych ten rozklad napre-
zen ma postaé

4 _dog R 1 4
0= ar RET YR

z

Op = '}?; Rys. 204
gdzie A jest stala. We wspoétrzednych walcowych (rys. 204), mamy nastepujace wyrazenie
na skladowe naprezenia

Op sin? yﬂ— a, cos?y = A (,-2 = %zz) (r2+ zz)—-g-

o, =

0, = 0 cos® Y+ 0, sin? p = A4 (2 —§77) (P + 2

T, =% (0p— o) sin 2y = S Arz(r2+ zz)_g [199]
1 4

1 -
gg — 0, — "42’]{?=—*2_A(12+ ZZ)_E

Przyjmijmy obecnie,

2 =0 do z=— oo. Wiedy, stosujac zasade superpozycji, otrzymany skladowe naprezenia

1) Zagadnienie to rozpatrzyl J. Larmor: ,,
Mathematical Theory of Flasticity®, 4 wyd., str. 252, 1927.

2) Pustki takie istnieja na przyktad w spoinach i doéwiadczenia na zmeczenie wykazuja,
zaczynaja sie od takich pustele.

3) Rozwigzanie tego zagadnienia podat J. Boussinesq, patrz Application des
Rozwiazanie dla sily przyloZonej w wewngirznyrm punkcie polprzestrzeni sprezysiej po
sics®, tom 7, str. 195, 1936.
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ze jadra cisnienia sa réwnomiernie rozmieszczone wzdluz osi z, od

Phil. Mag.“, seria 5, tom 33, 1892. Patrz réwniez A. E. H. Love:
ze zwykle peknigcia

potentiels...”, Paryz, 1885.
dat R. D. Mindlin: ,Phy-
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w przestrzent nieograniczonej na podstawie réwnan [199]

oo [200?
Ty = 2 A 2 (4 2N —fdz = A r(r2 4 2% -3 _
Ll ' W ' 5 :
1 oo . A7 2o .
0g = — g A&[z (]'2 E—IZE)—E dz = ? Lﬁ . ﬁ (f""+ Z‘)}‘J

Rozpatrujac plaszezyzne z =0 znajdziemy, ze naprezenie normalne na tej plaszezyimie réwna
sig zeru, a napregenia styczne wynoszg
« 1.4 ;
(T e=0 = 9 3 [b]

Okazuje sie obeenie, ze dodajac rozwigzania [194] i [200] mozemy przez odpowiedni dobér
stalych 4 i B otrzymaé taki rozklad naprezen, ze plaszezyzna z = () hodzie wolna od naprezen,
a sila skupiona P bedzie dzialaé w poczatku uktadu wspéhrzednych.

Z [a] i [b] widzimy, ze sily styczne na plaszezyZnie brzegu znikna, jezeli
A
— Bl it
B(1— 2v) 5
skad
A=2B(1-2v)

Podstawiajac t¢ wartosé do wyrazeti [200] i dodajac naprezenia [194] i [200], znajdujemy

1.
% B{(l‘zv) [1—2 — g+
0, =— 3Bz (r* 4 294

—3r?z(r2 33)-5}

i el
i z 5 1

g =B (1— 21})[ S e o (s o) S H zz)’ﬂ

r r
Tre = — 3Brz® (r* + 22)—1

Ten rozklad naprezen spelnia warunki brzegowe, poniewaz o, = 7,, =0 dla z =0. Pozostaje
obecnie wyznaczenie stalej B tak, aby sily rozmieszczone na pétkulistej powierzchni o érodku
w poczatku uldadu wspéhrzednych byly statycznie réwnowazne sile P, dzialajace] wzdtuz osi 2.

Rozwazamy réwnowage elementn takiego, jak pokazany na rys. 200. Skladowa sily dzialajacej
na pélkulista powierzchnie w kierunku osi z réwna sie

Z=— (7, sin p+ 0, cos ) = 3Bz (r? + z%)~2

Dla wyznaczenia statej B otrzymujemy réwnanie

T

P= _Jyzfozzr(r2+ 24 dy = 6an:0052 P sin yw dy = 2xB
skad
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W koricu podstawiajac te stala do [c], otrzymujemy nastepujace wyrazenia dla skladowych
naprezenia, spowodowanych sila normalng P, dzialajaca na plaszezyzng brzegu pélprzestrzeni
sprezystej:

e f;; {(1* 29) [ria y rig (T2+Z2)‘*J — 3z (rt+ 3‘3)—5}
s 2?;; (1-2) [ - ,iz* riz (r®+ 28 (P 52)—%:|
Try = — % rz2 (r2 4 22—t

Rozwigzanie to jest trojwymiarowa analogia rozwigzania dla pélnieskoriczonej tarczy (por.
par. 33). .
Jezeli wezmiemy elementarna powierzchnie mn prostopadla do osi z (rys. 204), to z wy-
razeti [201] otrzymamy stosunek skladowych naprezenia normalnej do stycznej. Wynosi on
-2 [d]
Ty
Stad widzimy, ze kierunek wypadkowego naprezenia przechodzi przez poczatek 0. Wielkodé
tej wypadkowej wynosi
—— aP 23 3P cos?yp
T R - = TV 202
§="Yai+ ok = 2n (P4 282 2m (P4 29) -
A wige naprezenie jest odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odleglosci od punktu przylo-
zenia sity P. Wyobrazmy sobie powierzchni¢ kulista o érednicy d, styczna do plaszezyzny
z =0 w poczatku ukladu wspéhzednych O. Dla kazdego punktu tej powierzchni

r24 2% = d? cos? [e]

Podstawiajac do [202], dochodzimy do wniosku, ze dla punktéw tej powierzchni catkowite
naprezenie na poziomych plaszezyznach jest stale i réwne 3P/2nd?. .

Rozwazmy obecnie przemieszczenia spowodowane obciazeniem P w pélprzestrzeni spre-
zystej. Z réwnan dla skladowych odksztalcenia [178] otrzymujemy

T
U=gr=—
FE

Podstawiajac wartodci na skladowe naprezenia z wyrazen [201], otrzymujemy

loo —» (0,4 02)]

we A=2) 1 +9)P I:z(r2+z2)‘*~l+ : 1

rrz(rt+ Zz)ﬁ-g] [203]
2n by — 2y

W celu wyznaczenia pionowych przemieszezen w korzystamy ze zwiazkéw [178]

% 1

S == [ — (0, + 00)]

dw du _ 2(14+v)7,  Ju
o TR T E z
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Wstawiajac otrzymane wyiej wartoéci na skladowe naprezenia i na przemieszezenie u, mamy
Jw B ' .
27— ong B+ 22+ 22— 34 v (1—2)] 2 (2 + 291}

w P(l+w 5 "
T 2?r,E_) [2 (l— V) r(r+ 2% =5 4 3r2? (r2+ 22)— ]

skad przez calkowanie olrzymujemy

w

=5 [0+ 922 (2 2984 2(1— 9%) (B4 494 [204]

Dla plaszczyzny brzegowej (z=0) mamy nastepujace przemieszezenia

(W — — (A=2»)(1+»P . :'f’(l— »?)

2m Ly 0 wkr
co wskazuje, ze iloczyn wr jest staly na brzegu. Tak wiec promienie wykreslone z poczatku
uldadu wspélrzednych, leigcego na powierzchni brzegu, beda po odksztalceniu hiperbolami
o asymptolach Ori Oz W poczatku ukladu przemieszezeniai naprezenia beda nieslkoniczenie
wielkie. Dla usunigeia wynikajacych stad trudnoéei pray stosowaniu naszych réwnan
mozemy wyobrazié sobie, Ze material pélprzestrzeni w poczatku ulkladu zostat wyciety pol-
kulista powierzchnia o matym promieniu, a sia skupiona P zastapiona statycznie jej réwno-
waznymi silami rozmieszezonymi na tej powierzchni.

[205]

124. Obcigzenie rozmieszczome na czeéei brzegu polprzestrzeni sprezystej.
Majac rozwiazanie dla sity skupionej dzialajacej na brzegu pétprazestrzeni sprezystej, mozemy,
stosujqc zasade superpozycji, znalezé przemieszezenia i naprezenia wywolane obciazeniem cig-
glym. Wezmy, jako prosty prayklad, przypadek obcig-
zenia réwnomiernego, rozmieszczonego na powierz-
chni kola o promieniu a (rys. 205) i rozwazmy
ugigcie, w kierunku dzialania obciazenia, punktu M
na powierzchni ciala w odleglodei r od érodka kola.
Biorac maly element obciazonej powierzchni, zakre-
skowany na rysunku, ograniczony dwoma promie-
niami tworzacymi kat dy i dwoma hukami kola o pro-
mieniach sis+ds (wszystkie kola posiadaja $rodek
w M), otrzymujemy obciazenie dzialajace na ten element réwne gs dyds, a odpowiednie:
ugiecie w punkeie M, z wyrazen [205], wynosi

(1—93)gq sdypds (1—»3)g

zE s ak

Callcowite ugiecie otrzymamy teraz przez podwéjne calkowanie

_(1=99¢g
wa dy ds

Calkujac wzgledem s i biorac pod uwage, ze dlugosé cieciwy mn jest réwna 2 Va® — 72 sin? P,
znajdziemy

dy ds

_ A0 =g [
W—T . \/a —r¥sin® y dy [a]

gdzie y; jest maksymalna wartodcig p, tzn. katem pomiedzy r i styezng do kola. Obliczenie,
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calki [a] upraszeza sie przez wprowadzenie zamiast zmiennej y, zmiennego kata 6. Z rysunku

mamy
asinf=rsny

skad
acos Bdf a cos 0 df

rcos a? |
r']/l ——-8in*f
r

Podstawiajac do wyrazenia [a] i pamietajac, ze 0 zmienia si¢ od 0 do 7/2, gdy v zmienia sie
od 0 do 4, znajdziemy

4(1~v2)gfg acos?8d0  A(l—)gr
0

dy =

v nk r Vl — (a?/r?) sin? 0 - wl

- . ag)fz' do—]
) — — sin =N TR B VIW

Calki w tym wyrazeniu sa znane jako calki eliptyczne, a ich wartodci dla dowolnej wartosci

[206]

afr mosna wziaé z tablict).

Rys. 206

Aby otrzymaé ugiecie na brzegu obciazonego kola, przyjmujemy w wyrazeniu [206]
r=a i dostajemy

4(1—v¥)qa

(0)r=a = - [207]

Jezeli punkt M lezy wewnatrz obciazone] powierzchni (rys. 206a), to znowu rozwazamy
ugiecie wywolane obciazeniem gsdsdy, ktére dziala na zakreskowany element. Calkowite:

_(1=9%gq
W= ds dy

Dlugoéé cieciwy mn wynosi 2a cos 0, a y zmienia si¢ od 0 do 7(2, a wiec

a2 "2
w=M] a cos 0 dy
nk 0

1) Por. np.. E. Jahnke i F. Emde: ,,Funktionentafeln®, Berlin, 1909 (istnieje thumaczenierosyjskie Fiz.-mat..
Tzdat. Moskwa 1959) lub Peirce: ,,Short Table of Integrals“,1910.

ugiecie wynosi wtedy
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lub, poniewaz a sin 0 =r sin y», mamy

. 4(1—13ga [ 2 72
W= — : B e 2
w 7 . 1 pr W dy [208]

W ten sposob za pomoca tablic calek eliptycznych mozemy tatwo obliczy¢ ugiccie dla dowolnej
wartosel stosunku 7/a. Maksymalne ugiecie wystepuje oczywidcie w érodku kota, Podstawia-
jac r=0 w wyrazeniu [208], otrzymamy

2(1—»¥ga
(uP)max =t (7;) g_ {209]

Poréwnujac powyzsze wyrazenie z ugieciem na brzegu kola, znajdziemy ze to ostatnie stanowi
2[re-krotnoéé ugiecia maksymalnego!). Warto zauwazyé, 7e dla danej intensywnodei obcia-
zenia ¢ maksymalne ugiecie nie jest stale, lecz warasta w tym samym stosunku co promied
obcigzonego kota.

Stosujac zasade superpozycji, mozemy réwniez obliczyé naprezenia. Rozwazmy np. na-
prezenia w punkeie na osi z (rys. 206b). Naprezenie o, w takim punkcie, wywolane obciaze-
niem rozmieszczonym na powierzehni pierscieniowej o promieniu 7 i szerokodei dr, otrzy-
mujemy przez podstawienie w drugim wyrazeniu [201] 277 dr ¢ zamiast P. Wtedy 11ap;‘¢2ellie
0,, wywolane réwnomiernym obciazeniem rozmieszczonym na calej kolowej powierzchni
o promieniu a, wynosi

.

Go=— | 3grdrA(®+ 22—t =gzt (12 Z—EE_—; 1 5?
5 ./o gr drz® (r* + z2) qz‘(r + 2%) o f_/[ Izﬁkzz)‘] [b]

Naprezenie to jest réwne —g na powierzchni ciala i stopniowo zmniejsza si¢ wraz ze wrrostem
odleglosci z. Przy obliczaniu naprezen o, i 0, w tym samym punkeie rozwazymy dwa elementy
112 obcigzonej powierzchni (rys. 206h) z obcigzeniem qr d®dr. Naprezenia wywolane tymi
dwoma elementarnymi obcigzeniami w punkcie na osi z, na podstawie pierwszego 1 trze-
ciego wyrazenia [201], wynosza:

., qrd®dr 1 =
do, = Jfﬂ;--— {(1 — 2) l}*’a = (P zz)‘*] —3r2z(r2 4 52)‘5}

r
. qrd®dr ) 1 z g
doy = —ﬂ——(l—Zv){ = T f ) Z(;"?‘—O—z"l):’

[e]

Naprezenia normalne, wywolane na tych samych plaszezyznach elementarnymi obcigzeniami
w punktach 3 1 4, wynosza
qrdD dr

doy" = (1— 27)

7T

] 1 =

—at g (r2+z2)*%+z(r2+z2)—%}
. ]
. qrd®dr I & . L
dog’ = = _{(lﬁ 2”)[72' ‘rfg(r‘ I 32)—§] — 3z (24 za)-%}

Przez sumowanie ¢ i d znajdziemy, ze cztery elementarne obeiazenia pokazane na rysunku

]‘)‘ Rozwigzanie Fego zagadnienia podal Boussinesq, loc. cit., Por. réwniez H. Lamb: »Proe. London Math.
Soc: A t‘?m 34, str. 276_, 1902; K. Terezawa: J. Coll. Sci. Univ. Tokyo, tom 37, 1916; F. Schleicher: . Banin-
genieur”, tom 7,‘ I?ZQ i ,_,Bauingcnieur“, tom 14, str. 242, 1933. Pelne badanie tego zagadnienia, réwniez -;v prEy-
p:'idku, gdy obcm‘z‘emc jest rozmieszezone na prostokacie, zostalo przeprowadzone w pracy A. E. H. Lovea:
B f}'ans. Roy. Soc.” (London), seria A, tom 228, 1929. Specjalne wlasnoéei odksztaleenia i naprezenia w przypadku
og6lnym wskazat S. Way: ,,J. Applied Mechanics® (Trans. A. 5. M. E.), tom 7, str. A-147, 1940.
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wywoluja nastepujace naprezenia:

qr ff) dr [(1—20) 2 (r2 4+ 22) =3 — 3r22 (12 + 22)—#] =

dO’, = d(}'a =
Le]

- G df‘ I a4 92+ 2+ 322+ 294

Aby otrzymaé naprezenia wywolane obcigZzeniem réwnomiernie rozmieszczonym na calej
powierzchni kola o promieniu a, musimy scalkowaé wyrazenie [e] wzgledem @ w granicach

od 0 do 7/2 oraz wzgledem r od 0 do a. Wtedy

a

0',o’Eigfﬂ[—2(1+v)z(r2+z2)‘=+3z3(r2+z2)‘§]rclr=

]

124 L . 3 [

=il ()4 {il. v)zi Z
2| Va2 + 22 Var+ 22

Dla punktu O, érodka obciazonego kota, znajdziemy z wyrazen [b] i [f]

q(1+ 27)

9

P

O, =—(; 0, =0 = —

Biorac » = 0,3 mamy o, = g, = — 0,8¢. Maksymalne naprezenie styczne w punkcie O w plasz-
czyzmach nachylonych pod katem 45° do osi z jest réwne 0,1 g. Przyjmujac, ze uplastycznienie
materialu zalezy od maksymalnego naprezenia stycznego, mozemy wykazaé, ze rozwazony
powyzej punkt O nie jest najbardziej nickorzystnym punktem osi z. Maksymalne naprezenie
styczne w dowolnym punkeie osi z (rys. 206b) z wyrazeni [b] i [f] wynosi

1 i o q 1—2» & 72 - 4
z'(ﬂﬂ—f’ﬂ—ﬁ[T*(”’” Vart 2 2(\/ﬁ) ] .

Wryrazenie to osiaga maksimum, gdy

z

Vit 2

2(1+9)
z = a‘l/i7 —, [h]
Podstawiajac z do wyrazenia [g], mamy
g|1—2» 2 e e
Tmax='§["T+ 3(1“‘ V)V2(1+?’)J [k]
Przyjmuige v = 0,3, z wyrazenn [h] i [k] znajdziemy
2=0,638a; T,..=0,33g

pist

=% V2l ty)

skad

Wskazuje to, ze maksymalne naprezenie styczne dla punktéw na osi z lezy na pewnej glebo-
koéci, réwnej w przyblizeniu, dwum trzecim promienia obciazonego kola, a wielkosé tego
maksimum wynosi okolo jednej trzecie] przyltozonego réwnomiernego cisnienia gq.

W przypadlu réwnomiernego ciénienia rozmieszczonego na powierzchni kwadratu o bo-
kach 2a, maksymalne ugiecie w érodku réwna sig

— [— 2
Wmax =— % log,, (\/2 +1) ﬂi} s 2,24 %

7 [210]
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Ugiccie w rogach kwadratu ma wartosé tylko polowy ugiecia w $rodku, a ugigeie érednie

wynosi

=) [211]
E

Analogiczne obliczenia przeprowadzono dla réwnomiernego ci$nienia rozmieszczonego na

prostokatach o réznych stosunkach bokéw & = a/b. Wszystkie te wynikil) mozna przedstawicé

Wired = 1,9(

w postaci

P(1—?)
EVA

gdzie m jest wspélezynnikiem liczbowym, zaleznym od o, A jest wielkoécia powierzchni,

Wered = M

[212]

a P jest calkowitym obciazeniem.

TABLICA WSPOLCZYNNIKOW m W ROWNANIU [212]

a
Prostokaty o réznych stosunkach o= —
Kolo | Kwadrat b

15 | 2 3 | s 10 | 100

m= | 0,90 0,95

Poszezegolne wartodei wspélezynnikéw podane sa w powyzsze] tablicy. Widzimy, Ze dla

0,94 0,52 0,88 0,37

0,62 0,71

‘danego obciazenia P i powierzchni 4 ugiecia wzrastaja, gdy stosunek obwodu obcigzonej
powierzchni do powierzchni catkowitej maleje. Réwnanie [212] jest czasami wylkorzystywane
przy rozwazaniu osiadania fundamentéw?) w konstrukcjach inzynierskich. W celu otrzyma-
_nia réwnego ugiecia réznych czegdci konstrukeji érednie cisnienie na fundament musi pozo-
stawaé w pewnym stosunku do ksztattu i wielkosci obciazonej powierzchni.

W dotychczasowych rozwazaniach przyjmowali$my, ze dane jest obciazenie, a znajdowa-
liémy wywolywane nim przemieszczenia. Rozwazmy obecnie przypadek, gdy dane sa prze-
mieszczenia, a musimy znalezé odpowiadajacy im rozldad cisnienn na powierzchni brzegu.
Wezmy np. przypadek idealnie sztywnego stempla, w postaci kolowego walca, weiskanego

* w plaski brzeg pélprzestrzeni sprezystej. W takim przypadku przemieszezenia w pod kolowa
podstawa stempla sa stale. Rozklad ciénienn®) nie jest staly, a jego intensywno$é dana jest
réwnaniem

P

2ma VCL2 =

gdzie P jest calkowitym obciazeniem stempla, @ jest promieniem stempla, a r — odlegloécia

[213]

q

od poczatku kola, na ktére dziala ciénienie. Taki rozklad cisnien nie jest oczywiscie réwno-
mierny, a jego najmniejsza warto$é wystepuje w érodku (r=20), gdzie
P
Omin = Ora?
tzn. jest réwna polowie éredniego ci$nienia, dzialajacego na lolowa powierzchnie styku. Na
brzegu tej powierzehni (r = a) ciénienie réwna sig nieskoriczonodci. W rzeczywistosci wzdluz
brzegu bedzie wystepowaé plyniecie materiatu. Plyniecie to jednak ma charakter miejscowy
1) Por. Schleicher, loc. cit.

%) Por. Schieicher, loc. cit.
%) Rozwiazanie to podal Boussinesg, loc. cit.

P

i nie wplywa istotnie na rozklad ciénien [213] w punktach, znajdujacych si¢ w pewnej odle-

glodei od brzegu kola. '
Przemieszczenia stempla dane sg wyrazeniem

_Pl—]

W= [214]

Widzimy, ze dla danej wartosci éredniego ciénienia dzialajacego na plaszezyzne hrzegowa
ugiecie nie jest stale, lecz wzrasta w tym samym stosunlu co promien stempla.
Dla poréwnania podamy réwniez érednie ugiceie dla przypadku réwnomiernego rozkladu
ciénient (réwnanie [208]):
f :'w2m' dr 2
Wised =—— 5 = gz —T = 0,54

Jrd

M [215]

To ugiecie $rednie niewiele rézni sig od przemieszezenia [214] doskonale sztywnego stempla.

125. Ciénienie pomiedzy dwoma stykajacymi si¢ cialami kulistymi. Wyniki
poprzedniego paragrafu moga byé wykorzystane przy rozpatrywaniu rozkiadu cisnienia
pomiedzy dwoma stykajacymi sie cialami'). Przypusémy, ze w punkcie styku ciala te maja

Rys. 207

Rys. 208

powierzchnie kuliste o promieniach Ry 1 R, (rys. 207). Jezeli pomigdzy tymi cialami nie
dziata cidnierie, to styk wystepuje w jednym punkeie 0. Odleglosci od plaszezyzny stycznej
w punkeie O do takich punktéw jak M i N, lezacych na przekroju réwnoleznikowym kuli
w bardzo malej odleglodci?) r od osi z; i z5, moga byé przedstawione z dostaleczna doldadnoscia
réwnaniami

r? 7=
ﬁlﬁ Gl 7}*{; [a]

a wzajemna odlegloéé pomiedzy tymi punktami wynosi

af 4 1) (R +Ry
P =T (z,R1 ) "21{2) ~ 2R, R,
W przypadku szczegdlnym styku pomiedzy kula i plaszezyzna (rys. 208a), R, = co; a wyra-
zenie [b] na odlegloéé MN ma postaé

Z'l=

[b]

T [c]
2R,
1) Zagadnienie to rozwigzal H. Hertz: ,,J. Math.“ (Crelle’s I.), tom 92, 1881. Por. rowniez H. Hertz: ,,Gesams=

melte Werke®, tom 1, str. 155, Lipsk, 1895,
%) rjest male w pordwnaniu z Ry i Ry.
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W przypadku styku kuli z wydrazeniem kulistym (rys. 208b) R; w wyrazeniu [b] jest
ujemne i otrzymujemy
r? (R, — Ry) ’
°R, R, - &1

fg — & —

Jezeli ciala sa éciskane sila P wzdluz normalne] w punkeie O, to w poblizu punktu styku
powstana miejscowe odksztatcenia, powodujace kontakt na malej powierzechni o brzegu
kotowym, nazywancj polem zetknigcia. Prayjmujac, e promienie krzywizny R, i R, sa bardzo
duze w pordwnaniu z promieniem brzegu pola zetkniecia, moZemy zastosowaé przy rozwazaniu
odksztalcent lokalnych wyniki otrzymane poprzednio dla pdélprzestrzeni spregystej. Niech
w, oznacza przemieszczenie, wywolane odksztalceniem lokalnym w kierunku z; punktu
takiego jak M, lezacego na powierzchni kuli dolnej (rys. 207), a w, niech oznacza odpowied-
nie przemieszezenie w kierunku z, punkiu takiego jak N kuli gérnej. Przyjmujac, e plasz-
czyzna styczna w O pozostanie nieruchoma podczas miejscowego $ciskania, otrzymamy, Ze
przy 4ciskaniu dowolne dwa punkty ciat lezace na osiach z; i z; w duzych odlegloéciach?)
od O przybliza sie wzajemnie o pewna wielkoéé a, a odlegloéé pomiedzy dwoma punktami
M i N (rys. 207) zmniejszy sie o wielkodé a — (wy -+ w,). Jezeli w koricu, na skutek miejsco-
wego $ciskania, punkty M i N znajda si¢ wewnatrz pola zetknigcia, mamy

& — (w1 + wy) = 2+ 2 = fr® [d]
gdzie f jest stala, zaleing od promieni Ry i R, i okredlona réwnaniami [b], [c] lub [¢’]. W ten
sposéb z rozwazan geometrycznych znajdujemy dla dowolnego punkiu pola zetknigcia

wy+ w, = — Pr? [e]

Rozwazmy obecnie odksztalcenia lokalne. Z warunlku symetrii moiemy wywnioskowad,
#e intensywno$é ciénienia g pomiedzy dwoma stykajacymi sie cialami i odpowiednie odksztal-
cenia sa rozlozone symetrycznie wzgledem é$rodka O pola zetkniecia. Zalézmy, e rys. 206a
przedstawia pole zetknigeia, a M jest punktem na polu zetknigeia dolnej kuli, wtedy prze-
mieszezenie 10; tego punktu na podstawie poprzedniego paragrafu wynosi

wl=%}f2—)ffqudw [£]

gdzie v, 1 E; sa stalymi sprezystodci dolnej kuli, a catkowanie jest rozciagnigte na cala powierz-
chnig zetkniecia. Analogiczne réwnanie otraymujemy dla gérnej kuli. Wtedy

wy+ wy = (ky+ ko) [[q ds dy [&]
gdzie

. 1—m? L=

1 nE iy = mEy [=13]

7 véwnan [e] i [g] otrzymujemy
(ky+ ko) [[qds dy = & — pr [h]

Musimy wiec znalezé takie wyrazenie na ¢, aby spelnialo ono réwnanie [h]. Obecnie pokazemy,
e wymaganie to bedzie spelnione, gdy przyjmiemy, e rozklad cisnied g na polu zetknigcia

1y Ty, takich, aby moina bylo pomingé w tych punktach odksztalcenia spowodowane $ciskaniem.
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jest przedstawiony rzednymi pétkuli o promieniu a, skonstruowanej na polu zetkniecia.
Jezeli gp jest ciénieniem w érodku O pola zetknigeia, wtedy

qp = ka
gdzie k = gofa jest stalym czynnikiem, przedstawiajacym skale naszego przedstawienia rozkla-
du ciénieni. Zmiennodé ciénienia ¢ wzdhuz cigeiwy mn zaznaczono na rys. 206 kreskowanym
potkolem. Wykonujac catkowanie wzdluz luku, znajdziemy

o
fqu a.A

gdzie A jest powierzchnia pétkola zaznaczonego kreskowana linia i réwna sie a (a? — r¥sin? y).

Podstawiajac do réwnania [h], dostajemy

T

7 (ky + ko) qo [-E

a ]

(a? — r?sin®yp) dy = a — fir?

lub
(Fy+ k)

qo7* Gl 2 2
a* —1r?) =a — fr
0% 0t —1%) = — B
Réwnanie to bedzie spetnione dla dowolnej wartodei r i stad przyjety rozklad cisnienia jest
prawidlowy, jezeli tylko istnieja nastgpujace zwiazki dla przemieszezenia « 1 promienia a
pola zetkniecia:

7*a

o = (ky + kg) ¢ 9

[217]
72 gy
ap
Wartoéé maksymalnego ciénienia g, otrzymamy przez przyréwnanie sumy ciénien dzialaja-
cych na powierzchni zetknigcia do sily $ciskajacej P. Wtedy dla pélkulistego rozkladu cisnien

a = (ki + ky)

otrzymujemy
G0.2 s _p
a 3"
skad
3P
D=9 a7 [218]

tzn. maksymalne ciénienie jest 1% raza wieksze od éredniego cisnienia na polu zetkniceia.
Podstawiajac do réwnani [217] i przyjmujac zgodnie z wyrazeniem [b]

g FutRy
"= 2RR,

znajdziemy przy zetknigciu sie dwéch kul

4 R+R, (219]
_1%/9a% Pkt k) (Ry+ Ry)
“=V 16 R, R,

29K




Przyjmujac, ze obie kule posiadaja te same wlasnoéei sprezyste i biorge » =

!
P R,R

= 1,109 <

“ V 27+

0,3, otrzymamy

Pl [220]
% 193 P2 R+ R,
B B RR,
Odpowiednie ciénienie maksymalne jest réwne
3 P 8 (R, + R)®
N Sy >R e Ml
= P O°388]/PE R2Ry% =l

W przypadku weiskania kuli w plaska powierzchnie, zakladajac te same whasnoéci sprezyste
materialéw obu cial, znajdziemy przez podstawienie R; = oo w obu wyrazeniach [220] i [221]:

3 F = J o bR =
PR P2 PE?
~11007/ B, ,_ Lo
a=11091/=2; o 1,23]/ PR @ 0,388]/ R [222]

Biorac R, ujemne, mozemy réwniez napisaé réwnania dla kuli w kulistym wyzlobieniu (rys,
208h).
Znajac wielkos¢ pola zetkniecia oraz dzialajace nani ciénienia, mozemy obliczyé naprezenia
stosujac metode podana w poprzednim paragrafie!). Wyniki tych obliczeri dla punktéw le-
zacych na osiach Oz i Oz, pokazane s3 na rys. 209.
0 0%¢o g0,  Maksymalne ciénienie 7o W polu zetkniecia przyjeto za
ol jednostke naprezenia. W pomiarach odleglogei wzdhuz
A =gy T2 osi z jako jednostke przyjeto promien @ pola zetknie-
& | cia. Najwigkszym naprezeniem jest naprezenie 4ciska-
{ i jace o, w érodku pola zetknigeia, lecz pozostale dwa
naprezenia gléwne o, i 0, w tym samym punkcie sa

; 1+ 2y 1 I
2a réwne 5 0. Stad maksymalne naprezenia styczne,

od ktérych zaleiy uplastycznienie takich materiatéw jak
stal, jest w tym punkeie stosunkowo male. Punkt ma-

la ksymalnego naprezenia stycznego na osi z leiy na gle-
Z bokogci réwnej okolo polowie promienia pola zetknie-
Rys. 200 cia. Punkt ten musimy uznaé za najstabszy punkt

w takim materiale jak stal. Maksymalne naprezenie
styczne w tym punkcie (dla » =0,3) wynosi okoto 0,31 g,.
W przypadku materialéw kruchych, takich jak szklo, zniszczenie jest spowodowane
maksymalnym naprezeniem rozeiggajacym. Naprezenie to wystepuje na kolowym brzegu
pola zetkniecia. Dziala ono w kierunku promieniowym i ma wielkosé

(1 —29)

¥ 3 qo
Drugie naprezenie gléwne dzialajace w kierunku obwodowym jest réwne co do wartodci
bezwzglednej powyzszemu naprezeniu promieniowemu, lecz posiada przeciwny znak. Stad

1) Obliczenia takie wykenal 4. N. Dinnik: ,Biul. Tnst. Politech.”, Kijow, 1909. Por. réwniez M. T. Huber:
»Ann, Physik®, tom 14, 1904, str. 152; S. Fuchs: »Physik., Z“., tom 14, str. 1282, 1913 M. T. Huberi S. Fuchs:
»Physik. Z.%, tom 15, str. 298, 1914; W. B. Morton i L. J. Close: ,,Phil. Mag.“, tom 43, str. 320, 1922,
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1 |.

wzdluz brzegu pola zetknigcia, gdzie normalne ciénienie na powierzchnie jest réwne zern,
wystepuje czyste écinanie o wielkosci g, (1 — 2v)/3. Pray v = 0,3 naprezenie styczne przybiera
wartosé 0,133 g,. Naprezenie to jest o wicle mniejsze od powyzej obliczonego maksymalnego
naprezenia stycznego, lecz jest wigksze od naprezenia stycznego w érodku pola zetknigcia?
gdzie normalne ciénienie jest najwieksze.

Wiele doswiadezenn przeprowadzono w celu zweryfilkowania tearetycznych wynikéw
Hertza dla materialéw, ktére podlegaja prawu Hooke’a i dla naprezen w zakresie granicy
sprezystoseil).

126. Cisnienie pomig¢dzy dwoma stykajacymi sie cialami. Przypadek ogolniejszy?),
Ogdlny przypadek $ciskania stykajacych sie cial sprezystych moze byé¢ potrakto-
wany w ten sam sposéb jak przypadel cial kulistych rozwazony w poprzednim paragrafie.
Zatézmy, e powierzchnia styczna w punkcie zetknigcia O jest plaszezyma xy (rys. 207).
Powierzchnie cial w poblizu punktu zetkniecia, przy pominieciu matych wielkogci WYZ576g0
rzgdu, moga byé przedstawione za pomoca nastepujacych réwnan?).

7y = A4 Ay + Agy®
2y = Byx®++ Bovy + Byy? [a]
Wtedy odlegloéé pomiedzy dwoma takimi punktami jak M i N jest réwna

zy+ 2y = (A1 + By) 2* + (4, + By) xy + (A3 + By)y*® [b]

Mozemy zawsze dobraé kierunki x i y w ten sposéb, zeby czlon zawierajacy iloczyn xy zniknal.
Wtedy

2+ 2y = Ax®+ By? [¢]

gdzic A i B sq stalymi, zaleznymi od wielkodci gléwnych krzywizn stykajacych sie powierz-
chniami i od kata zawartego pomigdzy plaszczyznami gléwnych krzywizn obu powierzchni.
Jezeli R, i Ry oznaczaja gléwne promienie krzywizny w punkcie zetknigeia jednego =z cial,
a Ry i Ry — odpowiednio drugiego z cial*), za$ 9 — lat pomiedzy normalnymi plaszezyznami
zawierajgcymi krzywizny 1/R; i 1/R,, to stale 4 i B moga byé wyznaczone z réwnai:

1 1 1 ] 1
“B?(EWT* m Ye")

IffL 138 ( - 1% 1 1\(1 1 ]‘*
sl o A Y N S T L 9
-tz (=) + (% w) (a0 R TR
Mozemy wykazaé, ze obie stale 4 i B w réwnaniu [c] maja ten sam znak i dlatego mozemy
wywnioskowaé, ze wszystkie punkty o tej samej odleglodei wzajemnej z; + z,leza na jedne;j

elipsie. Jezeli wi¢c éciskamy ciala w kierunku normalnej do plaszezyzny stycznej w punk-
cie O, to pole zetknigeia bedzie posiadaé brzeg eliptyczny.

[d]

1) Odnosniki do odpowiedniej literatury mozna znalesé w pracy G. Berndta: ,,Z. Tech. Physik®, tom 3, str. 14,
1922, Por. réwniez ,,Handbuch der physikalischen und technischen Mechanik®, tom 3, str. 120,

#) Teorig te podat Hertz, loc. cit. Sily styczne i momenty skregeajace przy zetknieciu sig cial rozpatrzyt R, D.
Mindlin: ,,J. Applied Mechanics® (Trans. A. S. M. E.), tom 16, str. 250, 1949,

®) Przyjeto, ze punkt O nie jest punktem osobliwym na powierzchniach cial, lecz powierzchnia przylegajaca
do punktu zetknigcia jest zaokraglona i mosze by¢ uwazana za powierzehnie drugiego stopnia.

%) Przyjeto, ze krzywizna ciala jest dodatnia i odpowiedni érodek krzywizny lezy wewnatrz ciata. Na rys. 207
krzywizny ciala sa dodatnie. Na rys. 208b wydrazenie kuliste ma krzywizne ujemna.
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Niech @, wy, w, maja to samo znaczenie co w poprzednim paragrafie. Wiedy dla punktéw
w polu zetkniecia mamy
W+ W+ 2+ 2 =0
lub e]
wy + wy = & — Ax® — By>
Wniosck ten otrzymaliSmy z rozwazan geometrycznych. Rozwazmy obecnie miejscowe od-
ksztatcenie na polu zetkniecia. Przyjmujae, ze jego powierzchnia jest bardzo mala 1 stosujac

zwigzki [205] otrzymane dla pélprzestrzeni, uzyskamy wyrazenie okreslajace sume przemiesz-
czen w; 1 w, dla punktéw pola zetkniecia

2
1—w

B 1 — 2 (qdA
o= (1 1) 22 0

gdzie g dA jest cisnieniem dzialajgcym na nieskonczenie maly element pola zetkniecia, a r

odleglodcia tego elementu od rozwazanego punktu. Catkowanie musi byé rozpostarte na cala
powierzchnie zetkniecia. Stosujac oznaczenia [216], otrzymamy z réwnan [e] i [f]

k) [[ 14 = s~y e

Obecnie naszym zadaniem jest znalezienie rozkladu cisnien g takiego, aby réwnanie [g]
bylo spetnione. H. Hertz pokazal, ze wymaganie to jest spelnione przez przyjecie, ze inten-
sywno$é cisnienia ¢ na powierzchni zetkniecia jest przedstawiona rzednymi pélelipsoidy
skonstruowanej na polu zetkniecia. Cignienie maksymalne wystepuje oczywiscie w érodku
pola zetkniecia. Oznacrajac je przez g,, a pélosie eliptycznego brzegu pola zetkniecia przez
a i b, wielko$é maksymalnego ci$nienia otrzymamy z réwnania

P— [[ qdd - §aabg,
skad
3 P

D=9 b [223]

Widzimy, ze to maksymalne ciénienie jest 1,5 raza wicksze od ciénienia éredniego na polu
zetkniecia. Aby obliczyé to ci¢nienie, musimy znaé wielkoéé pélosi a i b. Z analizy podobnej
do tej, ktéra zastosowano do cial kulistych, znajdziemy

8/ 31 P(ky+ ky)
a=m —
4 (44 D)
/5% Pt )
4 (4+ B)
gdzie A 4 B jest wyznaczone z réwnania [d], a wspolezynniki m 1 n sa liczhami zaleznymi od
stosunku (B — A) : (4 + B). Stosujac oznaczenie

[224]
b=n

cosfl = —— [k]

otrzymujemy z tablicy ) na str. 329 wartoéel m i n dla réinych wartodei 6.

1) Tablica ta pochodzi z pracy H. L. Whittemore i S. N. Petrenko: ,U. S. Bur. Standards®, Tech. Paper 201
1921.

o000

R —— T ——— PRI S

6= | 30°| 35°| 40° | 45° | 50° | 55° | 60° | 65° | 70° | 75° | 80° | 85° | 90°
m = |2,731|2,397(2,136 1,926l1,?54 1,611|1,486(1,378|1,284(1,202|1,128/1,061| 1,000
n= 04493]0,530/0,567|0,604|0,641|0,678|0,717(0,759| 0,802 0,846|0,893| 0,944/ 1,000

Rozwazmy np. zetkniccie sie kola o walcowym wiericu o promieniu R =40 cm z szyna
o promieniu gléwki R, = 30 cm. Po podstawienin Ri=R,= o0 iyp=n2 do réwnania [d]

znajdziemy

A=B=——; B—-Ad=——; c050=%; f = 81°47

Nastgpnie droga interpolacji znajdziemy z powyzszej tablicy
m=1104; n=0911
Podstawiajac do zwigzkéw [224] 1 biorac £ = 2,1+ 10% kG/em?® oraz » = 0,25, otrzymamy?)
a—0,0314 YP;  b=0,0250 P

Dla obciazenia P =450 kG mamy
a=0241 em, b =0,198 cm, a powierzchnia zetkniecia
nab = 0,150 em? oraz maksymalne ciénienie w s$rodku
3 P 3
D=5 " b 4500kG/ecm
Znajac rozklad ciénienia, mozemy obliczyé naprezenia w kazdym punkcie?). PokazaliSmy
w ten sposéb, ze punkt maksymalnego naprezenia stycznego lezy na osi z na pewnej malej
glebokoéei z;, zaleznej od wielkoéei pélosi @ i b. Np.:

z; = 0,47a, gdy bja =1, a z; = 0,24a, gdy bja = 0,34. Wartosci maksymalnego naprezenia

stycznego (dla » = 0,3) wynosza odpowiednio 7, = 0,31 gy 1 Tpa =0,32 go.

Rozwazajac punkty eliptycznej powierzchni zetkniecia i przyjmujac osie & i y odpowiednio-

w kierunku pélosi @ i b, otrzymujemy naprezenia gléwne w érodku pola zetknigcia

b
g = — 2rgy — (1 — 29) (i
a [k
oy = —2vgy — (1 —2v) g -
0= — (o
Na konicach osi elipsy znajdujemy o, = — o, oraz 7, = 0. Naprezenie rozciagajace w kierunku

promieniowym jest réwne naprezeniu éciskajacemu w kierunku obwodowym. A wige w punk.-
tach tych istnieje czyste cinanie. Wielkoéé tego $cinania na koricach wielkicj osi (x = + a,

1) Jezeli v warasta od 0,25 do 0,30, Lo pélosie [224] maleja o okolo 19, a maksymalne ci$nienie g, wzrasta
o okolo 29. ) L

2) Badanri)e takie przeprowadzil prof. N. M. Bielajew, palrz ,Binl. Inst. Inz. Drég i Komunikacji
Petershurg, i ,Memoirs on Theory of Structures®, 1924; réwniez H. R. Thomas i V. A. Hoersch: Univ.
Illinois Eng. Expt. Sta., Bull. 212, 1930, i G. Lundberg i F. K. G. Odguist: ,Proc. Ingenitrs Vetenskaps Akad.®,
nr 116, Sztokholm, 1932,
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y=0) wynosi _
ik
= (1—2V)g0%(?arctghc ]) 1

a4 na koncach malej osl (x == 0, y = 4 b) rowna Sll,“:
/3 ﬁ e
T = (1 = ZV) qog 1 — "E"‘ arc tg 7) []Tl]

gdzie f = bla, e = (1]a) \/a,z — b2 Gdy wartoéé b zbliza sie do a, a brzeg pola zetkniccia do
Iesztattu kolowego, naprezenia dane zwigzkami |k, [1] 1 [m]
4 a5 :quu nln\ zblizaja sig do napregzen podanych w poprzednim paragrafie
% NS

I

o

T

dla przypadku éciskania kul.

Bardziej suczegdtowe badania naprezen we wszystkich pun-
b ktach pola zetkniecia wskazujal), 7e dla e << 0,89 maksymalne
iy naprezenie styczne dane jest wyrazeniem [l]. Dla e > 0,89
' maksymalne naprezenie styczne znajduje sie w srodku elipsy
i moze byé obliczone z wyrazenia [k].

&
{

i

i Przy werodcle stosunku afb otrzymujemy coraz to wezsze
elipsy zetkniecia i w granicy a/b = co dochodzimy do przy-
padku zetkniecia sie dwéch walcéw o réwnolegtych osiach?).
Polem zetknigcia jest obecnie waski prostokat. Rozklad cis-
nien ¢ wzdluz szerokosci pola zetkniecia (rys. 210) jest
z przedstawiony za pomoca polelipsy. Jezeli of x jest prosto-
Rys, 210 padla do plaszezyzny rysunku, b jest réwne pol szerokosei pola
zetkniecia, a P’ jest obciazeniem na jednostke dlugodci pola

zetkniecia, otrzymujemy z poleliptycznego rozlkladu ciénienia

P' =} by,
skad
Go = ?Ib [ ]

Badanie miejscowego odksztalcenia daje nam

4r’ (k+ & )R R
b 2 2 St
]/ R+ R, Py

gdzie R, i R, sa promieniami walcéw, a k; i %, sq stalymi okreslonymi zwigzkami [216]. Jezeli
oba walce sa wykonane z tego samego materialu, a » =0,3, to

PR R
b=1527/ a2
1/E<R1 YR 1221]

w przypadku dwéch réwnych promieni, R, = R, = R

P'R
b= 1,081/T (228]
1) Patrz Bielajew, loc. cit.

2) Bezpoér.ednie wyprowadzenie tego przypadku wraz z rozpatrzeniem sil styeznych w miejscu zetknigcia
podal H. Poritsky: ,J. Applied Mechanics® (Trans. A. S. M. E.), tom 17, str. 191, 1950.
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W przypadku zetknigeia walea z plaska powierzchnia

P'R
1;41521/E [229]

Podstawiajac b z réwnan [226] do [225], otrzymamy

) PRI
@ “]/ 22y + ) Ry By [230]

Jezeli oba walce wylconane sa z tego samego materialu, a » = 0,3, to

R
qn=0,418]/ £ L;R 2] 1231)

W przypadku zetkniecia walea z powierzchnig plaska

4o = 0418 ]/ PRF [R52]

Znajac g, i b, mozemy obliczyé naprezenia w dowolnym punkeie. Obliczenia te wskazujgl),

ze punkt maksymalnego naprezenia stycznego lezy na pewnej
glebokodci na osi z. Zmiang skladowych naprezenia wraz
z glehokodeia przy » = 0,3 pokazano na rys. 210. Maksymalne
naprezenie styczne wystepuje na glebokosci 2y = 0,785, a jego
wielkoé¢ wynosi 0,304 g,.

127. Zderzenie kul. Wyniki ostatnich dwdch paragraféw moga byé
wykorzystane przy badaniu zderzenia cial sprezystych. Rozwaimy na przy-
klad zderzenie dwéch kul (rys. 211). Skoro tylko kule, poruszajace sig na-
przeciw, zetkna sig?) w punkeie O, to zaczna dzialaé sily Sciskajace P, zmie-
niajac predkoscei kul. Jedli v, i v, sa wartodciami tych predkosei, to predkoéé ich zmiany w czasie uderzenia dana

Rys. 211

jest réwnaniami:

dvy - duy

mlfﬂ=—l"; my— =—P [a]

adzie my i m, oznaczaja masy kul. Niech @ bedzie odlegloscia, na ktéra zblizaja sig dwie kule na skutek miejsco-
wego éciskania w punkcie 0. Wtedy predkosci tego zblizenia sa réwne
o =1+ U
i znajdujemy z réwnan [a], e
prtms [b]

My My

a=—

Badania wskazuja, e czas trwania zderzenia, tzn. czas, w ktérym kule pozostaja zetknigte, jest bardzo dlugi w po-
réwnaniu z najmniejszym okresem drgaf kul3). A wige drgania moga byé pominicte i mozemy przyjaé, ze wyra-
zenia [219], wyprowadzone w warunkach obeiazen statycznych, zachowuja waino$é podezas uderzenia. Stosujac
oznaczenia
6 T my+ m
/ = 71 = ——2 [e]
92 (ky+Fky) (Ry+Ry) my my
znajdziemy z [219]
P=na: [d]

1) Por. Bielajew, loc. cit.
%) Zakladamy, ze ruch odbywa 51-3 wzdtuz linii gczacej érodki kul.
%) Lord Rayleigh: ,Phil. Mag.”, seria 6, tom 11, str. 283, 1906.

ot 3
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a rownanie [b] przyjmie postaé
o= — % t [ef
Mnozac obie strony tego réwnania przez g, olrzymujemy:

1d(z)2= —nn alda
skad po scatkowaniu
}@?— o) = — g nny ff]

Tutaj v jest predkoseig zblizenia dwu kul na poczatku uderzenia, Jezeli podstawimy w tym réwnaniu ¢ = 0, otrzy-
mamy warto§é zblizenia w chwili maksymalnego &ciskania

5 L2 \E
o = |— ——
1 4 nn [e]
Znajac tg warloéé, mozemy obliczyé ze zwiazku [219] wartodé maksymalnej sily sciskajqcej P, dzialajgce] pomiedzy

kulami w czasic uderzenia oraz odpowiedni promien pola zetkniecia a.
W celu obliczenia czasu trwania zderzenia zapiszemy réwnanie [f] w nastepujacej postaci

dee

dt = ————
Vit = Jnn, ok

lub piszac ¢fe; = x oraz wykorzystujac wyrazenie [g] otrzymamy:

v V1—(2)k
Skad czas trwania zderzenia
1
g o, (B8 g By (233}
v Jo VI—(2)F v

W przypadkn szezegélnym dwéch réwnych kul o promieniach R, wykonanych z tego samego materialu, mamy
na podstawie réwhania [g]:

5Vamp1—a2 \3
“1=( 1 E ) & 234]

Va2 —opd)E
z:2’%(5 2mgl—1*\¢ R

4 E | )k
gdzie p oznacza mase jednostki objetoéei kul.

Widzimy, Ze czas trwania zderzenia jest proporcjonalny do promienia kul i odwrotnie proporcjonalny do
(v)%. Wynik ten zostal potwierdzony doswiadezalnie!). W przypadku dtugich pretéw o kulistych konicach okres
podstawowych drgai moie byé tego samego rzedu co czas trwania uderzenia i drgania Le nalezy wzigé pod uwage
przy rozpatrywaniu miejscowego éciskania w punkcie zetknigeia®).

128, Symetryczne odksztaleenie walea kolowego. W preypadku walea kolowego, poddanego dzia-
laniu sit praylozonych do powierzehni bocznej i rozmieszezonych symetryeznie wzgledem osi walea, wprowadzimy
we wspolrzgdnych walcowych funkejg naprezen @ oraz zastosujemy réwnanie [180]%). Réwnanie to hedzie spel-
nione, jeéli weimiemy na funkeje napregenn @ rozwiazanie réwnania

20 180 S0
LI [e]

') M. Hamburger: ,Wied. Ann.%, tom 28, str. 653, 1886; 4. Dinnik: ,.J. Russ, Phys.-Chem. Soc.%, tom 38,
str, 242, 1906 i tom 41, str. 57, 1909. Dalsza literaturg przedmiotu podano w ,Handbuch der physikalischen und
technischen Mechan k¥, tom 3, str. 448, 1927.

%) Por. str. 387. Wadluine zderzenie pretéw posiadajacych kuliste powierzehnie na koticach rozpatrywal
J. E. Sears: ,,Proc. Cambridge Phil. Soc.”, tom 14, str. 257, 1908, oraz ,, Trans. Cambridge Phil. Soc.”, tom 21,
str. 49, 1912. Boczne uderzenie pretow z uwzglednieniem miejscowego Sciskania rozwazyl S. Timoshenko: 7.
Math. Physik®, tom 62, str. 198, 1914,

8) Zagadnienie odksztalcenia walca kolowego pod dzialaniem sil przylozonych na powierzechni rozpatrzyl
pierwszy L. Pochhammer: .,Crelle’s J.“, tom 81, 1876. Problemy dotyczace symetrycznego odksztalcenia walcow
rozwazali C. Chree: ,,Trans. Cambridge Phil. Soc.“, tom 14, str. 250, 1889, Por. rownies praca L. N. Filona:
Trans. Roy. Soc.“ (London), seria A, tom 198, 1902; praca la zawiera rozwigzania zadaf o znaczeniu praktycznym,
odnoszaeych si¢ do symetrycznego odksztalcenia walea.

Rozwigzanie to mozemy przyja¢ w postaci i
@ = f(r)sin kz [b]

gdzie f jest funkejg tylko zmiennej r. Podstawiajac [b] do réwnania [a], dochodzimy do nastepujacego roéwnania
rozniczkowego zwyezajnego, z ktérego wyznaczymy [unkeje [ (r):

gif. 1 df S s
P fler st [e]
Calke tego réwnania przyjmujemy w postaci szeregu
S )= a,+ ayr® + ag* + ay® + ... [d]

Podstawiajac szereg ten do réwnania [c], otvzymamy nastepujgce zwigzki pomiedzy kolejnymi wspélczynnikami

2n)a, —k¥a, ;=10
skad
k2 k2 kt

CL1=FGU; @y = 4270.1:Wa0...

Podstawiajac powyzsze do szeregu [d], mamy

k22 .[‘.’44 "GB
r i e i )

f(r)=ﬂu(1+"22_+22.42+22.42.62 [e]

Druga catke réwnania [c] rowniez moZemy otrzymaé w postaci szeregu i mozemy wykazaé, Ze zmierza ona do nie-
skonczonoéei przy r= 0; dlatego nie nalezy jej uwzgledniaé przy rozpatrywaniu odksztalcenia walca pelnego.
Szereg w nawiasach w wyrazeniu [e] jest funkeja Bessela zerowego rzedu i urojonego argumentu ikrl). W dalszym
ciagu bedziemy zapisywaé te funkeje jako I (ifr), a funkcje naprezen [b] w postaci
Dy = a, I, (ikr) sin kz [f]
Réwnanie [180] posiada réwniez rozwiazania réine od rozwiazan réwnania [a]. Jedno z tych rozwigzan mozemy
wyprowadzié z powyzszej funkeji I (ikr). Rézniczkujac otrzymujemy
dl, (ikr) ik PR 1% i )
d(ikry — 2 2:4 " 2:4%-6

I_2-4-2°62-8 le]

Pochodna ta ze znakiem ujemnym jest nazywana funkeja Bessela pierwszego rzedu i jest oznaczana Jy (ikr). Roz-
patrzmy obecnie funkcje

2.3 2.2 4.4
k2 (1 k3 kir ) (]

d ” ; ;
A= T I, (ikr) = — ikr I (ihr) = 5 o4 Toare + ...
Réiniczkujac mozemy wykazaé, ze
4 14d 5 iR
(—dj_2 + g k )fl (r) =282 I (ihr)

Wtedy pamigtajac, ze I (ikr) jest rozwiazaniem réwnania [¢], otrzymujemy jako wynik, Ze /1 (r) jest rozwigzaniem

(dz L1 kz)(dzﬁ+léﬁ_k2ﬁ):0

réwnania

drr " dr dr® r dr
Stad mozemy przyjaé rozwigzanie réwnania [180] w postaci
@, = a, sin kz (ikr) I (ikr) [i]
Eaczac rozwiazania [f] i [i] mozemy przyjaé funkeje naprezen w postaci
P = sin kz [a, I, (ikr) + a; (kr) I (ikr)] [:]
1) Dyskusje réwnania rézniczkowego [c] i funkcje Bessela mozemy znaleié w nastepujacych ksiazkach:
A. R. Forsyth: ,,A Treatise on Differential Equations® i A. Gray i G. B. Mathews: ,,A Treatise on Bessel Func-

tions“. Tablice funkcji Bessela moina znalezé w ksiazce E. Jahnke i I. Emde: ,,Funktionentafeln mit Formeln
und Kurven“, Berlin, 1909, (lub tlumaczenie rosyjskie Fiz. mat. Tzdat. Moskwa 1959)
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Podstawiajac t¢ funkeje naprezen do réwnan [179) znajdziemy nastepujace wyrazenia na skladowe naprezenia:
0, = cos kz [a,Fy (r) + a7 (1)]

T,, = sin Lz [a Iy (r) + a,.Fy ()] ]

gdzie Fy (1), ..., Fy (r) sa pewnymi funkcjami r, zawierajacymi I, (ikr) oraz I (ikr). Wykorzystujac tablice funkcji
Bessela, mozemy latwo obliczyé wartodei F, (r), ..., F; (r) dla dowolnej wartodci r.

Oznaczajac przez a zewnetrzny promien walea, otrzymujemy ze zwigzkéw [k] sily przylozone na powierzchni
walea wyrazone nastepujacymi wartodciami skladowych naprezenia:

T

o, = cos kz[a I\ (a)-+ a, Fy(a)]

& I: . il
‘_\ ‘T T, = sin kz[a Fy(a)+a,Fyla)]
= T T_r Przez odpowiedni dobér statych £, @, @; mozemy rozpatrywaé réine przypadki
‘\_. 2z symetrycznego obciaZenia walca. Oznaczajac dhugoéé walea pizez I i biorge
; e
o
P e 2
] !
z agF (a) + aFy(a) = — A,

Rae 412 a,Fs(a) + aFy(a) =0

otrzymujemy wartoéci stalych a i ¢, w przypadku, gdy normalne ciénienie A, cos (n715/l) dziala na powierzchnie

boczng walca. Przypadek gdy n=1 przedstawiony jest na rys. 212. W analogiczny sposéb mozemy otrzymaé

rozwigzanie dla przypadku, gdy na powierzehnie walca dzialaja sily styczne o inlensywnosci B, sin (nsz/l).
Biorac n=1,2, 3, ... i stosujac zasadg superpozycji, dochodzimy do rozwiazania zagadnien, w ktérych ciénie-

nic normalne na powierzchni walca moze byé przedstawione za pomoea szeregu

A cos F?;Jr/izcosz%%»/iac?s?—l-... [m] [P
a sily styczne za pomoca szeregv | ‘ __[fA/_L
Blsm$+stmz‘_;‘z+Basin—3’;—z+... W I_H_L -
Jezeli przyjmiemy zamiast [b] funkeje @ w postaci LJ l 1 1 I /6
@D = f(r) cos kz i &
i bedziemy postgpowali jak poprzednio, to zamiast [j] znajdziemy nastepu- I‘—a—'—-—a——

jaca funkcje naprezen
D = cos kz [by I, (ikr) + by (ikr) I (ikr)] [o]

Dobierajac odpowiednio stale f, by i by, otrzymamy rozwigzanie w przypadku, w ktérym cisnienia normalne dzia-

Rys. 213

Iajace na walec sa przedstawione za pomocg szeregu sinusowego, a sily styczne za pomocy szeregu cosinusowego..
Stad, sktadajac rozwigzania [j] 1 [o], mozemy otrzymaé dowolny osiowo-symetryezny rozklad sit normalnych
i stycznych, dzialajacych na powierzchni walca. Réwnoczeénie beda istnialy pewne sily rozmieszezone na powierz-
chniach czolowych walca. Przez superpozycje osiowego rozciagania lub éciskania, mozemy zawsze spowodowaé,
aby wypadkowa wszystkich sil na powierzchniach czolowych réwnala sig zeru, a wplyw ich na naprezenia w pewnej
odlegloéci od koficéw mozna bylo pominaé na podstawie zasady Saint-Fenanta. Szereg przykladéw symetryeznego
obcigzenia waledw rozpatrzyl L. N, G. Filon w wymienionej juz pracy!). Podamy tutaj ostateczne wyniki z jego
rozwigzania w przypadku pokazanym na rys. 213. Walec o dlugoéei réwnej ma, poddany jest rozciagajacemu
dzialaniu sit stycznych, réwnomiernie rozlozonych na zakreskowanej czesei powierzehni walea pokazanego na
rysunku, Rozmieszczenie naprezeii normalnych o, na przekroju poprzecznym walca przedstawia wartoéé praktycz.
ng i tablica na str. 355 podaje stosunek tych naprezen do Sredniego naprezenia rozciagajacego, otrzymanego przez
podziclenie calkowitej sily rozciagajacej przez powierzchnie przekroju poprzecznego walea. Widzimy, ze lokalne.

) Loc. cit. Réwniez G. Pickett: ,J. Applied Mechanics® (Trans. A. S. M. E., tom 11), str. 176, 1944.
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naprezenia rozciagajace, wystepujace w poblifu obeiazonych czesci powierzchni, szybko maleja wraz ze wzrostem
odlegloéci od tych czeéci, zmierzajac do wartodei éredniej.

% r=0 r=02a [ r=04a | r=0,6a r=aq
0 0,689 0,719 0,810 0,962 LT
0,05/ 0,673 0,700 0,786 0,937 1,163
0,10! 0,631 0,652 0,720 0,859 1,344,
0,151 0,582 0,594 0,637 0,737 2,022
0,201 0,539 0,545 0,565 0,617 1,368

Inny przyklad ogélnego rozwigzania zagadnienia w postaci funkeji Bessela podat A. Nadai PIZy rozpalrywaniu
zginania plyt kolowyceh sily skupiong w érodkul) (rys. 214).

129. Walec kolowy sciskany na czeSci poboczuicy®). Jeshi na dlugi wal nasadzamy znacznie krétszy
pierfcienl, to proste wyrazenia stuszne w przypadku okrelenia naprezen, powstajacych przy pasowaniu skurczo-

a) b2 Q} /2
Al T tedar, o
c D———— ——
Z
S /2 - /2
Rys. 214 Rys. 215

wym walu 1 pierScienia o jednakowej dtugoéei, przestaja byé Sciste. O wiele lepsze przyblizenie uzyskamy rozpa-
trujac zadanie pokazane na rys. 215a, a dotyczace diugiego walea, poddanego dziataniu réwnomiernego cidnienia®)
normalnego p przylozonego na pasie ABCD powierzchni.

Poszukiwane rozwiazanie mozemy oczywiscie otrzymaé przez superpozycje dwéch rozkladéw cignieh pokaza-
nych na rys. 215b. Dlatego podstawowym zadaniem w naszym zagadnieniu bedzie walec o dhigoéci nieskonezo-
nej, poddany ciénieniu p/2 na dolnej czedei powierzchni walcowej, oraz —p/2 na gérnej czedei. Podamy teraz roz-
wiazanie tego zagadnienia.

Rozpoczniemy od funkeji naprezes, danej réwnaniem [o] par. 128, piszac I, (kr) zamiast J, (ikr) oraz iI, (kr)
zamiast J; (kr); oznaczymy réwniez by= @by Wiedy

D = [o], (kr) — krLy (kr)] by cos kz . [a]

Funkeja ta spelnia réwnanie [180] niezaleznic od warlodei k. Jezeli przyjmiemy, e k pirzybiera pewien zakres
wartodci, to mozemy uzalezni¢ b; od k i przyrostu dk piszac

by = f (k) dk

Wstawiajac powyzsze do [a] i sumujac wszystkie tego rodzaju funkeje napresed, otrzymamy ogélnicjsza funkcje
naprezenn w postaci

D= f;nh?fn (kr) — keI (Rr)] f (K) cos kz dE [b]

1) A, Nddai: ,Elastische Platten®, str. 315, 1925,

®) M. V. Barton: ,,J. Applied Mechanics (Trans, A. S. M. E.), tom 8 str. A-97, 1941. A. IV, Rankin, tamze,
tom 11, str. A-77, 1944.

#) Ciénienie pasowania skurczowego nie jest réwnomierne w kierunku osiowym.
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Zobaczymy obecnie, w jaki sposob mozemy dobraé funkeje £(k) tak, by funkeja napresen byla rozwiazaniem na-

szego zagadnienia. 7 zaleinodci [179] znajdziemy, Ze naprezenia styczne maja postaé
00
Tip = fl) loklq (kr) — k2rIq (kr) — kI (k) — 2k (L — v) I (kr) B2/ (k) cos k= di [e]
gdzie przecinki oznaczajg réimiczkowanie wrgledem kr. Powyisze naprezenia muszg znikaé na powierzchni r=a.

Podstawiajac r=a w wyrazeniu w nawiasie kwadratowym i przyréwnujac go do zera, otrzymujemy réwnanie dla p.
skad

- I, (ka)
e=2(1—9+ka 1, (ka) [d]
Pozostale warunki brzegowe beda nastepujace
o'r:% dla r=a; 20
[e]
. _ P i
Gr= = dla r=ua; 2<0
g, po podstawieniu wyrazenia [b] do [179] prayjmie postaé
” o] A
or = —j; 1:(1 —2v—) I, (kr) + (kr+ %)Ii (kr)] I3 (k) sin kz dk [f]
Ohecnie wykorzystamy zalefmoseil)
2 & z>0
* sin kz 2
—— dk= dl =
ﬁ 3 ?r a z=0 [e]
Jezeli pomnozymy powyisze przez p/m, otrzymamy
L da z>0
p [ Csinkz -
;ﬁ 2 dk = 0 dla z=0 [h]
— £ da 2<0

gdzie wartodci prawej strony odpowiadaja wartodciom hrzegowym o, danym réwnaniami [e]. Warunki brzegowe
[¢] beda wigc spelnione, gdy dla r = a prawa strona wyrazenia [f] jest identyczna z lewa strona wyrazenia [h].
Wymaga to spelnienia réwnoéci

= [(1— —0) Iy (ka) + (zm + %) i (ka)] Mg =2 fil
Powyzsze réwnanic okreéla f (k). A wige z funkeji naprezen [b] za pomoca zwiazkéw [179] znalezliémy skladowe
naprezeni; beda one catkami o tym samym ogélnym charakterze co wyrazenie [f] na o,. Rankin w pracy cytowa-
nej na str. 335 podal ich wartoéei, otrzymane za pomoca catkowania numerycznego. Krzywe na rys. 216 podaja
zmiennoéé naprezenn w kierunku osiowym dla réznyeh odlegloéei promieniowych, jak réwnies przemieszczenia
powierzchni.

Krzywe te, reprodukowane z pracy Bartona (por. str. 333), zostaly ofrzymane przez zastosowanic réznych
metod za pomocg szeregdw Fouriera. Z tych kizywych mozemy otrzymaé przez superpozycje wyniki zagadnienia,
przedstawionego na rys. 215, zgodnie z objasnieniem na poczatku paragrafu. W eytowanych pracach podano
krzywe naprezen i przemieszezeti dla ci$nienia dzialajacego na pasach o poszczegdlnych szerokodciach, Gdy sze-
rokoéé taka jest rowna promieniowi walea, naprezenie obwodowe 0 na powierzchni w érodku pasa cidnienia osiaga
wartoéé okolo 10%, wyzsza od przylozonego ciénienia i jest oczywidcie éciskajace. Naprezenic osiowe 7, na powierz-
chni tuz poza pasem ciénienia jest rozeiagajace i osiaga wartoéé okolo 45% przyloionego ciénienia. Naprezenie

) Por. np. I. 8. Sokolnikoff: ,,Advanced Caleulus® 1 wyd., str. 362.
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styczne 7, osiaga najwigksza wartodé, réwna 31,8% przylozonego cisnienia, na brzegach pasa ciénienia 4B i CD
(rys. 215) oraz tuz ponizej powierzchni.

Gdy cisnienie jest praylozone na ealej zakrzywionej powierzchni walca o dowelnej dlugodci, mamy do ezynienia
z prostym $ciskaniem; o, i 0g Téwne sq przylozeniu cidnienia, a o, 1 7,, réwnaja si¢ zeru.

W podobny sposéb otrzymano rozwiazania dla pasa ciénienia, dzialajacego w otworze wykonanym w ciele
nieskoficzonym?), oraz dla pasa ciSnienia w poblizu kofica pelnego walca?),

2 10,109/08,06
_.._Em_.ig :gﬁ o -
e . ay
ObcigZente = :g\g
2 3 -0, i
O BV ’
a5~ A T 0§ % 3 e
7 gt | /i
-lz -3z - ‘u-oll I = ; ///}’ 9‘4
01 % @ %g 2a L 21 0,5
02
03 =051
Al P
U 3:5 o

Wrgfito  tpall-v)j2E ———1?
-_I:_:é;nL ; N 5}4 %‘ a 3a Zaz
I s i ., ¥ e -§
-9g -8 5 _a « o7 s
la-3 -a -5 0 5 a Gy 1o 1Zk
Rys. 216

130, Skrecanie wycinka kolowego pierScienia. Zagadnienic to posiada znaczenie prakiyczne wzwiazku
7z obliczeniem naprezefn w gestozwojowych sprezynach spiralnych. Rozwazmy wycinek pierécieniowy, poddany
dziataniu dwéch réwnych i przeciwnie skierowanych sit P, skierowanych wzdluz osi przechodzacej przez drodek
pierécienia i prostopadlych do plaszezyzny pierdcienia (rys. 217). Sily te powoduja jednalowy we wszystkich
przekrojach poprzecznych pierscienia moment skrgeajacy M, = PR. Jezeli wymiary przekroju poprzecznego
pierscienia sg male w poréwnaniu z promieniem R, to mozemy z wystarczajaca dokladnoscia przy obliczaniu na-
prezen stosowaé zaleznoéei wyprowadzone dla skrecania pretéw pryzmatycznych. W przypadku silnych sprezyn
spiralnych wymiary przekroju poprzecznego nie sa juz male 1 musimy wzia¢ pod uwage réznice dlugoéei zewnetrz-
nych i wewnetrznych whilkien obwodowych. W ten sposéb mozna wykazaé, ze w punkiach wewnetrznych, takich
jak i, naprezenie styczne jest znacznie wieksze niz to wynika z teorii skrecania prostych pretéw?). W celu doklad-
niejszego rozwiazania zagadnienia zastosujemy ogélne réwnania teorii sprezystodei we wspohrzednych walco-
wych?) (réwnania [170], str. 270). Przyjmnjac, ze w tym przypadku skrecania jedynie skladowe naprezen styez-

Y C. J. Tranter: ,,Quart. Applied Math.”, tom 4, str. 298, 1946; O. L. Bowie, tamze, tom 5, str. 100, 1947.

% C. J. Tranter i J. W. Craggs: ,Phil. Mag.”, tom 38, str. 214, 1947.

?) Elementarna teorie skrecania wycinka pierécieniowego podal V. Roever: ,,V. D. 1%, tom 57, 1913. Réwniez
M. Pilgram: ,Artill. Monatshefte®, 1913, Doswiadczalny sposéb wyznaczania maksymalnego naprezenia droga
pomiaru odksztaleenia na powierzchni zwoju podat 4. M. Wahl: ,Trans. A. 5. M. E.*, 1928,

) Rozwigzanie to nalezy do O. Géhnera: ,Ingenieur-Archiv®, tom 1, str. 619, 1930; tom 2, str. 11381, 1931;
tom 9, str. 355, 1938.
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nych 7y, i 7,5 sa r6ine od zera (rys. 218), otrzymamy z réwnan [170]

g | Ftpr | 2mg
ot ety =0 fa]

Rozpatrzmy obecnie réwnania ciggloéei [130]. Z rys. 219 znajdziemy

Ty = Tgy COS (7]
Ty = Ty (c08® 0 — sin? f) = %y €05 20

Podstawiajac do cawartego i széstego z réwnan [130] i pamigtajac, ze

@:q+%+g=0

dostaniemy
Prge | 1976c | Puge vz _
ot ' r ar Oz? L [b]
S 18 | Prg 4w _ g
ar T or 922 2
V24
Lere
a
o L. &
r
Toz L& l¢
[
tre ra
e N
F Z
Rys. 217 Rys. 218 Rys. 219

Pozostale cztery réwnania ciaglodci (patrz réwnania [z] str. 302) sa spelnione na podstawie naszego zaloZenia,
e 0,=0g=0,= T, = 0. W ten sposéb zagadnienie sprowadza sie do rozwigzania réwnan [a] i [b]. W celu otrzyma-
nia tego rozwigzania zastosujemy funkcje naprezen @, Réwnanie [a] bedzie spelnione, gdy przyjmiemy

_GR23® GR*}® -
i I 2

gdzie G jest modutem odksztalcenia postaciowego, a R — promieniem pierécienia. Podstawiajac [¢] do réwnan [b]
znajdziemy

d (ans 2P 3 345)

dr\ért ' 822 r or
Jd (2@ 2D 3 8D
cz\érr ' 822 1 8r

skad dochodzimy do wniosku, e wyrazenic w nawiasach musi byé stala. Oznaczamy ja przez —2¢. Réwnanie,
z ktérego wyznaczamy funkecje naprezen @ przyjmuje wowezas postaé
PD 2P 30D
ort " gz2  r or

+2c=0 [d]

Wprowadimy obecnie zamiast wspéhrzednych 7 i z (rys. 218) nowe wspéhzedne
E=R—r; (==
Wtedy réwnanie [d] przyjmie postaé
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S| e

338

Uznajac &/R za wielkosé maly i stosujac rozwiniecie
-
=14+—=4 = ..

= [£}

rozwigzemy obecnie réwnanie [e] metoda kolejnych przyblizef. Przyjmijmy

D=0 4 By} Dy + ..

el
oraz wyznaczmy @0, Dy, Dy, ... w taki sposéb, aby spelnialy nastepujace réwnania
PP, 2D,
o T t%=0
*P, P, 3 oD,
o " g TR e 0 (b

20, 90, 380, 3 o,
9 Toer TR e TR e =0

Jesli teraz liczba wyrazéw szeregu [g] wzrasta, to suma réwnan [h] przybliza sie coraz bardziej do réwnania [e].

. . * r e . »’ . 0 i
a szereg [g] dazy do rozwiazania Scistego funkeji naprezen @. Rozwazmy obecnie warunki brzegowe. Wypadkowe
naprezenie styczne na brzegu (rys. 218) musi dzialaé w kierunku stycznym do brzegu, a stad

7,5 cos (IVE) — Tg, cos (V) =0
lub stosujac zwiazki [c]

r2

9 ds T PE ds
Powyzsze réwnanie wskazuje, ze funkcja @ musi byé stala na brze
wigzania réwnan [h], @o, D, Dy..., sa rébwne zeru na brzegu.
Majac D, Dy, ..., ze zwigzkéw [c] otrzymamy obecnie kol
Wprowadzajac nowe zmienne £ i ¢,

CR? ( 9D dt | oo ’dé) e :

zu. Spelnimy ten warunek PrzZYyjmujac, e roz-

ejne przyblizenia dla wartosci skladowych naprezenia.
zwigzki te przedstawimy w postaci

tygm—2© ¥ G
(] E 2 8 C " 224 ‘f 3 9 E ]
g [il
R R
Stosujac rozwiniecie
1 _ 28 3gz
(1 : 2—41+F+ﬁ+...
_ ’E)
oraz szeveg [g], znajdziemy jako pierwsze przyblizenie
oD P,
(0do = G025 (wdo= Gt lil

Dla drugiego przyblizenia majdziemy ze zwiazkéw [i]
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Dla trzeciego przyblizenia
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Zastosujmy tu ogélne rozwazania do przypadku szczegolnego pierécienia o przekroju kolowym i promieniu a.
Réwnuanie brzegu (rys. 218) jest nastepujace

ErpA—nb=() [m]
a rozwigzanie pierwszego z réwnan [h], spelniajace warunek brzegowy, ma postaé
c o
By= — (€4 87— at)

Z wyrazen [j] otrzymujemy pierwsze przyblizenie dla skladowych naprezenia

(1:,9)0 = —cG{; (1729)0 = —c¢GE& [n]
Jest to ten sam rozklad naprezen co i dla walu kolowego. Odpowiednia wartoéé momentu skrecajacego wynosi
M,= — [ [ (7,0 -+ 7,05) d& dC [0]
Podstawiajac naprezenia z réwnaf n, otrzymujemy
cGrat 2 (M,
(o= 5 o= 20

¢
2 Gra*
W celu otrzymania drugiego przyblizenia zastosujemy drugie z réwnan [h]. Podstawiajac zamiast Qj znalezione
Ppowyiej wyrazenie, otrzymamy
Py | D, 3
o&? oL R

Rozwigzanie tego réwnania spelniajace warunek, 7e @, znika na brzegu, ma postaé

=0

D, = g 2
=0 S @y
Podstawiajac to wyrazenie do zwiazkéw [k], znajdujemy drugie przyblizenic wartosei skladowych naprezenia
5 &
(mh=—aﬂc+~éﬂ
T & 3 ke
m&——wﬁ+f§4—4C~w}
Podstawiajac @ i @; do trzecicgo z réwnat [h], otrzymamy
220, cv @2 3
ik 2 2 _ 9,2 —
952 C2 8 Rz (& + SC 3“’) 0
Rozwiazanie tego réwnania, spelniajace warunek brzegowy, ma postaé
By — L (£ 53— 15a%) (€24 2 — o)
Za pomoca [l] znajdujemy trzecie przyblizenie skladowych napreZenia
5 é'C ¢
(trg)y = — ¢C [C—ﬁ— 16]{2 (2782 4 5C% — 10a?) )
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Podstawiajac te wyrazenia na skladowe naprezenia do zwiazku [o], otrzymujemy odpowiadajacy im moment skre-
cajacy

2 16 R?

Przez wyznaczenie stad stalej ¢ i podstawienie jej wartosci do wyrazen g mozemy znaleié skladowe naprezenia

L (P2 “—2) [x

jako funkecje momentu skreeajacego (M,),. Wzdluz poziomej érednicy przekroju poprzecznego piericienia (rys.
218) { =0, 1,4=0 i z drugiego z wyrazenn g znajdziemy

T&% 18 &8 Sa“ a*&
(ng)z = —cCG (f & + Tﬁ ]{2 4{};2 )
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Dla wewngtrznego punktu i, £ = a i stad mamy

5 a 1T a?
(e = 6 (1 2t
Dla zewnehrznego punktu O, £ =— a i mamy
5 a 17 a®
(‘L’gz,)o: cGa (1 = E f - E RT)
Stosujac zwiazek [r], otrzymamy wartodci tych naprezen w postaci
] i
M, T R B _ M (1+ S5a,7a
(l‘gz)n T :"m3_ . 3 a2 _ ad 4 R 8 R?
" 16 Re
2M, 5 a 7 a
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Obliczenia dalszych przyblizen wskazuja, ze oslateczane wyrazenie dla najwigkszej wartodci naprezenia stycznego

mozna przyjaé w postacil)

1 la 1 ( )
2PR 1-(@R T2 R 16
(o = =~ - 3 a/ma -

@ 1—
’ 16 1 — (a/R)®
Rozklad naprezen stycznych wzdluz poziomej &rednicy w przypadku a/R = 1/5 pokazany jest na rys. 220. Dla

[235]

poréwnania linia kreskowana zaznaczono pierwsze przyblizenie, ktére otrzymaliémy przez zastosowanie réwnania
dla walu kolowego®).

Rys. 220 Rys. 221

Opisana metoda zostala takie zastosowana do zagadnienia skrecania wycinkéw pierécieni o eliptycznych

i prostokatnych przekrojach poprzecznych?®). Dla przckroju kwadratowego o bokach 2a, trzecie przyblizenie
daje nam nastepujace naprezenia w punkcie wewnetrznym

0, 6PR

(Toe)i = 8 (1+ 1,20 — R + 0,56 RZ) [236]:

131, Czysie zginanie wycinks kolowego pierScienia. Zastosowany w poprzednim paragrafie sposéb
kolejnych przyblizen moze byé réwhiez wykorzystany przy rozwazaniu ezystego zginania wycinka kolowego piers-
cienia4). Jezeli dwie réwne i przeciwnie skierowane pary sil M s przyloZone na koficach wycinka kolowego piers-

cienia w plaszezyznie linii érodkowej pierfcienia (rys. 221), to powoduja one odksztalcenie symetryczne wzgledem

1) Zwiazek ten podal O. Géhner w liscie do S. Timoshenki. .

2) Wspomniane poprzednio rozwigzania elementarne (por. str. 337) daja dla (rgz)i wartoéei pozostajace
w dobrej zgodnosci z wynikami, obliczonymi ze zwiazku [235].

%) Gihner, loc. cit.

4) Géhner, loc. cit.




osi z, a napreZenia styczne 7,5 1 7y, w poludnikowych przekrojach pierécienia sq réwne zeru. Pozostale czlery
skladowe naprezenia musza spelnia¢ réwnania réwnowagi dla przypadku symetrycznego odksztalcenia (por. par
116): i

doy Tz | Oy — 0y

T ta Tt 0
Oty 00z  Trz L
ar + 3 + ro i
oraz odpowiednie réwnania ciagloéci odksztalcen (patrz réwnania [g] par. 116)
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Biorac na przyklad pierécien o stalym kolowym przekroju poprzecznym i wprowadzajac zamiast r i z nowe wspél-
rzedne (rys. 218)
E=R—r;, {=z : [e]
sprowadzimy réwnania [a] i [b] do postaci
do, Oty  op_oa,
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Jako pierwsze przyblizenie weZmiemy ten sam rozklad naprezen, kiéry wystepuje przy czystym zginaniu belek
pryzmatycznych. Wiedy
(g} = (p)y = (7e)y = 0

(0h)o = — cEE (£l

gdzie
_4M
na'E
Aby otrzymaé drugie przyblizenie, przyjmiemy, ze & jest male w poréwnaniu z R; pominiemy iloczyny &/R oraz

male poprawki naprezef jako wielkoéci male wyzszego rzedu. Wtedy réwnania [d] i [e] przyjma postaé
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1 %0),
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gdzie 4 oznacza 229521320z, Wprowadzimy obecnie funkcje naprezef @,, Przez przyjecie
ck - cEd?* D,
= e+ 1 — o) + 55
cE*D
(Oh=% ?31 [g]
cEd2d;

("};)1 e 67l am
spelnimy réwnania [d’]. Podstawiajac [¢] do réwnan [¢'], otrzymamy, ze funkcja naprezen @; powinna spelniaé
rownanie
St [h]
1+»
Warunki brzegowe dla funkeji @; otrzymamy z réwnan [12]. Poniewaz pierwszy czlon w wyrazeniu na (og); jest

roéwny zeru na kolowym brzegu i jest
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df _ d§
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ds’ =T s

)n 32
ac ds \ 9&

W ten sposéb 9P, /8¢ i 9D, [JE sa stale na brzegu i mozemy przyjat, #e @y 1dP; /dn sa na brzegu réwne zeru. Réw-
nanie [h] wraz z tymi warunkami brzegowymi wyznacza w zupelosei funkcje naprezen @;. Warto zauwazyé, Ze
réwnanie [L] i powyasze warunki brzegowe sa identyczne z rownaniami plyty utwierdzonej na brzegu i réwnomier-
nie obciazonej. W przypadlu plyty kolowej znamy powierzchnie ugiecia. Ugiecie to daje nam wyrazenie na funkeje

naprezen

znajdziemy, ze

1+
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Podstawiajac ja do zwiazkéw [g], dostaniemy skladowe naprezenia

(52 + Cz = az)z [k]
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Podstawiajac te wyrazenia do réwnan [¢'], znajdziemy
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Calkujse te réwnania oraz dobierajge stale calkowania tak, aby rozklad naprezen normalnych na przekroju po-
& PTe ¥ P ju p

- .. - - % L . . -
przecznym piercienia byl statycznie rownowazny momentowi zginajacemu M, dostaniemy

= [E + (84 10w + 49 &2 — (6w + %)% — (2 + ¥) a® ]

(Ooh = — 7o 81+ R [m]
Biorac { = 01 £ = a, otrzymamy naprgienie w wewnetrznym punkeie 7 (rys. 218)
4M 649+ 4* a
(o=~ o [1 TN ﬁ]
Dla » = 0,3 powyzsze réwnanie przyjmuje postaé nastepujaca
. . AM a
(ogh'=— py (1 + 0,87 _R) [n]

Obliczenia dalszych przyblizen daja w wyniku nastepujace wyrazenie na naprezenia w punkcie wewngtrznym?!)
E=a:

4aM a

0,64 (a/R)z] -

1— (a/R)

Elementarna teoria zginania pretéw zakrzywionych oparta na zalozeniu, ze przekréi poprzeczny pozostaje plaski,
oraz pomijajaca naprezenia 0,, daje nam w tym przypadku?)
4M a a?
og= ——— |1+ 0,75— 4+ 0,50 —5 + ...
0= " g [ TOB 7+ 001 ]

1) Wzér ten podal Q. Géhner w liscie do S. Timoshenko.
?) Por. S. Timoshenko: ,Strength of Materials®, 2 wyd. tom 2, str. 73.

ROZDZIAL 14

NAPREZENIA CIEPLNE

132. Najprostsze przypadki rozkladu naprezen cieplnych. Jedna =z przyczyn
powstawania naprezen wstepnych w ciele jest nieréwnomierne ogrzanie. Ze wzrostem tempe-
ratury elementy ciala rozszerzaja sig. Takie rozszerzanic w ogdlnoéei nie moze nastepowad
swobodnie w o$rodku ciaglym i powoduje pojawienie sig w nim naprezed wywolanych ogrza-
niem. W wielu przypadkach obliczen konstrukcji maszynowych, takich jak turbiny parowe
lub silniki Diesla, naprezenia cieplne posiadaja duze znaczenie praktyczne i musza byé roz-
wazone bardzie] szezegdltowo.

Prostsze zagadnienia naprezen cieplnych mozna z latwoscia sprowadzié¢ do rozpatrywanych

juz poprzednio zagadnien, w ktérych obciazenie przylozone jest wylacznie na brzegu. Jako

pierwszy przyklad rozpatrzymy cienka
plyte prostokatnag o stalej grubodei, wkté-  «) b) pab ,_i
rej temperatura T jest parzystq funkeja y ¥ |
(rys. 222) inie zalezy od xiz. Rozsze- ¢
rzenie cieplne T'w kierunku podininym e % x =
c
I,

moze byé usunigte przez przylozenie do

kazdego elementu plyty podluznego na- H
| P —{air
prezenia éciskajacego i 74 £ {jelof—
o,= —aTE [a] ¥
Rys. 222

Poniewaz plyta moze rozszerzaé sie swo-

bodnie w kierunku poprzecznym, przylozenie naprezen [a] nie wywola zadnych naprezen

w tym kierunku i dla utrzymania naprezeri [a] w calej plycie nalezy rozlozyé sily ciskajace

o wielkodci [a] wylaczuie na krawedziach plyty. Te sily ciskajace uniemozliwisja rozszerzanie

sie plyty w kierunku osi x pod wplywem przyrostu temperatury 7. Aby otrzymaé napre-

zenia cieplne w plycie swobodnej od obcigzent zewnetrznych, musimy na naprezenia [a] nato-

zy¢ naprezenia wywolane w plycie przez sily rozeiggajace o wielkodei aTE, roslozone na jej
koticach. Sily te maja wypadkowa

f:OCTE dv

1w dostatecznej odleglodei od koricéw wywolaja roztozone w przyblizeniu réwnomiernie na-

prezenie o wielkodei

1 [
E‘[ OCTEde

tak, ze naprezenie cieplne w plycie o brzegach swobodnych wyniesie w odpowiedniej odle-
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