glodci od jej koncéw

L
6, = _j OcTEdJ" —aTE [b]
L

Zakladajac np., ze temperatura ma przebieg araboliczny i dana jest réwnaniem
& Pes P =) J

y®
T: TD (1 === '02)

Oy = % alyb — T E (1 = L;) [c]

C

otrzymujemy z [b]

Przebieg tych naprezen pokazano na rys. 222b. W poblizu konicéw rozklad naprezen
wywolany przez sily rozciagajace nie jest réwnomierny i moze byé obliczony metoda opisana
w rozdziale 6. Nakladajac te naprezenia na naprezenia $ciskajace [a], otrzymujemy naprezenia
cieplne w poblizu konicéw plyty.

Jezeli rozklad temperatury 7T nie jest symetryczny w odniesieniu do osi #, r0Zpoczynamy
zn6w od naprezen $ciskajacych [a], znoszacych odksztalcenie ¢,. W przypadkach niesymetrycz-
nych naprezenia te wywoluja nie tylko sile wypadlkowa — f : aLT dy, lecz takie wypadkowy
moment — f J_r:erT ¥ dy. Dla spetuienia warunkéw réwnowagi musimy wigc nalozy¢ na na-
Pprezenia Sciskajace [a] stan réwnomiernego rozciggania, okreslony jak poprzednio oraz stan
naprezen zginajacych o, = ay[e okredlony z warunku réwnosci zeru momentu wypadkowego
wszystkich sit dzialajacych w przekroju.

Wtedy
+e _ o ¢
f "J’Cdy—j «ETydy — 0

o e 1 ., e +c
=5 26;/ a«ETydy; o) = Egg aETy dy

skad

Tak wige naprezenie catkowite wyniesie

I e 3y e
Oy =—o LT+ — aET dy + - --—/ alTy dy [d]
200 -, 28] _;

Przy omawianiu tego zagadnienia zalozono, ze plyta jest cienka w kierunku z. Przypusémy
teraz, ze jej wymiar w kierunku z jest duzy. Mamy wigc plyte o plaszezyinie srodkowe] xz
i o grubodci 2c. Temperatura T jest, podobnie jak poprzednio, funkeja zmiennej ¥, niezaleing
od % 1z

Swobodne rozszerzanie sie elementéw plyty pod wplywem ogrzania moze byé zniesione
przez przylozenic naprezeri o, 0, otrzymanych z réwnan [3] (wstep) oraz prayjecie &, =g,=

= —al,0,=0. Z réwnan tych otrzymamy
a BT

a,:cz=—]7y [e]

Elementy plyty moga by¢ uirzymane w tym stanie przez przylozenie do krawedz x=
=const, z=const sil sciskajacych, okreslonych réwnaniem [e]. Naprezenia cieplne w ptycie
swobodnej od obeigzen zewnetrznych otrzymuje si¢ przez nalozenie na naprezenia [e] napre-
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A

zeni, wynikajacych z przylozenia na krawedzi sit réwnych, lecz przeciwnie skierowanych_
Jezeli T jest parzysta funkejq y, taka ze jej wartosé érednia w kierunkn grubosei plyty rdwna
sie zeru, to sita wypadkowa na jednostlke dlugosei krawedzi jest takze réwn
stawie zasady Saini-Venanta (par. 18) nie powst
dostatecznie odleglych od krawedszi.

d Zeru 1 na pod-
aja w plycie 7adne naprezenia w punktach

Jezeli érednia wartodé T nie réwna sie zeru, to na naprezenia $ciskajace [e] nalezy nalozy¢
réwnomierne naprezenia rozeiagajace w kierunkach x i z, odpowiadajace wypadkowej sile na
krawedzi. Jeéli zag dodatkowo temperatura nie jest symetryczna w stosunku do p}aszCzyzny
xz, musimy dodaé jeszeze naprezenia zginajace. W ten sposéh dochodzimy w koricu do réw-
nania

«TE 1 o 3y i
Oy =0, = — lkv{—m[ ‘q?Edyﬁ—ﬁmfﬂaTEydy [f]

ktére jest analogiczne do otrzymanego poprzednio réwnania [
mozemy bez trudu obliczyé naprezeni
temperatury T na grubodci plyty.

d]. Opierajac sie na réwnaniy [£],
A termiczne w plycie, jedli tylko jest znany rozklad

Rozpatrzmy jako przyklad plyte!) o temperaturze
utrzymywanie powierzehni y = L ¢y stalej tempera
w chwili ¢ dany jest réwnaniem

poczatkowej stalej 1 réwnej T' o> @ nastepnie chtodzonej przez
turze Ty. Na podstawie teorii Fourierq rozklad temperatury

4 o my { 3
T= Tl-l—;z—(Tu—Tl)(e p"cos‘z—z_-—e ‘D"cos—;l-i-...)

3 [2]
w ktérym py, py = 3%y, ..., Bp= fl:zpl., -+ 58 pewnymi statymi. Podstawiajac do réwnania [f] otrzymujemy
42E(Ty— T) [ ( 2 7 1 2 3
Op=Op=——"1"0 "L | —ps( 2 ), L _pef2 2By
e al—w) [ \ g 785 )t 53¢ |3, +cos 2c)+
1 2 57
g IS o POY
—f-Se E(Sn cos 2c)+"'] [h]
Po uplywie pewnego czasu pierwszy wyraz szeregu staje sig dominujacy i mozemy przyjaé
oemop= PEL =) | pu(2 my
(1 — ) 7 2c

Dla y=-¢ mamy naprezenia rozeiagajace

== B L= 1)y 2
(1l — ) 7
W plaszezyznie srodkowej y=0 otrzymujemy naprezenia $ciskajace

orem ~ MEL=T) iy 2)

7(l — ) E

Punkty, w ktérych naprezenia réwnajg sie zeru, otrzymuje sie z réwnania
2 T
= —cos X =0
o4 2
z ktérego
¥y=4-0,560¢

1 Zagadnienie to oméwil Rayleigh: ,Phil. Mag.“, seria 6, t. 1, s. 169, 1901.



Jezeli powierzchnie plyty y= +¢ utrzymywane sg w dwu réznych temperaturach LT

to po pewnym okresie czasu bedziemy mieli do czynienia z ustalonym przeplywem ciepla
i rozklad temperatury wyrazi sic funkeja liniows

1 . 1 ¥ ~

T= Pl (11 + 1)+ 9 (11 + Ty) '*C‘ [i

Wstawienie do réwnania [£] pokazuje, 7e naprezenia cieplne sa réwne zerul) oczywidcie w przy-
padku, gdy plyta nie jest utwierdzona na krawedziach. Jedli krawedzie plyty nie maja moznoéei
przesuniecia ani obrotu, naprezenia wywolane ogrzaniem dane s3 réwnaniem [e].

Jezeli np. Ty=—T}, otrzymujemy z [i]

r=1,%
g Ll
a réwnanie [e] daje
al v
e T e L]
Naprezenic maksymalne wynosi
aET,

(Ux)max = (Uz,)max = e 'V“

Do réwnania tego nie wehodzi grubosé piyty, lecz w przypadku grubszej plyty mamy zazwy-
czaj do czynienia z wieksza réznica temperatur migdzy obiema powierzchniami., Dlatego tez
gruba plyta wykonana z kruchego materialu latwiej ulega zniszezeniu pod wplywem naprezen
cieplnych niz cienlka.

Jako ostatni przyklad rozpatrzymy kule o duzym promieniu i zalozymy, ze w ma ym ku-
listym elemencic o promieniu a w &rodku duzej kuli nastepuje wzrost temperatury o T.
Poniewaz element ten nie ma moznosci swobodnego rozszerzania sie, na jego powierzchni
powstaje ciSnienic p. Spowodowane tym ciénieniem naprezenia promieniowe i styczne w kaz-
dym punkeie kuli przy promieniu r>a moima obliczyé z réwnan [197] i [198]. Zakladajae,
ze zewnetrzny promien kuli jest bardzo duzy w poréwnaniu z a, otrzymujemy z tych réwnan

3 3
. pa® pa
0, = — —1.3 5 g, = _2]_; [Ill]
Przy r = ¢ mamy
= : -1
g, = — P Gy =3p

1 przyrost promienia wywolany ci¢nieniem P wynosi

_ pa

 2E

({4
AT = (ag)rma = — [0y — v (0, + )]r=a

& (I+w

Przyrost ten musi byé réwny przyrostowi promienia podgrzanego elementu kulistego, spo-
wodowanemu przez wzrost temperatury i cisnienie p. W ten sposdb otrzymujemy réwnanie

pa pa
ala — 33 (129 = 5Vl (L+v)

) W ogélnoéci, jesli T jest liniowa funkcja =, ¥, %, to adksztaleenia odpowiadajace swobodnemu rozszerzenin
si¢ elementu pod wplywem ogrzania sx— ey=ez=0T, yxy= Puz=yy;=0 czynig zadoé¢ réwnaniom ciaglosci [129}
i nie wywolujg zadnych napresen cieplnych.
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’ z ktérego

l

2 aTE
TB1—y : [n]

Podstawiajac te wartoéé do réwnan [m], otrzymujemy zwigzki, wyraZajace naprezenia na ze.-
wnatrz podgrzanego elementu
9 2 aTlFEaq3 1 aTEq3
e, e
3 (L—gp)r S R P [o]

133. Pewne zagadnienia plaskiego stanu naprezen cieplnych, Przypusémy,
ze pasmo cienkiej plyty (rys. 223) zostalo podgrzane nieréwnomiernie W ten sposéb, ze tem-
peratura 7'jest wylacznie funkeja odcietej « i jest stata wzdluz kazdego prz ekroju p opracczego.
Jesliby plyte pociaé na paski, takie jalk 4B

(rys. 223), podlegalyby one rdznym wydhtu- a) P-Frx) 5) “amp
zeniom w kierunku pionowym. Ze wagledu |4 _AF—|
jednak na ich wzajemne polgczenie powsta- Cj I;D 7, ﬁa'x
ng wnich pevme 11-apr(;20nla. L . [l
Wydluzenie nie polaczonych ze soba l |' i —al
paskow w kierunku pionowym mozna spro- Y E;! g i:F’ E
wadzi¢ do zera przez przylozenie naprezen B B
jciskajacych Rys. 223

0,= —akT [a]

na koricach 4 i B kazdego paska. Wtedy paski sa dopasowane do siebie tak jale w plycie nie-
ogrzanej. Aby dojéé do naprezen cieplnych, musimy nalozy¢ na [a] naprezenie odpowiada-
jace przylozeniu na krawedziach pasma y= +¢ obcigzent réwnych, lecz przeciwnie skierowa-
nych o wielkodei g ET.

Jezeli strefe ogrzania ograniczymy do odcinka pasma, krétkiego w poréwnaniu z jego
szerokodeiy 2e, takiego jak CDFE (rys. 223), wplyw ciagnied @ ET bedzie dostrzegalny tylko
w okolicy odcinka CD na gérnym, a EF — na delnym brzegu. Do obu tych obszaréw zasto-
sowaé moina nastepnie rozwaszania, oméwione w par. 34. Wykazano tam, e naprezenie
normalne na brzegu prostoliniowym wywoluje na tym samym brzegu takie samo naprezenie
w kierunku stycznym. Tak wige ciagnienia aET wywolaja naprezenia rozciagajace aET
w kierunku osi x. Oba te naprezenia normalne zanikaja w miare posuwania sie w kierunku
normalnym do krawedzi plyty. Po nalozeniu tych naprezefl na naprezenia [a] otrzymujemy
krzywe?), obrazujace przebieg naprezent 0,10, wzdluz prostych, takich jak 4B w najbardziej
ogrzanym obszarze plyty (rys. 223b). W poblizu krawedz dominuje naprezenie o, o wartoéci
a LT, ktore jest rozciagajace pray T=>0, za$ blisko érodka plyly przewaza naprezenie o, ktére
jest Sciskajace 1 wynosi ¢ET przy T>0. Najwicksze naprezenia osiagaja warto$é akT, ..

Jesli temperatura T jest funkeja okresowa zmiennej x, przylozenie na brzegu obciazen
aET prowadzi do zagadnienia typu rozwazonego w par. 23. Gdy

T = Tjsin ax [b]
1) J. N. Goodier: ,,Physics®, tom 7, str. 156, 1936.
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to, przyjmujac zgodnie z réwnaniem [f] 4 = B = — a 7T}, znajdujemy z réwnania [k] w par. 23

20 ET, (eec cosh aec — sinh ac) cosh ey — ey sinh ey sinh ac

g. = - sin g
" sinh 2ac+ 2ac
(e cosh e + sinh ac) cosh oy — ay sinh oy sinh e,
=2a LT, —— - sin ax
sinh 2ec + 2ecc
9w ET e cosh ac sinh ey — ey cosh ay sinh ae
Ty = 200 " COS X
o : sinh 2ae + 2ac
Wraz z naprezeniami éciskajacymi o, — — @E7T' z réwnania [a] daje to naprezenia cieplne

w plycie?). Na rys. 224 pokazano rozklad o, wzdhus linii najwyzszej temperatury dla réznych
dlugoéei fali 2] = 27/e.

//:—"““‘-— g= 5’ Widaé, ze naprezenie maksymalne wzrasta
+ 5% . . L 2 P .
wraz ze zmniejszaniem sie diugosci fali zmierzajac
al T, . ; i . .
do wartoéci @ET,. Znajomosé rozwiazania dla
— C£= 4{ sinusoidalnego rozkladu temperatury pozwala
+/ rozwigzywac inne przypadki, w ktérych tempera-
¢ 7 tura jest funkcja okresowa zmiennej x. Mozna
L ——— £ 2 g N iy 5
" ¢ 2 takie stwierdzié, ze maksymalne naprezenie w ply-
e * tach o skoticzonej dlugoéci tylko nieznacznie rézni
/ £y si¢ od wartodci @ ET|, otrzymanej dla pasma nie-
/-_-:_ c 1 A "
skoniczonego.
+ / g. .
e 134. Cienka tarcza kolowa przy osiowo-
- = EE_=2 symetrycznym rozkladzie temperatury. Jedli
| e
4 7 temperatura jest stala w kierunku grubogei
row . [ P
g ; tarczy, mozemy przyjaé, Ze naprezenia 1 prze-
Rys. 224 Y Przyjac, pre

mieszezenia  wywolane ogrzaniem sa  takze
w tym kierunku niezmienne. Naprezenia o, i ¢, spelniaja réwnanie réwnowagi
do, o0,— 0y
4+ " =90 a
dr r (2]
ktére otrzymuje si¢ z réwnania [40] (par. 26) przez przyjecie R = 0. Naprezenie styczne T,
jest réwne zeru ze wzgledu na symetrie.

Zwykle zaleinosci miedzy naprezeniami i odksstalceniami [52] par. 28 w plaskim stanie
naprezenia wymagaja modyfikacji, poniewaz teraz odksztalcenia wywolane sa czedciowo roz-
szerzalnodcia cieplna, czedciowo zag naprezeniami. Jedli &, oznacza rzeczywiste odksztalcenie
promieniowe, to czgs¢ odpowiadajaca naprezeniom wyniesie e, — o7 i otrzymarmy

%

1 .
g —al = 7 (0, — vag) [b]
Podobnie
1
co— ol = = (09 — vay) [e]

1) Zagadnienie to zostalo oméwione przez J. P. Den Harzuga, J. Franklin Inst., tom 222, str. 149, 1936,
w zwigzku 2z naprezeniami cieplnymi, powstajacymi w procesie spawania.
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Rozwiazujac [b] i [c], ze wzgledu na o, i g, bedziemy mieli

g, = 5 [&r+vee — (1 +2)aT]

ot [d]
E
0o = ——— [eo+ve, — (1 +9)aT]
1 —92
W ten sposéb réwnanie [a] przybiera postaé
d dr
e (& +vea) - (1 — ) (& — ) = (1 + v)ar; [e]

Jesli u oznacza przemieszczenie w kierunku promienia, to mamy na podstawie par, 28

du u
Bpm=——

dr’ = r [£]
Podstawiajac te zaleinodci do [e], otrzymujemy zwiazek

d?u . lﬂ u 1+ ) EIT
dr? rdr % ={ Rl dr

ltéry mozna przepisaé¢ w postaci

d |1 d(ru dl
4 | L) |-a+9atl e

Calkkowanie tego réwnania daje

1 C.
:(1—}-1')05?]‘z Trdr—l~C1r-i—T2 [h]

przy czym dolna granica catkowania moze byé przyjeta dowolnie. W przypadku tarczy pelnej
obieramy @ = 0, za$ w przypadku tarczy z otworem kotowym — réwne promieniowi wewnetrz-
nemu.

Skladowe stanu naprezenia znajduje si¢ za pomoca rozwiazania [h] przez jego wstawienie

do [f] i nastepnie do [d]. Wtedy

1 r
=OCE-T_2./.;; Trdr-+ 1

og =l - 1fTrdr~acET+

r

i [61(1+v) Gyl —9) %] fi

[C (1+2) + Cy(1 — ) ] [

State C; i C, okreéla sie z warunkéw brzegowych.
Dla tarczy pelnej przyjmujemy @ =0, a poniewaz

lirnlf Trdr=20
=0T Jo




o na podstawie réwnania [h] widzimy,

ze w Srodku larezy uw = 0, gdy
brzegu r=5 powinne byé 6,=01 dl

atego z réwnania [i] mamy

b
Ci=(1 -9 —;/; Trdr

W zwiazku z tym ostateczne réwnania na naprezenia majg postaé

L[ 1 \ o
o, =l el UTrdrﬁ;E— DTrdr/ [237]

I 1
O'ﬂ-‘:CCE(—T“I—Fz_—j; ﬂdfjrjz.[o\ Trdr [238}

Stad otrzymujemy skoficzone wartosel w drodku kuli, poniewaz

lim 1;[vfiﬂra,’xr': ! T
Jo

r—+0 ' 2

gdzie Ty oznacza temperature w érodku kuli.

135. Dhugi walec kolowy, Zakladamy, ze

pl‘zebieg temperatury jest osiowo-syme-
tryczny i nie zalezy

od wspélrzednej z w kierunky osiowym?). Zalozymy na wslepie, ze prze-
mieszczenie osiowe 1w jest wszedzie réwne Z€ru, a nastepnie wprowadzimy odpowiednie po-
prawki dla przypadku walea o koticach swobodnych,

Bedziemy micli do czynienia z trzema skl
gdy wszystkie odlkszt
metrie z

adowymi stanu naprezenia o,

Oy, 0,, podczas
ne réwnaj

a si¢ zeru ze wzgledu na osiows sy-
dksztatceniami majg postaé

alcenia i naprezenia stycz

agadnienia, Zwigzki miedzy naprezeniami i o

—

&—oal = & [0, — v(os+ )]

e —al'= 2 oo — %(, + a)] [239]

. i
&~ T = [0, — (o, + oy)]

Poniewaz jednak w —

0,t0 6,=01i trzeciego réwnania [239] mamy

0. =v(0,+0y) —aET fa]
Po podstawieniu do dwéch pierwszych réwnan [239] otrzymujemy

1—p2 P
Er—(1+7’)wT= E (Gr'*l___luo'ﬂ)

[b]

Y g

l—92 f y
g~ (1+9)al = %F—vﬁ (0‘3' e o o’,)

1) Pierwsze rozwigzanie te,

20 zagadnienia nalezy do J. M. C. Duhamelq: »Memoires.., par divers savants®,
t. 5, str. 440, Paryz, 1838.
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E[(1— »*) zamiast E, v/(1 — ) zamiast » oraz (1+ ¥) & zamiast . ‘
Réwnania [a] i [f] poprzedniego paragrafu zachowuja dalej swoja waznodé. Rozwiazanie
dla u, 0,, o5 przebiega w ten sam sposéh. Mozemy wiec zapisaé wyniki koficowe stosujac do
? =r?

6wnan [h], [i] i [j] oméwione wyzej podstawienia. W ten spos6éb dla naszego zagadnienia
T s
otrzymujemy

] g C.
u=1+_v.m.1f Fodlr-b bt ols. | [¢]

1l —9 rJa r
al 1 1 : E G _Cz il
0‘,=1_—v'r2D/;Trd’+1_g-q)<1—2v r2 ld]
aE 1 [ «ET  E G G ;
”ﬂZt;'}zfa T T T &

a z réwnania [a]
R (I+9) (1 —2v)

Obcigzenie normalne, rozlozone zgodnie 7 réwnaniem [£]
5 ieni nku w =0,
w celu spelnienia warur | '
j ¢ ier ezeni i = g w ten sposéb, ab
Przykiadajac réwnomierne naprezenie osiowe g,=C; do.blelarny’C3 t ’p 3 v
wypadkowa sita na koncach byla réwna zeru. Powstaly na kazdym koricu samozréwnowazony

uklad obciazeri wywoluje, zgodnie z zasada Saint-Venanta (par. 18), jedynie efekty lokalne
w poblizu tych koncow.

s nalezy przylozyé na konicach walea

Naprezenia o,, 0, dane sa w dalszym clagu za pomoca .1'6wnaf1 [d] i [e],.zas' przerni'eszczenit?
u zwigzane jest z naprezeniem osiowym Cs. Do prawej strony ’rownal-ua [c] ﬂalez:y cvloclfic
wyraz —vCyr] E. Przemieszezenie osiowe odpowiada roztozonemu réwnomiernie ?apr(;z.eniu 3«

Walec pelny. W tym przypadku mozemy przyjaé dolna granice c?.}ek w réwnaniach [c],
[d], [e] @ = 0. Przemieszczenie # musi znikaé pl‘Z.Y r=20, &0 pro“‘radm do C,=0. v o)

Stalg €y znajduje si¢ z warunku, aby zakrzywiona powierzchnia r = b I-)y}a wolna od ob-
cigzen: (o,),_,= 0. Tak wiec z [d], po podstawieniu €y =0, @ = 0 otrzymujemy

b
€y _ o« 1 f Trds [g]
(I+2)1—20) 1—»bd2 ]/,

Wypadkowa naprezeri osiowych [f] wynosi

' 2l (7, WEC, s
ﬁg‘z‘?ﬁrd]': _1:./; Trdr-+ 019 (1—2v) 7T

. ) s % . . a5 2 s> spro-
a wypadkowa réwnomiernie roztozonego naprezenia Cs jest r6wna Cymb? Wartodé C,, p
wadzajaca calkowity site osiows do zera, dana jest wiec réwnaniem

2mal (. . WECG, [h]
C3'ﬂ62:1—_yﬁ Tr dr _(T+v)(l—2v) 7

Teoria sprezystosci 23

—— T L

Mozna latwo sprawdzié, ze réwnania te otrzyma¢ mozna z odpowiednich réwnaf dla
el plaskiego stanu naprezenia ([b] oraz [c] poprzedniego paragrafu) przez podstawienie w nich



Ostateczne wyrazenia dla z-t-,o‘—,,aﬂ, O, olrzymujemy z réwnany Lel, [d], [e], [f], [g] i [h]:

powierzehnia boczna walea utrzymywana je.
dany jest za omoca szeregy?
¥ p )

oo
=1, 4,7, ( Ba ?:) e—but

n=]

w ktérym Jy(Bar/b) jest funkeja Bessela rzedn zerowego (par. 128
czynniki szeregu [j] podaje réwnanie

2
P
Pruds(Bn)
a wspdlezynniki Py oblicza sie z rownania
A Ba? :
Prn= ;Q* b2 []]

w ktérym A oznacza wspélezyn

nik przewodzenia ciepla, ¢ — ¢j
szereg [i] do réwnania |241]

i biorae pod uwage fakt, ze3)
4 r br r
—)rar=""7(p T

ﬁj"(ﬁ" b)’ B 1('8" b)

o — 2¢ET, °°ﬁ”! { 11 b gy ,,,_(r/b)]}
r

eplo wladciwe materiaty 9 — gestosé. Podstawiajge

otrzymujemy zaleznogé

- {2l k
11—y n=1 ﬁus 16?!2 fl(ﬂu) [ }
W ten sam sposdh, podstawiajge szereg [i] do réwnania [242], otrzymujemy
20ET) o { 1 18 AlBa(r/b) fn[ﬂn(f/b)]}
Gy = e Prar s e i ()| M m
l—v ,,;1 Ba? Bn® r J(82) ﬁﬂjl(ﬂ?i)
Podstawiajge szereg [i] do réwnania [243] otrzymujemy
& oo
0, = M‘l e—pnz{_g_ —_ i’M} [m]
1—v» =] ﬁnz .BRJ]_(,B??)

_

1) Zaklada sie, ze powierzchnia waleg osigga tg temperature w sposéb nagly, Jesli tem
wynosi nie zero a T}, to nalezy do naszych réwnan zamiast Ty wstawié roznicg Tp— 177,

%} Por. Byerly:  Fourier Series and Spherical Harmonies®, str, 229, Naprezenia cieplne w tym przypadkn
obliczyl 4. Dinnik. »Applications of Bessel’s Function to Elasticity Problems®, cz, 2, str. 95, Jekaterinos}aw,
1915. Patrz takse (. H. Less: ,Proc. Roy. Soc.« (Londyn), 1922, . 101, str. 411,

%) E. Jahnkei F. Emde: F untionentafeln“, Berlin 1909, str. 165,

peratura powierzchni
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1+v 7 b ) 1 r
— -og[(l-2‘1})gzjo Trerr?ﬁ Trdr] [240]
aE [1 [* 1
o, = i (b?ﬁ Trdr‘ﬂ—ﬁTr dr) [24«1]
all i Il -
(o o wfrar ) [242]

ok (20 [ i
0, = —1:; (32\/; jl'd}' — _T) [24-3}

$li, poczynajac od chwili t=0,

[i]

), & (3, sa pierwiastkami réwnania Jo(B)=0. Wspol.

Réwnania [k], [1] i [m] stanowia pelne rozwiazanie pr'o]?le-:inu. Kilka przyktadéw liczbowych znalesé mosna w pra-
cach 4. Dinnika i C. H. Leesa, wspomnianych powyzej?), - |

Na rys. 225 przedstawiono?) rozklad tempe{'ﬂtm?r W w'al‘cu stalowy-m. Zillo}for.ll?,tzi ‘gale@
znajduje sie poczatkowo w stalej temperaturze rownej zeru i, ze poczynajac (‘)( chwi 1dlﬁ. po-
wierzchnia walca utrzymywana jest w tempemtu'rz.e ilin Rozidady .tempmz?tury wzl uzdprﬁ.
mienia przedstawiaja krzywe dla réznych Wm'toiém {lomzu t/b® (¢ mierzone jest w sekundac .
b w centymetrach). Z réwnan [i] i [j] okaze sie, ze

Z _
dl leéw o réinych éredni- Y ¥anad
rozklad temperatury dla walc ; . -
cach jest identyczny, jedli tylko czas ogrzewa-ma o0l N x
t bedzie proporcjonalny do kwadratu érednicy. o0 '\\\"Q \‘--.n___ ‘i_e_';ﬁ:
Z rysunku mozna obliczyé érednia temperature (.:a- 0 \‘\\\\\\\ I
lego walea lub jego czedci wewnetirznej o promie- 60 \\\\ \\\‘\\ &3y |
% . ) - 5
i trzymaniu tych temperatur naprezenia N h & T
niu r. Po {?1{5 ; A [241], [242], [243]. 550 \ \ \\ \d\‘:__,p
cieplne znajdziemy z rownan | - [242], Al 9“40 \ \\\ < o
Dla bardzo malych wartodci ¢ wspomniane wyzej &N 30 \\ I\ \\"“'@_
érednie temperatury zmierzaja do zera i na po- 20 ‘\\\\ . _____:
wierzchni otrzymujemy 0 :-‘ 3
a BTy 0005 08 07 05 08 04 03 02 0J 0
dr= 03 c:g=crz=ﬁ1_v 1{_
Jest to maksymalna wartoéé naprezenia cieplnego, Rys. 225

aleg valeu przy ogrzewaniu i réwna sie .
zz:sii?)?‘[éi;:li;, kon?ecjzrnc;m dla  calkowitego zniesier.lia odksz‘talcfaﬁ terrmcz?);jc'h -na
powierzchni. Naprezenie to jest éciskajace przy ogrzewaniu, a rozmagrajace’ przy oz;gnijr;::
Aby zredukowaé maksymalne naprezenia, przyJ.Q.to w praktyce rorzpoczyréz?c'ogr?eliv -y
tow i wirnikéw od nieco nizszej temperatury niz temperatura koricowa 1 1 zwieks

zewania proporcjonalnie do ich érednicy. ‘ |
Ogug;:};c zf w.godf.sgrodkowym otworem kolowym?). J'eé]i promienie wewrrlitrz.ny i z?v;e(;:_;zl?r
rury wynosza odpowiednio @ i b, a stale C, i C, okreslone s w ten sposdb, ze naprez L
jest rébwne zeru na obu powierzchniach, otrzymamy

G _G_,
1—2y @2
b C C.
ol 1 _ E (G gi)zo
_E-Fj;’frdr—i-—l_“) (1—2v b2

1 stad

14y 1—» b2_qa?

EC, _eE 1 [ e
L+ (1-2)  T-v5—a” ],

b
EC, ok a? f Trdr

iu i i i Williamsona
ialach stalych przy ogrzewaniu i ochladzanin byt omawiany praez
iAc}erfz{sc:kl}f]i-: crfr{]r]:\? l‘a;:;); ; f;)al SC to;aﬂ stf. 9y9. Badania doswiadczalne nadsw%}ywear: o%r;;at ;“W?I‘ﬂ?; };J'a Iff:;}g
£ e L1 s Ed .’ : . 2 : . i . Sitan ;
zostaly przeprowadzone przez Ingberga, Griffina, Robinsona i Wilsona: ,U. ur
184‘;)11%2‘1;111% zaczerpnigly z ksigiki A. Stodela: ,,Dampf- und Gasturbinen®, wyd. 6, str, 961, 1924.
%) R. Lorenz: ,Z. Ver. deutsch. Ing.“, 1907, t. 51, str. 743.



Podstawiajac te wartoéei do [d], [e] i [f] i dodajac do ostatniego réwnania naprezenie osiowe C,

redukujace do zera wypadkowa sile osiowa, otrzymujemy zaleznogei

aE 1 [,2—qg2 ‘b, e
U':I—vr'z(b2—a2/ f}'drﬁf Trdr) [244]

aE 1 [r2+a® [P, ' s
e 1__vr7(b2__ag f Trdr+ f Trdr — Fr~) [245]
) g
L T) [246]

Rozpatrzmy przyktad ustalonego przeplywu ciepla. Jesli T, oznacza temperature na po-
wierzechni wewnetrznej walca, a temperatura na powierzchni zewnetrznej jest réwna zeru,
to temperatura 7" w odleglodci r od érodka wyraza sie réwnaniem

— _Iw_. IOg E [1’1]
log(b/a) r

Podstawiajac ten zwiazek do réwnar [244], [245] i [246],
dla naprezen cieplnych?)

e IZETL_ liklo b B a? 1 b2 " b
T 2(1 =) log(b/a) & T\l e

«ET, b a? B2\ b _
Op = mﬁm [1 == log .I: = EL—“?) (1 -+ F) 10g E] [24(}

/8

olrzymujemy nastepujace wyrazenia

o= = —W‘?—[IﬁQIO LA
T 2(T =) log (b/a) 8 T —ay 8,

Jedli T,,>0, naprezenie promieniowe jest wszedzie ujemne z wyjatkiem wewnetrznej 1 ze-
wnetrznej powierzehni walea, gdzie réwna sie zeru. Naprezenia g, i 0, 0si
wartosci przy r =a i r = b. Przyjmujac r = a, mamy

«ET, 20 b
(Uﬂ)r:a = (Crz)r:a = e (1 — b_ —zlog F)

agaja swe najwieksze

2

2(1—w) logé B 245
a
aprzy r=»5
a T, 2a? b
(©)r=p = (O)ymp = ——— 2 (1 T2 log E) [249]

2(1—w) lngﬁ
a

Na rys. 226 pokazano przebieg naprezen cieplnych na grubodei écianki rury w przypadku
szezeg6lnym afb = 0,3. Przy dodatnich wartodciach T, naprezenia s §ciskajace przy powierz-
chni wewngtrznej, a rozciagajace przy powierzchni zewnetrznej. W przypadku takich mate-
rialéw jak kamien, cegla lub beton, majacych mala wytrzymalo$é na rozcigganie, pekniecia
powstaja w tych warunkach zazwyczaj na zewneirznej powierzchni walea,

1) Wykresy ulatwiajace obliczenie naprezefi z réwnania [247] podaje L. Barker: »Lngineering®, 1927, t. 124,
str. 443.
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, Jezeli gruboéé écianki rury jest mala w poréwnaniu z jej érednica zewnetrzna, to row-

nania [248] 1 [249] mozna uprodcié przez przyjecie

b 1 b m2+is7
E:ler, i T g 3

i zalozenie, ze m jest wielkoscia mala. Wtedy otrzymujemy

ET, m ’
(06)r—a = (O)r—a = — 2?17_,”) (1 + F) [248"]
T m k

Jedli temperatura na zewneirznej powierzchni walca jest rézna od zera, to wyniki powyzsze
mo?na w pelni wylkorzystaé, wstawiajac w naszych réwnaniach zamiast temperatury 7, v6z-
nice temperatur wewnetrznej i zewnetrznej 7, — T

W przypadku bardzo cienkiej écianki mozemy poczynié dalsze uproszezenie i pominaé
wielkoéé m(3 w stosunku do jednosci w [248']

i [249'] - o

ET,
(Gﬂ)rza = (Gz)rﬁa = - -2?1771})

o
o i
250 e
aFT,

(Oa)r=s = (0= = 57— 4
2L~ Rys. 226

Przebieg naprezen na grubosci écianki jest tu taki
sam, jak w przypadku plaskiej plyty o gruboéci 2¢ = b — a przy rozkladzie temperatury
(rys. 222)
/1
~%-a

oraz o brzegach utwierdzonych w ten sposéb, aby zapobiec zginaniu plyty przez nieréwno-
mierne ogrzanie (por. [k], par. 132).

Jedli na ustalony przeplyw ciepla nalozymy wahania temperatury o wysokiej czestotliwosei,
to naprezenia wywolane przez te wahania mozna obliczyé w ten sam sposéb, jak to zostalo
pokazane w przypadku plyt plaskich (par. 132)Y).

W dotychezasowych rozwazaniach zakladaliémy, ze walec jest bardzo dlugi i ze rozpat.rl?-
jemy w nim naprezenia daleko od jego koficéw. W poblizu jego koncéw, w zwigzku z miej-
scowymi zaburzeniami, zagadnienie rozkladu naprezen cieplnych jest bardziej zlozone. Ro.z-
patrzmy to zagadnienie dla przypadku rury cienkodciennej. Rozwigzanie [250] zaklada, ze

1) Naprezenia cieplne w §ciankach waleéw posiadaja wielkie znaczenie praktyczne przy pr(?]ektnwamubisﬂm-
kéw Diesla. G. Eichelberg: ,,Forschungsarbeiten®, 1923, nr 263, poda]c_wykreslne’r(‘:zwmzame tego gro emu
dla przypadku, gdy grubosé 4cianki i temperatura jest zmienna wzdluz jego dtugosci. Pewne danﬁ, hﬂt])::"czi‘-:-f:
rozkladu temperatury w silnikach dieslowskich moz#na znalesé w pracach: H. F. G. Letson: ,Proc. Mech. Eng.”,
Londyn 1925, str. 19; 4. Nagel: Engineering, T. 127, str. 59, 179, 279, 466, 626, 1929.
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sity normalne, pokazane na rys. 227a, rozlozone sa na koricach walca. Aby znalezé naprezenia
w waleu o koticach swobodnych, musimy na naprezenia [250] natozyé naprezenia,
sifami réwnymi i przeciwnie skierowanymi do pokazanych na rys. 227a.

a) E_Tfi.;_’ b) r‘i,

wywolane
W przypadku cien-
kiej scianki o grubodci 4 sily te sprowadzié
mozna do momentdéw zginajacych M, jak poka-
zano na rys. 227b, rozlozonych réwnomiernie
wzdhaz krawedzi walea i réwnych -

A
.! 7z

f2 | h"‘%*‘“
ﬁ na jednostke diugodci krawedzi. Aby ocenié
p— wielkoéé naprezen wywolanych przez te momenty,
Rys. 227 rozpatrzmy podiuiny pasek o jednostkowej sze-
rokodci, wyciety z powloki cylindrycznej. Pasek

taki traktowaé mozna jako bellke na sprezystym podlozu. Linie ugiecia tego paska przedstawia
zwigzek!)

aET, ke
A = 2(1—9) 6 [o]

»—pz
u = {%’TD— (cos Bz — sin B2) [p]
w ktérym
) m B Eh3
B=1— g D= 12(1 -9 e}

a ¢ jest érednim promieniem powloki cylindrycznej. Znajomogé tej linii pozwala nam obli-
czyé dla dowolﬁej wartogei z odpowiednie naprezenia zginajace a, i obwodowe ay. Maksymalne
ugigcie paska wystepuje oczywiscie na koncu z = 0, gdzie

M acT, V1 —»2

(W)e=0 —

T 2D 2731y

Odpowiednia sktadowa stanu odksztalcenia w kierunku stycznym jest réwna

L _u_al,V1—>»? ]
7T e 273 —y)

Naprezenie w kierunku stycznym, dzialajace na powierzchni zewnetrznej walca, otrzymujemy,
stosujac prawo Hooke’a, z réwnania

_ 2
Gy = Feg+va, = aBT, V1 —v iqCET"’

2131 —9 2(0T-9)

Sumujac te naprezenia z odpowiednimi naprezeniami, obliczonymi z [250], otrzymujemy
maksymalne naprezenia obwodowe na koncach cienkosciennej rury, wynoszace

(T0)max = —2?1b f";)A ( il 1/;' P 1) [251]

1) 8. Timoshenko: ,Strength of Materials®, wyd. 2, tom 2, str. 166.
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.

Prayjmujac v = 0,3 otrzymamy .
allT,

(U&)max = ]12") ’m

Tal wige maksymalne naprezenie rozciagajace na swob:)dnych koncach \\ralca' jest ,0 259,
wieksze od napreienia w punktach oddalonych od k(?n?éw, otrzYmaneg’o 'Z réwnan [250].
Na podstawie [p] mozna stwierdzié, ze wzrost naprezel w 0].(.01].(.3)(‘ .k.oncowl swobodnyc‘h
walca, zaleiny od ugiecia u, posiada charakter lokalny i ze naprezenia maleja gwgltowme
ze wrzrostem odleglodéei z od konca, . B

Przyblizony sposéb obliczania naprezen w rurach (uenkosmenn’ych, ‘oparty na wykorzy-
staniu linii ugigeia belki na sprezystym podlozu, moina za'stosowac takze w przypadku, gdy
temperatura zmienia si¢ wzdluz osi powloki cylindrycznej?). '

136. Kula. Rozpairzymy tu prosty przypadek, gdy rozklad temperatury jest symetryczny
wzgledem érodka i zalezy wylacznie od zmiennej?) r. o B ‘

Ze wzgledu na symetrie bedziemy mieli tu do czynienia z trzema napocleniami e
od zera: ze skladowa promieniowa o, i z dwiema skladowymi obwodm-vyrm o, (potiobme
jak w par. 121), ktére musza spelni¢ warunek réwnowagi elementu w kierunku radialnym

(rys. 202, réwnanie [m] par. 121)

W (0, —0a) =0 [a]
dr T
Zwiazki miedzy naprezeniami i odksztalceniami maja postaé
1
g —oal = T (o, — 2v0) [b]
: i g
& — WT= f IO" = 'V((Tr T U';)]

i przy u oznaczajacym przemieszczenie promieniowe mamy

du u

E=—; E=— [d]
"odr’ r
Z [b] i [e] znajdujemy
ko e
= T 0= [(L —»)e,+ 2ve, — (1 4+ v)aT) [e]
oy {4 [&e+ ve, — (L4 2)aT] [£]

T I+ A-29)

Podstawiajac te zwiazki do [a], a nastepnie zastepujac ¢, i &, przez wartoéci podane w [d], do-
chodzimy do réwnania rézniczkowego dla u

d’v  2du  2u 14w daT [
—EF T g g gl
dr2+ rdr 1w Y

1) S. Timoshenko i J. M. Lessells: ,Applied Elasticity®,, 1925 str. 147, i C. H. Kent: ,,Trans. A. 5. M. E.%,
Applied Mechanics Division, 1931, t. 53, str. 167. ) o .
Pl?a) ezaga:{;izﬁz to zostato rozwiazane przez Duhamela, loc. cit.; F. Neuman: ,,Abhandl‘: A}(ad. Wls;.. r}}3}&;.;]11:1
1841; por. takie jego ,,Vorlesungen ueber die Theorie der Elastizitaet der festen Koerper .L]})Sk, 1885; ‘C OE;VJ-
kinsc;n: »Messenger of Math.*, 8, s. 168, 1879. Niesymetryczne rozklady temperatur rozwazane byly przez C. W.
Borchardta: ,Monatsber. Akad. Wiss.“, Berlin 1873, s. 9.
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ktére moina napisaé takie w postaci

d i
[1 d rzu)]: IH’- iT_

@ | 2ar 1= % d&
Rozwiazaniem tego réwnania jest
L+ 1 (3
e i 2
=g, % j; Tr2dr+ Cyr+ r: [h]

Tutaj €; 1 G, sa stalymi calkowania, ktére okreglimy pééniej z warunkéw brzegowych, 7a$ a

. . I3 . i
oznacza dowolna dolna granice calkowania, ktéra przyjmujemy np. réwna promieniowi
wewnetrznemu wydrazonej kuli.

Révwnanie to mozemy podstawié do [d], a nastepnie do wyrazer [e] i [f]. Wiedy mamy
2ak 1 [7 ]
o, = — 1 _?f Tredr 4 BC, _LECQ-i i
—v %], 1 — 2y 149 3 11

0‘,=%‘£.%fﬂ.2dr+ EC, I EC, . 1 oc:'f'_
=¥ r a 1'—‘21«' ]ﬁ'y

1+9 3

Rozpatrzymy teraz kilka przypadkéw szezeg6lnych.
Kula p.efna,. Tutaj za dolna granice calkowania a przyjmujemy zero. Przy r = 0 musi byé
u =0, a wigc na podstawie [h] takze C,= 0, poniewaz

linl-l?fTﬂdr:O
r=0 T 0

Naprezenia uzyskane z [i] i [j] beda skoticzone w érodku kuli, gdyz
lim —13— Tri dr = L
r=0 T 0 3
gdzie T, oznacza .temperaturg w srodku. Stala C; okresla sie z warunku, ze powierzchnia
zewngtrzna r = b jest wolna od obciazen, czyli ze o,= 0. Nastepnie podstawiajac w [i] o,= 0
a=0, Cy =0, r=>b, otrzymujemy =

Ecl_i_zcﬁE. 1 J 2
1—2» 1 —9p b% OTr dr

a dla naprezen uzyskujemy réwnanie

2all £ 1 1 [
G =3 N5 Trtdr — — | Trtdr
v AP Gk ™ Jo [252]
o= “E (2 - Y
=Ty 3w | Trdr+ 5 | Dra—T

Srednia temperatura wewnatrz kuli o promieniu r wynosi

[, Td g [1ea
AL S e i T
0

S8 3

Stad plynie wniosek, ze naprezenie o, w dowolnej odleglosci r od érodka jest proporcjonalne

2860

do réznicy miedzy érednia temperatura calej Juli i érednia temperatura kuli o promieniu r.
Naprezenie obwodowe w dowolnym punkcie réwne jest iloczynowi wyrazenia

20F
31—

oraz wyrazenia

[Srednia temperatura calej kuli + (3 éredniej temperatury wewnatrz kuli o promieniu r)
—3T71].
Obliczenie naprezeni w kazdym przypadku szezegolnym moze byé przeprowadzone bez trud-
nosei, jesli tylko znany jest rozklad temperaturyl). Interesujacy przyklad tego rodzaju obli-
czefh wykonat G. Gruenberg®) w zwiazku z badaniem wytrzymaloéci materiatéw izotropowych,
poddanych réwnomiernemu rozcigganiu w trzech prostopadiych kierunkach. Jesli pelng
kule o stalej temperaturze poczatkowej T umiescié w cieczy o wyzszej temperaturze T,
to zewnetrzna warstwa kuli rozszerza sie i powoduje we wnegtrzu réwnomierne rozciaganie
we wszystkich kierunkach. Naprezenie to osiaga swoja wartodé maksymalna po uplywie czasu

B2

t = 0,0574 —;:" k]
Tutaj b jest promieniem kuli, k& — wspélezynnikiem przewodnoscei cieplnej, ¢ — cieplem
wagciwym materiatu i o — jego gestodcia. Wielkosé tych naprezen maksymalnych wynosi®)

al

0, =0l = 01T 5 ([~ Ty 1]

Najwieksze naprezenie éciskajace powstaje na powierzchni kuli w momencie przylozenia
temperatury T; i wynosi aE(T;— Ty)/(1 —#), to jest tyle samo, ile w oméwionym poprzednio
przypadku walca (par. 135). Stosujac [k] i [] do przypadku stali i przyjmujacb =10 cm,
T, — Ty =100°C, otrzymujemy o, = o, = 1270 kGlem? i t = 33,4 sek.

Kula z otworem w §rodku. Oznaczajac przez a i b promienie zewngtrzny i wewnetrzny
Jculi, okreglamy stale Cy i Cy w [i] i [j] z warunkéw, aby o, bylo réwne zeru na powierzchni

wewnetrznej i zewngtrznej. Otrzymujemy wtedy z [i]

EC, 2EC, 1 _,
1 —2y 1+» a®
ol 1 " B, 2EG 1
~T5 5 | ety 1w

Rozwigzujac te réwnania ze wzgledu na C; i Cy oraz wstawiajac wyniki do [i] i [j], bedziemy

mieli
20 [ B—a* [°., IO LT
= 1—» l: (b3 = 6‘3)1.3—\/; Tr dr — r—sja Ty dT‘ [253]

2k [ 204+a® (', L [Tsm 3
ﬁ_léq}[ﬂ}ﬁﬁ(ﬁ);EﬁTrdr_]—ﬁ alrdr—ET

Tak wiec naprezenia mozna obliczyé latwo, jeéli tylko znany jest przebieg temperatury.

Oy

Gy

1) Kilka przykladéw takich obliczenh podano w pracy E. Honeggera: ,Festschrift Prof. A. Stodola®, Zurych,
1929. Tablice do obliczania rozkladu temperatury w ochladzanej kuli podat Adams i Williamson, loe. cit.

2) G. Gruenberg: ,,Z. Physik®, t. 35, s. 548, 1925.

3) Zalozono tu, ze powierzchnia kuli uzyskuje temperature 73 natychmiastowo.
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Rozpatrzmy dla przykladu przypadek ustalonego przepltywu ciepla.

, ' : ' Oznaczmy tempe-
‘raturg wewnetrznej powierzehni praez T, a temperature powierzchni zewnetrzne; przyjmijmy

réwna zeru. Wiedy temperatura w dowolne; odleglosci r od érodka wyniesie

T,a (b
szﬁa(rl) L

Podstawiajae ja do [253], otrzymamy

_aFT, ab 1 2h2
=1, S [a+ b— o (624 ab + a?) + —%—]

_ alkT, ab 1 a?h?
s B X S [a—rb fg(b“rab—l‘az) ~ 53 ]

Widzimy, ze dla r =air=0b jest o, = 0. Naprezenie to osiaga swe maksimum przy

- 3a?b?
=
a?+ ab+ b2

7 1 vy & 3 . 3
Dla 7,,> 0 naprezenie o, roénie wraz ze zmienng r. Przy r — ¢ mamy

Gy e _alTy, b(b— a)(a+ 2b)
31—») P —gd [n]
przy r=>b zas
e aET, alb—a)(2a+b)

2(1 —») b3 — a® [o]
W przypadku cienkiej powloki kulistej oznaczamy
b=a(l+m)

gdzie m jest male w stosunku do jednosci. Przez podstawienie w [

_ n] i [o] oraz pominieci
wyzszych poteg m otrzymamy Hl ! o

dla r=a
aET, ( 2 )
0-‘:-———_‘ 1+—m
2(1 —
dla r=5 ( H ’
_ aFET, 2
_ * =2 —) (1_§’”)

Pomijajac wielko$é 2 m otrzymujemy dla naprezeri obwodowych te
uzyskaliémy poprzednio dla cienkiej powloki cylindrycznej (patrz [250]
utwierdzonej na krawedziach.

137. Réwnania ogélue. Réwnania réiniczkowe [132] réwnowagi w przemieszezeniach

xlno‘zua .rf)zszerzyé na przypadek naprezen i odksztalcen cieplnych. Zwigzki miedzy napre-
zeniami i odksztalceniami dla zagadnien tréjwymiarowych maja postaé

same wartosci, jakie
) i dla cienkiej plyty

1
& —al = ¥ [0 — ¥(oy + )]

1
& —al = T [0, — (0. + ay)] [a]
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1
R N A )

Tyy | .

'}'xy=?s yﬁ_?’ Vax = G

] nie sa zalezne od temperatury, poniewaz swobodna rozszerzalnosé cieplna nie

Tyz . Tz [b]

Réwnania [b :
wywoluje w materiale izotropowym zadnych odksztalcen postaciowych.
Dodajac do siebie réwnania [a] i uzywajac oznaczen, podanych w [7], otrzymujemy
1 o
e=— (1 — 210+ 3al
E
Wstawiajac te zaleznos¢ do réwnan [a], rozwigzanych wzgledem naprezefi, mamy

aET

0, = he+2Ge, — (el

Podstawiajac zaleinosci [c] i [6] do réwnan réwnowagi [127], znajdziemy, pomijajac sity

masowe, %e

[254]

Réwnania te zastepuja zwiazki [131] przy obliczaniu naprezen cieplnych. Warunki brzegowe
[128], po podstawieniu zaleznosci z [¢] i [6] i pominieciu sit powierzchniowych, przeksztal-
caja sig na 3 )
aLT u,, du . Ou Bu, B Ow )
1_21;1:28”0(%”@;”“" ") T\ T T e 12ss)

Poréwnujac [254] i [255] =z [131] 1 [134] widzimy, ze wyrazy

ol oT «F 9T~ ab dT
T1—2 ax’ 129y’ 1—2v 9z
zajely miejsce skladowych X, Y, Z sil masowych, a wyrazy
«kET ,  aET - e BT n
1—29 7 1=2» "7 1-—-2v

zastapily skladowe )?, 17, 7 sit powierzchniowych. Tak wige przemiizszezenia i, v, w, Wywo-
lane przez zmian¢ temperatury T, sa takie same, jak przemieszczenia wywolane przez sity

masowe
y__ @B 9T o  «F T, aF 3T [d]
1—2y 9x° 1—-2» &y 12y 9z
i normalne naprezenia rozciagajace
aET lel
1—2»

rozlozone na powierzchni ciata.
Po znalezieniu rozwigzania réwnania [254], spelniajacego warunki brzegowe [255], Z_a
pomocy obliczonych przemieszezen u, v, w oraz réwnan [b] i [¢] wyrazimy latwo naprezenia
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styczne 1 normalne. Z réwnan tych widzimy, 7e naprezenia normalne skladaja sie z dwéch

czgsei: a) czebel uzyskane] w zwyldy sposéb za pomoca skladowych stanu odksztalcenia
i b) cisnienia »hydrostatycznego® o wielkodei

alET
1—2y [f]

proporcjonalnego w kazdym punkeie do zmiany temperatury w tym punkcie. W ten sposéh
catkowite naprezenie spowodowane nieréwnomiernym ogrzaniem oltrzymuje sie przez su
perpozycj¢ cisnienia hydrostatycznego [f] oraz naprezen, wywolanych przez sity masowe [d]
i powierzchniowe [e].
Do tego samego wniosl ina i z
Ku do ; ie, ze ci

L g. I . dojéé mozna_ inng droga. Wyobrazmy sobie, 7e cialo poddane
nierownomuernemu ogrzaniu zostalo podzielone na nieskoriczenie wiele matych elementéw
i zalézmy, 7 ia ci =T 5

Mg 26 odksztalcenia cieplne &, — ¢, = & = aT tych elementéw zostaly
przylozenie do tych elementéw ciénienia po
W ten sposéb odksztalcenia cieplne znikaja,

zniesione przez
wielkoéei, podanej na podstawie [8] przez [f].
V 1 : a poszezegdlne elementy ciata, przylegajac do
51eb1f3, tworza z powrotem cialo ciggle o ksztalcie poczatkowym. Rozklad ciéniett [f] moina
zreahz‘owaé przez przylozenie do ciala zbudowanego z tych elementéw pewnych sit maso-
wych i powierzchniowych. Sily te speliaé musza réwnania réwnowagi [127] i warunki brze-
gowe [128]. Podstawiajac w tych réwnaniach

o oabT
ngay—gz_*[)*_m; Tay = Tug = Tpp =0 [2]

dochodzimy do wniosku, ze sily masowe, potrzebne dla utrzymania ciala zlozonego z elemen-

tow w postaci wyjéciowej, maja postaé

x—. %€ 3T , a«F 8T , aE 3T
1—2v 9x° 1—2v gy’ T 1—% 9z [h]

oraz ze cisnienie [f] powinno byé przylozone na powierzchni.

Z-alozyrrfy teraz, ze elementy ciala sq ze soba polaczone Llusuniemy sily [h] i ciénienie na
p0w1erzc}.m1 [f]. Wtedy, oczywidcie, otrzymuje sig naprezenia przez nalozenie na ciénjenie
[f] naprezeri, wywotanych w ciele sprezystym przez sily masowe

X:__"E_E@; Yo _ _®F oT ___ak 9T
1—2y 9x 1—2» 3y° 1—-2 9z
i normalne obcigzenia rozciagajace na powierzchni
aET
1—-2»
Otrzymane w ten sposéb naprezenia spelniaja réwnania réwnowagi
do, It & al aT
ey i . NG .- S
ox " By T oz 1—2rax ="
doy | 8%y 9 _aB T _
Ay e 9z 1—2 y v [256]
G, oni 9n. _ab or
9z ' x Ay 1-2y 9z =
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i warunki brzegowe

ekl

le 1 Tayllt + Tyl = 17_2? L
alkT

Gym' -+ Tyzn - Txyl = m m [257]
aET

O+ Tl + Tyem = T3

a takze warunki ciaglodci oméwione w par. 77. Rozwigzanie tych réwnan, po nalozeniu ci-
‘nienia [f], daje wywolane zmianami temperatury naprezenie cieplne w ciele.

Z plaskim stanem odlsztateenia w walcu pryzmatycznym bedziemy micli do czynienia wtedy, gdy tempera-
(ura zmieniaé sig bedzic jedynie w przekroju poprzecznym, a bedzie stala w kierunku osiowym. W ten sposob tem-
peratura T nie zalezy od zmiennej z.

Rozpoczynamy znéw od naprezen [g] nie wywolujacych zadnych odksztalcen, przy czym odpowiednie sily
masowe dane sa przez [h] prey Z=0, a ciénienie [f] przylozy¢ nalezy na calej powierzelmi, lacznie z podstawami
walca. . - g .

Nastepnie przy zalozeniu, Ze elementy sa ze soba polaczone, odrzucamy sily masowe oraz ciénienie na powierz-
chni, ale wylacznie na poboeznicy, pozostawiajac odksztaleenia osiowe £,=0. Wynikiem odrzucenia tych sit bedzie

rozwigzanie zagadnienia z sitami masowymi

aE T '
-y - d
1—2v cx 1—2v oy
i silami rozciagajacymi na powierzchni zakrzywionej walea
oET :
>y [il

1—2v

stanowigeego zagadnienie plaskiego stanu odksztalcenia (e,=0). Problem tego rodzaju rozpatrywany byl przy
koficu par. 16 z tym, Ze rownanie [32] nalezaloby przeksataleié z plaskiego stanu naprezenia do plaskiego stanu
odksztalcenia, podstawiajac w nim #/(1—v) zamiast ». Zamiast rownan [31] 1 [32] otrzymamy wiec

aET &0 . wlT D e oD e
T o Tﬂ_’ Y 1—2w dx? 7 = dxdy
Oraz
94_@+ ND 4 dFo  ak ( T 79"2) 0
It dx2dy® Iyt 1—w \ da? ay®

Poszukiwana funkeja naprezenn powinna spelniaé [l] i prowadzi¢ do obciazenia powierzechniowego [j]. Wtedy
obliczamy naprezenia z [k] i nakladamy je na naprezenia [g].

Napreienic osiowe skladaé si¢ bedzie z wyrazenia, wrigtego z [g] oraz z sumy v(o,+-0,), otrzymanej z [k]. Wy-
padkowa sila osiowa oraz momenty zginajace na podstawach walca mosna usunaé przez praylozenie prostego roz-
ciagania i zginania. .

7 plaskim stanem napreienia W cienkiej plycie bedziemy micli do czynienia, jesli temperatura bedzie stala
na gruboéci plyty. Przyjmujac ulkdad wspotezednych =, y w plaszezyznie obojetnej plyty, mozemy przyjat 0,=7,,=
=1,,=0. Mozemy takze przyjaé, ze kazdy clement plyty ma swobodg rozszerzenia sig w kierunku z. Dla wzajemnego

» ; . . . )
dopasowania elementéw wystarezy wige znieé¢ ich odksztaleenia w kierunku x i y. Pocigga to za soba

aET ]

H Tay =0

O'g:=ay=-'1 v
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TUusTEwIajac te naprezenia do réwnan réwnowagi [18], znajdujemy poszukiwane sily masowe

@k 9T _ «E 3y
1% Y% ()

Na krawedziach plyty nalezy praylozyé obciazenia normalne elZT)(1—v),
Usuwajac te sily dochodzimy do wnioskn,

40 naprezenia cieplne sklad
prezenia odpowiadajacego sitom masowym

#4ja si¢ z [m] oraz z plaskiego stanu na-

akE 9T «l 2T
T=mg e =71 [o}
1—» Oz 1—v» 3y
oraz normalnym naprezeniom rozciagajacym ¢ ET/(1—y), prayl

Zefi stanowi znéw zagadnienie Lypu eméwionego w par. 16. W-
wartosé potencjalu odpowiadajacego silom [o]

ozonym wzdluz brzegéw. Okreglenie tych napre..
ystarczy jedynie w réwnaniach [31] i [32] wetawic

alET

Ve=e—""

1—vw

Jedli krawedzie sa utwierdzone, zagadnienie sprowadza si¢ do znalezieni

& naprezen odpowiadajacych silom ma-
sowym [o]. W par. 48 omdwiony jest sposéh rozwiazania teg

0 zagadnienia w praypadky plyty prostokgtnej.
138. Naprezenia wsetepne. Powyiej przedstawiona metoda moze by uzyta przy rozwigzywania ogolniej-

sz6g0 zagadnienia naprezer wstepnych. Wyobrazmy sobie cialo, podzelone na male elementy i

Przypuiémy,.

Ze kazdy z tych elementéw podlega pewnemn plastycznemu odksztalcenin Iub zmianie postaci, spowodowanej
przez przeksztaleenie siatki krystalicznej. Niechaj odksztaleenie to okreslajy jego skladowe

s s, ’ ’ .

AN AT T SO A [a]

Zakladamy, ze odksataleenia sa male i praedstawié je mosna za
spelniaja one takze waranlki cigglodei [129], to elementy,
odksztaleeniach [a] i nie ma powodu,

Rozpatrzmy

pomocy cigglych funkeji wspohzednych. Jedli
na ktére cialo zostalo podzielone, pasuja do siehie po
aby powstaly napregenia wstepne.
teraz przypadek ogolniejszy, gdy skladowe stanu odkszt
glodei i w swiazku z tym elementy, na ktére cialo zostalo podziclone, nie pasuja do siebie po odksztalceniu trwa-
tym, tak ze dla spekienia réwnan cigglodei nalezy na powierzchniach tych clementéw przylozyé pewne sily, Za-
kladajc, ze po odksztalceniach trwalych [a] material pozostaje doskonale sprezysty i stosujac prawo Hooke'a,

znajdujemy z réwnai [11] i [6], ze odksztalcenia [a] mozna wyeliminowaé przez przylozenie do kazdego elementu
sit powierzchniowych

alcenia [a] nie spelniaja warunkow cig-

o= — (e’ + 26Gs,),. . ., Ty = — Coiayraa [b]
gdzie

=g/ + &'+ &/

Sily powierzchniowe [b] moina wprowadzia przez przylozenie do ciala zlozonego z malych elementéw pewnych
sit masowych i powierzechniowych. Sily e muszg spelniaé réwnania réwnowagi [127] i warunki brzegowe [128].
Podstawiajge do tych réwnan naprezenia [h], otrzymujemy poszukiwane sily masowe

P
X=— (1’ 4 2Ge,) + 2. (Cyey’) + 2 (Gyzs)
dx dy z

2 [l

i sily powierzchniowe

X=— (Ae' + 26, )1 — Cyy'm — Gy, 'n [d7

Przez praylozenie sit masowych [c] i powierzchniowych [d]

lone, s3 polaczone ze soba oraz usuwamy sily [c] i [d]. Wiedy oczywiscie naprezenia wstepne otrzymamy przez.
supe’rpozchQ naprﬁ;iéﬁ [b] i naprezen, ktére w cicle sprezystym wywolaja sily masowe

) ) n_ 2 /
) QO i, 2 (Ching
e (A" + 2Gey’) o (Gyzy) 2 (Cyz) fel.

i sily powierzchniowe ~
X = (e’ +2Ge,)l + Gny’m' + Gy n [}

Tak wigc zagadnienie okreslenia naprezen wstepnych sprovtfadzmTe znstfl&o do zlwyklego u.k'léfdu rc’minaﬁ tt":ollj'l:.
spregystodel, w ktérych wielko$é fikeyjnych sit masowych i powierzchniowych jest calkowicie okredlona, jesli
tylko dane sa odksztalcenia trwale [a]. ) ) , , , . ] . .
W przypadku szezegélnym, gdy &,/= &y =g, =al orazy,, =Vyz =V =0, réwnania powyisze pokrywaja sie
z réwnaniami, olrzymanymi poprzednio dla napresen cieplnych, o N
Rozwaimy teraz zagadnienie odwrécone, gdy pray zadanych naprezeniach wstepnych OkTeSh,c cheemy uklad
odksztalcen [a], ktére te naprezenia wywoluja. W przypadku materialéw .przeiroczystych, takich j
zenia wslgpne okreélic moina metodami elastooptyki (lrnzc!z. 5). W innych
przypadkach naprezenia te znaleZ¢ mozna przez pOCiQClel ciala na male elv:;-- me &
menty i zmierzenie odksztaleen, jakie powslaja w wyniku oswobodzenia

ak szklo, napre-

ich od sit powierzchniowych, stanowiacych naprezenia wstepne w ciele nie-
rozcigtym. Z poprzednich rozwazan wiadomo, ze odksztalcenia wstepne L i
woluja naprezenia tylko w tym przypadku, gdy skladowe ?tanu odksztal?ema -
[a] nie spetniaja warunkéw ciaglosci; w przeciwnym razu:- odlcszta}c?ma te
moga istnieé bez wywolywania naprezen wstepnych. Wynika stqdf, Ze zna-
jomoi¢ naprezen wstepnych nie wystarcza dla okreélenia odkszta}ce# [a] Do
kazdego ukladu odksztalcen, stanowiacych rozwiazanie tego zagadnienia do-

da¢ mozna dowolny uklad odkszialeen trwalych, spelniajacych warunki s
cigglosci, nie wywolujac przy tym dodatkowych naprezen wstqpn.ychl). ys.

Naprezenia wstepne dzigki ktérym szklo nabiera wlisnogei polaryzujacych N . N ;
stwarzaja duZe trudnodei przy produkeji instrumentéw optyeznych. Dla.zmn)le.]szema tych napr?zen stosuje-
si¢ zwykle w praktyce wyzarzanie szlla. Ze wagledu na niska granicg sprezystoéci szldif przy W}’Sﬂkll?h temp‘era--
turach, material ulega uplastyeznienin pod wplywem naprezen wstgpnych. Po El[?lywu.e dostatticz,me dlugiego
czasu plynigeie materialu w wysokiej temperaturze prowadzi do znacznego Z.ml'ﬂEJSZE!]]]ﬂ naprezen wstepnych..
Podobne efekty daje wyzarzanie w praypadleu réznych metalowyeh odlewéw i odku?vek. ‘ B M

Rozcigeie ciala na mrisjsze czedei prowadzi do uwolnienia od naprezen wzdluz pom?rz?b.m przecu;cm. 1.zmmej-
sza ogolna wartoéé energii odksztaleenia odpowiadajacej naprezeniom wslepnym, choé mle zZawsze z.mn'le]sza ma-
ksymalne naprezenie wstepne. Przypusémy na przyklad, ze pierdcien kolowy (rys. 228) posmd‘a napreZenia wsigpne
rozlozone kolowo-symetrycznie, przy czym 0p’ zmienia si¢ w przekroju poprzecznym m.nlhmowo (prosta ab il
rysunku). Przecigeie pierdcienia wadluz promienia, jak to zostalo pokazane na r)isunku.].u?le% pll'zeryw'nrla, l‘nvalma
ten przekréj od napreien @. Jest to réwnowaine przylozeniu do kazdego wycmka. p1e-rsclema dwotfh r?wnych
i przeciwnie skierowanych momentéw, prowadzacych do czystego zginania&. Odpuma(llajqcy temu zgmaruu-rolb
ktad naprezen oy wzdluz mn jest w przyblizeniu hiperboliczny (par. 27), Jak.wska.zu]e krzywa cde. Naprezenie
wzdluz mn pozostale po przecieciu réwna si¢ wtedy sumie 0g-}-0g’ 1 przedstawione jest na ]'ySl.].]Jk"ll obszarem za-
kreskowanym. Jesli promiet wewnetrzny pierScienia jest maly, to na brzegu wewnetrznym powstaje wy‘rsol‘{a kon-
centracja napr¢zen, 1 maksymalne naprezenie wstepne po przecigeiu, przedstawione na ry's. 228 odcmkllcm b-c,
moze byé wigksze od maksymalnego napregenia wslgpnego przed przecieciem. Tego rodzaju rozumowanie moze-
tlumaczyé zjawisko pekania szkla po jego przecieciu?).

1) Fakt, ze uklad odksztalcen wstepnych [a] nie jest w pehni okredlony przez wielkogei naprezent wstepnych,
2 *: L7 3
zostal oméwiony szezegdlowo w pracy H. Reissnera: ,,Z. A. M. M.%, . 11, s. 1, 1931.

i 5 i i zeth d i j 6wil w swej pracy M. V.
?) Kilk kladéw obliczenia naprezen wstepnych w w_vcml::ach turc.:zy: kolowej oméwi ¢
Laui: ,é. tzt?];.z}f’hysik“, 11, s. 385, 1930. Rézne metody obliczania naprezen szczatkowych w rurach wyciaganych.
na zimno oméwit N. Dawidenkow: ,,Z. Metallkunde®, 24, s. 25, 1932.

znosimy poczatkowe odksztaleenia trwale [a] tak,
agle. Zakladamy teraz, se elementy, na ktére cialo jest podzie-

|

ze elementy pasuja znéw do siebie i tworzg ciato cf
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139. Zagadnienie dwuwymiarowe ustalonego przeplywu ciepla. Przy ustalonym
przeptywie ciepla réwnoleglym do plaszczyzny ay, jak to na przyklad ma miejsce w cienkiej

plycie lub w dlugim waleu o stalej temperaturze w kierunku osiowym z, temperatura T
spelnia réwnanie

2T

dx?

QT
9 =0 2]

Rozpatrzmy walec (nickoniecznie kotowy) w plaskim stanie odksztalcenia przy &=y, =y, =
= 0. Zwiazki mi¢dzy naprezeniami i odksztalceniami w kartezjatiskim ukladzie wspéhrzednych
sa analogiczne do réwnan [a] i [b] par. 135 dla plaskiego stanu odksztalcenia. Odpowiednio
do réwnan [b] bedziemy mieli

1 — 2 »
g — (1+v)al = % (o‘x - —cry) [b]

T g
g—(1+v)al = 4 (ay - U'x)

E

Zbadamy teraz, czy jest mozliwe, aby naprezenia Oy 0y Ty, byly réwne zeru. Wstawiajac
w [b] 6,=0,=0, wnajdujemy

&, = (1+v)aT;

'

&, = (L+v)aT [c]
oraz oczywiscie y,,= 0.
Talkie odksztalcenia mozliwe sa tylko wtedy, gdy spelniaja réwnania cigglosci [129]. Wszyst-

kie te warunki z wyjatkiem pierwszego sa spetnione, poniewaz e,= 0, a pozostale skladowe
stanu odksztalcenia sa niezalezne od z.

Pierwszy warunek sprowadza sie do réwnania

2. 2, -
Qe,,l_ae,g

e 92

ktére jest takze spelnione ze wzgledu na [c] i [a]. Dochodzimy wige do wniosku, ze, jesli tylko
powierzchnie zakrzywione walca sa wolne od obciazet, to réwnania réwnowagi i ciagloéei
spelnié mozna przez przyjecie

ox:ay=rxy=0;

o, = — T [d]

Powyisze réwnania i warunki sa w przypadku walea pelnego kompletne i mozemy wy-
ciagnaé wniosek, ze w dwuwymiarowym, ustalonym przeplywie ciepla nie powstaja napre-
Zenia cieplne z wyjatkiem naprezenia osiowego o, danego réwnaniem [d] i potrzebnego dla
zachowania warunku g =0. W przypadku dlugiego walca o konicach nieutwierdzonych
otrzymujemy rozwigzanie przyblizone, wazne w dostatecznej odleglodei od koticéw przez do-
danie prostego rozciagania lub ciskania oraz zginania w ten sposéb, aby sprowadzié do zera
wypadkowe sily i momenty na podstawach walca.

W przypadku walca wydrazonego nie mozemy jednak stwierdzié, Ze zagadnienie plaskie
zostalo rozwigzane za pomoca réwnan [d]. Trzeba jeszcze sprawdzié odpowiednie przemiesz-
czenia. Moze sig okazaé, e beda one posiadaly pewne nieciagloéci — podobnie, jak to zostato
oméwione w par. 29 i par. 39,
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Rozwazmy dla przylkladu rurg z wyciety podiuing szezeling (rys. 229b). J es'.li wnetrze rury
jest bardziej nagrzane od powierzehni zewnetrznej, rura bedzie mialal telfde.ncm do odwijania
sie i szezelina rozszerzy sie. Miedzy powierzchniami rozeigeia pov\istafme mecuzgl.oéé pl-‘zemiesz-
czeti. Tak wiec przemieszezenie powinno byé opisane przez nieciagla f:unkc]q zm_lennej 0.
Przekr6j poprzeczny jest jednospdjny, a réwnania [d] opisuja naprezenia w plaskim stanie
odksztalcenia w sposéb Scisly. Lecz jeéli rura nie posiada szczeliny (rys. 229a), powstanie

a) b)

q
Rys. 229

nieciagloéci w przemieszezeniach jest fizycznie niemozliwe. Wskazuje to na fakt, ze zatozony
rozklad temperatury wywola rzeczywiscie naprezenia oy, 0y, 7, ]?Qd%.ce WYﬂlkil?m. odpowied-
niego przyciagniecia do siebie rozdzielonych powierzchni szczeliny i polaczenia ich ze soba
(par. 39 i rys. 82). Czynnoéé ta wplynie takze na skladowa o,.

Aby rozwazyé to zagadnienie blizej, przepiszemy [c] w postaci

du , v y

ey oe=s [e]
By dy
gdzie &' = (1 4 v)aT. Poniewaz Yy = 0, mozemy napisaé
Lo [
oz 3y
oraz
L 2, [g]
9x Oy

przy czym @, oznacza skladows obrotu (por. par. 75). Z réwna [f] i [g] otrzymujemy

B o ng g, [b]
dy %
a dalej za pomoca [e]
9 8w, 24 o,
9y’

o i]
Ay % .

3 L3 ’ .
Réwnania [i] sa réwnaniami Cauchy-Riemanna, ktére zostaly oméwione w par. 55. Wskazuja one, 7e &'+ i w,
jest funkeja analityezna zmiennej zespolonej x-+iy. Oznaczajac te funkcje przez Z, mamy

Z=¢+iw, il

8li Sciami : < j o walca, to réznice
Jesli uy, vy, g, v, sa wartodciami u, v w dwéch punktach I, 2 przekroju poprzeczneg y
Uy—1Uy, ¥V,— ¥; mozna wyrazié¢ jako

2 (Qu du ; i Q_Vd ald)
uz—u1=‘]-1 (ader@dJ’); ‘va_”L“ﬁ (9:1: x+9y Y
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gdzie calkowanie wykonaé nalezy wzdhiz dowolnej krzywej, lezacej calkowicie wewnatrz obszaru i laczacej oba
punkty. MnoZac drugie réwnanie przez i oraz dodajac do pierwszego otrzymujemy

. 2[ ou du e v
”2_u1+"(”a*’91)ﬁ]‘1 [de+§;dy+z(§£dx+?ydy)] k]

2 2
az réwnan [e] 1 [h] fatwo sprawdzimy, Ze calka po prawej stronie réwna jest .ﬁ (&' +iw,) (da+ idy) lub f Z dz.
1
W ten spos6éb [k] przeksztalea sie na

2
Uy — Uy iy — 1) = fl Zdz m

Przemieszezenia beda funkejami jednoznacanymi, jesli catka ta znilka przy pelnym obiegu dowolnej krzywej za-
mknietej, zawartej calkowicic wewnatiz przekroju, na przyklad linii kreskowanej (rys. 229a). Z wyniku tego sko-
rzystamy péiniej przy rozwigzywaniu zagadnienia naprezen cieplnych w wydrazonym walcu kolowym,

Poza naprezeniami takze i obrét w, powinien byé funkeja ciagla. Poniewaz

2/ dw, dw,
(wz)y — (w2), = ﬁ ( e dx + 5; dJ")

2 o’ e’
(wz)zh(wz)1=ﬁ (—'ﬁdﬁ-k ?idy)

to, wykorzystujac [i], otrzymamy

Poniewaz zaé & jest proporcjonalne do T, to otrzymana calka jest proporcjonalna do ilodei ciepla, przeplywajacej
w jednostce czasu wzdtuz jednostkowego odcinka o kierunku, réwnoleglym do osi walca przez krzywa, laczaca
punkty I i2. Jedli kraywa ta jest zamknieta, réznica ()2 — (e,); musi znikaé i dlatego catkowity przeplyw ciepla
przez krzywa réwny jest zeru. Jesli w rurze ma miejsce przeplyw ciepla z wnetrza na zewnatrz lub odwrotnie, wa-
runek ten nie jest spelniony i zaleznoéé [d] nie podaje écislej wartoéci naprezen.

Jesli jednak rura jest rozcieta (rys. 220b), to przemieszezenie lub obrét punktéw 11 2 moga sig r6znié miedzy
soba, np. wtedy, gdy ogrzewanie powoduje otwieranie sig szezeliny. Zwiazek [d] podaje wtedy prosty stan napre-
Zenia w sposob Scisly. Aby otrzymaé rozklad naprezen dla przypadku gdy nie ma szezeliny, musimy teraz dodaé
naprezenia powodujace jej zamknigeie. Okreslenie tych naprezen dyslokacyjnych prowadzi do zagadnien?!) typu
przedstawionego na rys. 45 i 82, 7

Rozpatrzmy dla praykladu przypadek wydrazonego walca kolowego o promieniu zewngtrznym b i promieniu
wspélirodkowego otworu a. Przy réwnomiernym rozkladzie temperatury réwnej 7}, na powierzehni wewnetrznej
i zeru na powierzchni zewnetrznej temperaturg w dowolnym punkeie odleglym o r od érodka podaje zwiazek [n]
par. 135, Mozemy go zapisaé jako -

T=—Alogh+dlogr [m]
gdzie
__ T,
log (&/a) [n]

Staly wyraz — A4 log b w réwnaniu [m] mozna pominaé, gdyz réwnomierna zmiana temperatury nie wywola zadnych
naprezefi. Poniewaz za$ log z=log r+ ifl, mamy

] e’+iwz: (1+ v)oT+ iw, =
= (L +v)ad logr+iw, = (1 + »)ad log =
Omnaczajac (14%) @d przez B, otrzymujemy z [1]

2 T
Uy — uy + (v, — 1) = Bﬁ logzdz= B [zﬁug z —-1}] [o]
1

) Zwiazek migdzy naprezeniami cieplnymi przy ustalonym przeplywie ciepla a naprezeniami dyslokacyjnymi
ustalil N. 1. Muschelifwili: ,Bull. Elec. Techn. Inst.“, Petershurg 1916, 13, s. 23 oraz niezalesnie M. 4. Biot:
»Phil. Mag.“ cz. 7, 19, s. 540. Naprezenia cieplne w walcu o przekroju kolowym i kwadratowym z kolowym wy-
drazeniem obliczal w ten sposéb na drodze elastooptycznej E. E. Weibel: ,,Proc. Fifth Intern. Congr. Applied
Mechanics®, Cambridge, Mass., 1938, s. 213. '
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Rownanie to stosuje sig do kazdej kraywej taczacej punkty I i 2 i lezace) catkowicie w obrebie materialu. Podaje
ono przesuniecie wzgledne tych punktéw przy zadanej temperaturze [m] i naprezeniach [d].

Wrybierajac droge calkowania po obwodzie kola o promieniu r z poczatkiem w punkeie I (rys. 229) oraz z kon-
cem w punkeie 2 po okrazenin otworu mamy, przy 0,=0, 0,=2m,

[z(log 2 — 1)]3 = ref2 (log r + i+ 271) — re®® (logr+ 1+ 0) =i - 27r

Wstawiajac to do [o], otrzymujemy

uy—uy=10; v,—v =58 2nar [p]

Poniewaz przemieszczenie wzgledne nie znika, walec nalezy rozpatrywaé jako I'OZCiQtY,' ﬂb.Y ptmkii 2 mial m.oiuoéé
pionowego przesunigcia sig wzgledem punktu I o odcinek 2nfB’r (rys 229b). Przesuniecie gérnej kra‘:;qdm szcze-
liny w stosunku do krawedzi dolnej jest réwnowazne obrotowi w kleILLll].iLl zgodnym z ruf:hem Tvskazow?k zegara
wokat érodka. Poniewaz jednak przy T, dodatnim B jest ujemne, szcezelina po otwarciu snz_ zawiera kat srudl.:ow:y
—97B. Zagadnieniec zamknigeia taliej szezeliny zostalo rozwigzane dla przypadlku plaslfiego stanu naprezenia
w par. 29. Dla plaskiego stanu odksztalcenia wystarczy to rozwie%zanie prz.eksztalmé zgodnie z par. 19. Otrzymane
naprezenia wraz z naprezeniem osiowym o, = — @ET z réwnania [d] sa 1derjt3f(:zne z _[24-7]. . ’

Temperatura wewnetrzna i zewngtrzna, zmieniajaca sie wzdluz obwoddw ograniczajacych rure, moze byé

przedstawiona za pomoca SZeregow Fouriera
T,= Ag+4; cos 0 +Ayc0s20 - ... + Bysin0+ Bysin26 + ...
T,= Ay +A4;, cos b 4-Ay'cos20 - ... + By'sinbl -+ By'sin20 + ... [q]

Naprezenia cieplne odpowiadajace poszezegdlnym wyrazom szeregu mozna traktowaé osobno; np. wplyw wyrazéw
statych A, A, omowiony zostal wladnie powyiej, pray zatozenin T}, = 4, — 4. Funkcja Z, odpowiadajaca wyra-
gom cos 0, sin 0; cos 26, sin 20; itd., zawiera¢ bedzie wyrazy proporcjonalne do

a1y g gt ete. [z]
Teraz calka [z"dz obliczona po pelnym obwodzie kola o promieniu r znika, jegli tylko n s —1, gdyz :
i 2n 2n "
j‘z” dz= jr"c""ﬂre‘ﬂi dfl = irn+1 j; efln+1)8 J0 =ir§+1ﬂ [cos (n -+ 1)8 + i sin (n + 1)6] df

Wyrazenie to jest oczywiscie zerem z wyjatkiem n + 1 = 0; w tym przypadku mamy bowiem ,

L4 271 [s]
z
Tak wiee jedynym wyrazem w [r], ktéry prowadzi do niezerowe] calki po prawej stronie rownania [1] jest wyraz
z—1. Wynika stad, se wyrazy z cos 26, sin 26 oraz wyisze harmoniczne w szeregu [q] dla temperatury nie wywoluja
zadnych przemieszezen wezglednych obu krawedzi rozcietej rury. Ogélny przeplyw ciepla ze $rodka na zewngtrz
rury, odpowiadajacy tym wyrazom, jest réwny zeru i jedynymi naprezeniami, jakie przy tym powstaja, sa napre-
zenia [d]. . . a, 5
Wyraz 21 w funkeji Z wywodzi sig z wyrazéw w [q], zawierajacych cos 0 i sin 6. Wystarczy rozwazyé tylko cos 8,
poniewai wplyw wyrazu sin 0 moze byé z niego wyprowadzony przez prosta zmiang prostej odniesienia 0 = 0.
Rozpatrzmy wice tylko

Ty=4djcosl; T,=A cos;ﬁ‘ [t]

. . - 2.3 e
Zagadnienie okreélenia ustalonego rozkladu temperatury, odpowiadajacego tym wartosciom brzegowym, To:

wiazuje sie przez przyjecie, ze temperatura I' stanowi czesé rzeczywisty funkeji

& + Cyz [u]
z
i przez okreslenie statych €; i €, w len sposéb, aby spelnione byly warunki [t]. Wartoéei tych stalych wynosza
e B0 LD e, - g At v
b —a®\ a b b% — a?

QA% Q7T



wyraz Cy/z w [u] odpowiada wartogei

A+oala
z
funkcji Z. Wstawiajac ja do [1] i postugujac sie [s],

Uy — g+ ivy —v)) =i+ (1 + )l
i dlatego

Uy — ;=0

vy — vy = 2m(1 + )l
Oznacza to, ze gérna krawedz szezeliny (rys. 229) przesuwa si¢ na dol o 2n(1 +»)aC,
przez krawed? dolng i znajdujacey sie ponizej material rury. Oczywiécie jest to fizyczn
lania sit, ktére powstajg miedzy powierzchniami rozei
Prezenia, potrzebne do wywolania tych przemieszezen,
szym przypadku mamy oczywiscie do czynienia z plask
lezy nalozyé na naprezenia osiowe [d]

2 2
0',=Kcosﬂ-r(1 —E—)(b_—l)
il e

22 2 72
U’ﬂ:ﬁ’cosﬂ'r(a—f——f—a Tk —3)

r 2

2\ / g2
0= Ksin 0 -r(l—%)('*—l)
r re

ke —9%E (4, 4 ) Ta%?”
T 21— bt — gt

Tutaj oznaczono

a b
Jedli tylko walec nie ma mozliwosei wydluzania sielub s
mujemy z [d] przez podstawienie T z réwnai viv. W
kowo naprezenia odpowiadajace silom i momentom na

140. Rozwigzania réwnan ogéluych,
naprezen cieplnych do zwyklego zagadnienia

kracania w kieranku podiuinym, naprezenie osiowe otrzy-
przypadku koticéw swobodnych uwzgledni¢ nalezy dodat-
kraficach walea.

Kaide rozwiazanie szezegblne réwnan [254] sprowadza zagadnienie
sit powierzchniowych. Otrzymane z réwnan [a] i [b] par. 139 prze-

ap Jy Sy
U=-———: V= ——3 W= —- IH.
dx Ay dz !
gdzie y jest funkeja x, ¥, z oraz czasu ¢, jezeli temperatura zmienia si¢ w czasie,
Stosujgc [5] i [10], moZemy napisaé [254] w postaci

a—e+(1—21’)]72u=2(1+v)q§£ [b]
dx ox
cn o Sw
3 : ey o SO adai - . x
Réwnanie [al, wobec e o + o + o prowadzi do e = 24y § [b] przybiera postaé
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dochodzimy do wyrazenia na niecigglosé odksztaleen w postac

do wnetiza obszaru, zajgtego
ie niemozlive wekutek dzia.
geia i wywoluja przemieszezenia o przeciwnym znaku. Na-
okreélone s3 w sposéh oméwiony na koricu par. 39; w na-
im stanem odksztalcenia, Podajemy naprezenia, ktére na-

rzy czym w drugim i trzecim z tych réwnan nalezy zastapi¢ 9/3x przez 3/dy 1 9/9z. Wszystkie trzy réwnania spel-
P 3 z o . .

nione sq jedli p bedzie rozwiazaniem réwnanial)

142

1—v9

=

aT [d]

Rozwigzanie rownan tego typu rozwaza si¢ w teorii potencjatu?). Rozwigzanie mozna napisaé jako potencjat
OZW. . £ . ;3
grawitacyjny rozldadu materii o gestodei — (1 + »)aT/dor(l — ), ktéry wynosi )

__ 49 f f f T(EnE) - dednde : [e]
L A (Ll — ) r

gdzie T(E, 1, {) jest temperatura punktu &, #, £, w ktérym zn.aj duje sig eIf?menF o OijtOfECi .zEd?j'd-C,: ﬂ’T i j.est odle-
zos nktu od punktu x, y, z. Réwnanie [e] stanowi pelne rozwiazanie zagadnienia naprezen cieplnych
gll‘).&:CIQ telgokpzczon m o temperaturze réwnej zeru, z wyjatkiem obszaréw ogrzanych (lub ochlodzonych)*). Przy-
- leile :]: sh[:)bszarzw o postaci elipsoidy obrotowej i péhieskoticzonego walca kolowego, réwnomiernie nagrza-
petd-}kl_: o cracowa.ne5). Maksymalne naprezenie dla elipsoidy wynosi @ ET/(1—) 1 jest prostopadte do jej powierz-
Ziifl;;iktach o najwigkszej krzywiinie. Naprefenie to wystepuje jedynie w ey przypaskaéh granicmych:
bardzo splaszczonej lub bardzo wydhizonej elipsoidy obrotowej. Przypadl-ﬂ posrednie f:hara tellﬂ_fzhujq slql m'rue].-
szymi naprezeniami maksymalnymi, dochodzac w przypadku ohszaru kulistego do dwéch trzecic wymienionej
\UCI;(;E]TLT nie zalezy od z i w=0, mamy do czynienia z plaskim stanem odksztaleenia, a w, u i v nie zaleza takie
od z. Réwnanie [d] przeksztalca sig na
9y | % 1—w
922 | Ay 1—v

Rozwiazaniem szczegélnym tego réwnania jest potencjal logarytmiczny

w:L.1+v-o¢ffT(E,17)logr’dEd}7 lg]

T [f]

2n 1—w
gdzie r=[—E2+ (v — )2}

W plycie cienkiej o temperaturze T nie zmieniajacej sie wzdluz grubodei mozemy przyjaé plaski stan na.prq:
i i i 7 i od z. Otrzymujemy wiedy zwiazli migdzy naprezeniami
Zenia z 0, = T,, = Typ = Oiuw, v, 0, Oy Ty s niezaleznym ymuj

i odksztalceniami (réwnauia [d] par. 134)

: 2
Oz = ;! [&#"Vﬂ—(l‘f‘”)“'f]

192 |0 dy
E [& 8« mT] [b]
U‘y=717v2'|:§y‘+vax ( -i—‘lJ)

E (_‘”’, 4 _wg)
= (1+9) \dx  dy

i i i Gwnania
Podstawiajac je do dwéch réwnaf réwnowagi [18], otraymujemy przy braku sit masowych réw

(2, ey —lﬁ”(% g %ﬁ)ﬁz - fi
dx dy 1+ L

An? oy?

1) Funkeji tego rodzaju uiy“:a} E. Almansi w zagadnieniu kuli. Por. 1) ,,Alti rea’e acead. sei, Torino®, 1896 —
—1897, 32, s. 963; 2) ,,Mem. reale accad. sci. Tf)rh};:‘, 0121.1'2[’[47’ %\1897. S5tk: 6B
# 5% f the Potential“, V. D. Mac Millan, Nowy Jork, ; . '
3; ;3;112]'1; l,;:; ]:E’:sciru};;isval ?;i:o; G, P:[V. Borchardt, badajac zagadnienia kuli, ,Monatsber, Koenigl. Preuss. Akad
iss.” i « 9, ) M :
Wlis)l R " PLil, Mag.“ 1937, 23, 5. 1017. Gislo péhnieskoficzone rozwata K. D. Mindlin i D. H. Cheng
»J- Applied Phys.“ 1950, 21, s. 926, 931.
d )] DNP.%. Ilfyf’rlesmd: »J. Applied Mechanics®, (Trans. A.S.M.E.), 1942, s. A-131.
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Beda one spelnione przez

- 9}, [J]
jesli tylko 1 jest rozwiazaniem réwnania

Fa)

A

o )

e :% =1+l [k]
ox Gy

Poréwnujac je z [f] widzimy, Ze jego rozwiazaniem bedzie potencjal logarytmiczny [g] z pominigeiem w mianow-

niku wyrazenia 1—w». Jest to pelne rozwiazanie dla lokalnego

ogrzania nieskoficzonej plyty, w ktérej naprezenia
i odksztalcenia musza w nieskoficzonodci zmierza¢ do zera.

Jako pierwszy przyklad tego rodzaju rozwazymy plyte nieskoiiczona o temperaturze réwnej zeru wszedzie
z wyjatkiem prostokatnego obszaru 4BCD o bokach 2a, 2b (rys. 230), wey

wnatz ktorego lemperatura jest stalal)
i réwna 7. Poszukiwany potencjal logarytmiczny ma postaé

1 b e g
TI’=E(1+W)WTI_5 j_azilog[(x—é)”*(yﬁf?)”]drfdﬁ [

Przemieszczenia otrzymuje sie przez rézniczkowanie zgodnie z [j],

a napregenia znajdujemy nastepnie z [h].
Wartodei o, i Ty W punktach lezgcych na zew

nglrz ogrzanego prostokata, takich jak P, mosna sprowadzié¢ do

1
O =Eal—— (py—p,);  74y=EaT £ log 23 [m]
2n 47 oy

przy czym katy wy, v, i odleglogei T1s Tos Ty, Ty zostaly zaznaczone na
1ys. 230. Katy te oparte sa na dwéch hokach AD, BC prostokata,

o réwnoleglych do osi x. Wyrazenie dla oy otrzymuje si¢ z plerwszego

réwnania [m] przez wslawienic zamiast P1 19, katéw opartych na
pozostalych dwéch bokach 4B, DG prostokata,
Wartos¢ o, tuz ponisej AD i tui na lewo od A wynosi
7z « )

EeT- A 7T — arctg o
27 b

i jest najwicksza w przypadku prostokgta nieskoriezenie diugiego

w kierunku osi y, gdy staje sig réwna JExT. Oba napreZenia nor-

malne zmieniajg si¢ gwaltownie w okolicy naroza prostokata, a napre-

Zenie styczne Tyy P1ZY zblizaniu sie¢ do naroza zmierza do nieskonezo-

nosci, Osobliwodei le sa ocaywideie konsekwencja przyjecia doskonale ostrych narozy ogrzanego prostokata.
Jedli ogrzany obszar nie jest prostokgtny, lecx posiada ksztalt elipsy?)

Rys. 230

x2 2

to warlo$é naprezenia 0y tuz poza elipsa, w poblizu lorica osi wielkiej wynosi

EoT
1+ (b/a)

i dla elipsy bardzo wydluzonej dazy do ExT, zas dl

a kola rowna jest 1 EaT. Naprezenic 0, tuz poza kofcem muiej-
szej osi ma warlodé

EaT
1+ (aft)
i przy bardzo wydtuzonej elipsie zmierza do zera.

Yy Goodier, loc. cit,
%) Goodier, loc. cit.
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wi w Ly g je si egblnie prosta w przypadku, gdy temperatura zmienia
Metoda przedstawiona w tym pfuz-lgraﬁc staje sig szcalg : 11;
aie z czasem i spelnia réwnanie rézniczkowe przewodzenia ciepla’)
s .

97:/’],172T [n]
b

; 2 iest wspélezynnikiem przewodzenia ciepla, podzielonym przez cieplo wlasciwe i gestosé. Rézniczkujac [d]
dzie A jest W

ledem £ i podstawiajac nastepnie §77t z rownania [n] dochedzimy do wniosku, Ze funkeja 9 powinna speniag
wzgledem

réwnanie

Vzi:"i - 1+”_ gy *T
ot -
Mozemy wige przyjac
@ = MQJ’T

dt 1—vw
Calka tego réwnania w praypadku, gdy temperatura zmierza z uplywem czasu do zera, jest
atk a
o0
1,,,:_1:"1“1 Tdt lo]
1—v ¢

i ieni d], korzystajac z [n].
i ;ma sprawdzié przez podstawienie w [d], ] , . . s
jak lr{noz]:la[r::ny np. dlugi walec kolowy (plaski stan odksatatcenia), ktéry ochladza sig lub jest ogi?e\x any clo’ stanu
luzp 0 Igrrzewodzenia ciepla. Przebieg temperatury nie jest osiowo-symetryczny, lecz nie zalezy od wspélrzed-
i . . a S %
USEa OTZerj z. Temperature moina wiec przedstawié za pomoca szeregu, skladajacego sig z wyrazow o postaci
nej osiowej z.

Ty = e= ] (sr)ei [e]

86 i i ind
m dla otrzymania cos 1 lub sin nf mozna tu braé pod uwage czesé rzeczywista lub urojona wyrazu e,
rzy c‘zy 1 3 ‘s VA .
I.';. [o] otrzymamy funkeje 9, odpowiadajac temu wyrazowi w szeregu dla temperatury

At le, la]

Y= 1—9 52

Szereg zlozony z takich funkeji, odpowiadajacy szeregowi dla T, stanowié bedzie rozwiazanie szczegélne rownfxn1:1.
1‘ : . ra . . e . 5 .. 2
ZZ]nigo [b]. Przemieszczenia oblicza¢é moina zgodnie z réwnaniami [a] lub z réwnowaznymi im réwnaniami
0g -
dla biegunowego ukladu wspélrzednych
dp 1%
= r 90
iowa i i i Vi ierunku osi
v czym u i v ga tu odpowiednio skladows promieniowa i styczna przemieszezenia. Skiadowa w w kier
pIZ il
j laskim stanie odksztalcenia rowna zeru. o i . or e '
]eStOdep ztaleenia otrzymujemy nastepnie zgodnie # par. 28. Naprezenia obliczaé nalezy z zaleznodci dla plaskiego
: 3 ’ . . 4
stanu odksztaleenia [a] i [b] par. 135 wraz z estatnim z réwnan [52] dla naprezenia stycmegl; Trﬂ .
’ . I r . . - . i wa ca
i i L0ZWI i i ogdlnodel, ze na zakrzywionej powierzc ;
Po otrzymaniu takiego vozwiazania okazuje si¢ w ik . e
niezerowe obcigzenia a,, 7,5. Dla ich usunigeia wystarczy rozwigzad zwykly problem p}ﬂsk;t;%ﬂ stanu odk 9
postugujae sig ogdlna funkeja naprezen we wspolrzednych biegunowych, podang w par. 39%).
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E’)) 11;?3)11;& t’i ze:st};l oméwiony w cytowanej wyzej pracy J. N. Goodiera dotyczacej przypadku walca wydra
sonego o temperaturze, odpowiadajacej zaleznosei [p).




