
Metoda Elementów Skończonych (MES)
Sformułowania przemieszczeniowe





Równania MES – uogólnienie macierzowo
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Równanie ruchu F(t)} = wektor obciążeń węzłowych

 w ogólnym przypadku można zapisać jako:

Gdzie:

[M] = macierz masowa

[C] = macierz tłumienia

[K] = macierz sztywności

F(t) = wektor obciążeń węzłowych

{q} = wektor przemieszczeń węzłowych

{q’} = wektor prędkości węzłowych

{q’’} = wektor przyspieszeń węzłowych



Równania MES – uogólnienie macierzowo

  
1

2
U q K q=      

1

2
T q M q=   

Operujemy najbardziej typowym sformułowaniem MES 

(sformułowanie przemieszczeniowe), 

Korzystając z energii odkształcenia – mamy macierz sztywności 

Korzystając z energii kinetycznej – otrzymamy macierz masową

W ujęciu energetycznym 

energia odkształcenia i energia kinetyczna 

wyrażają następująco:



Równania MES – uogólnienie macierzowo

W ujęciu energetycznym 

energia odkształcenia 

Schemat najprostszego elementu 

struktury



Równania MES – uogólnienie macierzowo
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W ujęciu energetycznym 

energia odkształcenia 

Schemat najprostszego elementu  (np. sprężyna)



Równania MES – funkcje kształtu



Równania MES – funkcje kształtu i energia potencjalna



Równania MES –funkcje kształtu  i energia potencjalna



Równania MES –  energia potencjalna
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Zatem w ujęciu energetycznym 

energia odkształcenia (deformacji)



Równania MES –  kratownica macierz globalna (układ globalny)



Równania MES –  kratownica - macierz globalna (agregacja = rozsyłanie)



Równania MES –  belka płaska (zginanie)



Równania MES –  belka (płaska (zginanie)



4

• Ciągłe przemieszczenia w strukturze – „złożenie” elementów

Ciągłe pole przemieszceń w elemencie u(x,y,z) opisane jest 
funkcjami kształtu N(x,y,z) oraz wybranymi (dyskretnymi) 
przemieszczeniami w elemencie ui.
{ u(x,y,z) } = [ N(x,y,z ] {ui}

Partition of Unity….

Klasyczny MES

GE – for internal use only

Adam Dacko                           Ewolucja technik obliczeniowych w metodzie elementów skończonych - XFEM



Równania MES – energia potencjalna i kinetyczna

          
1 1 1 1

( )
n n n nn n n n n n

M q C q K q F t
     

+ + =

       

2

11
2

2
2 2 2

2
2

2

2

( )( )

( ) ( )

( ) , ( )

( ) ( )n n

d q tdq t

dtdt

dq t d q t
d d

q q t q q tdt dt
dt dt

dq t d q t

dt dt

  
  
  
     

= = = =   
   
   
   
      

Równanie ruchu w ogólnym przypadku 

można zapisać jako:

gdzie:

[M] = macierz masowa

[C] = macierz tłumienia

[K] = macierz sztywności

F(t) = wektor obciążeń węzłowych

{q} = wektor przemieszczeń węzłowych

{q’} = wektor prędkości węzłowych

{q’’} = wektor przyspieszeń węzłowych

Przypadki szczególne, uproszczone:

{F(t)} = {0}                           – drgania swobodne

{F(t)} = {0} [C]=[0]             –  drgania własne

{F(t)} = {0} [C]=[0]  [M]=[0] – zagadnienie statyczne



Równania MES – energia potencjalna i kinetyczna
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Operujemy najbardziej typowym sformułowaniem MES 

(sformułowanie przemieszczeniowe), a zatem w ujęciu energetycznym

energia odkształcenia i energia kinetyczna wyrażają się przez stopnie swobody jako:

Korzystając z energii potencjalnej – otrzymamy macierz sztywności 

Korzystając z energii kinetycznej – otrzymamy macierz masową



Równania MES – uogólnienie macierzowo

Energia kinetyczna elementu Ωe w funkcji 

prędkości ma postać:

gdzie przemieszczenia wewnętrzne w 

elemencie dane są funkcjami kształtu N:
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Tzw. masowa macierz KONSYSTENTNA



Macierz tłumienia  (model Rayleigha)

o tym będzie dalej:

     t tC M K = +
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macierz sztywności K jest znana (zob. MES I)

macierz masowa M jest już także znana

macierz tłumienia C jest najczęściej przyjmowana w sformułowaniu Rayleigha 



Tłumienie strukturalne – 

proporcjonalne do przemieszczenia, ale w fazie z prędkością
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macierz sztywności K jest znana (zob. MES I)

macierz masowa M jest już także znana

alternatywa tłumienia

macierz tłumienia C jako tzw tłumienie strukturalne (wymaga rachunku zespolonego!)



Macierz masowa dla pręta:

Macierz masowa elementu prętowego (kratownica)
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gdzie prędkości w elemencie są dane 

funkcjami kształtu i prędkościami węzłowymi:
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Konsystentna macierz masowa dla pręta:

skupiona macierz masowa dla pręta:
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Równania MES – wartości własne
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Równanie ruchu w szczególnym przypadku 

drgań własnych ma postać:

00

Rozwiązanie 

ogólne RRZ:

       0M q K q+ =

     ( ) cos sin
A B

q t q t q t = +        2 2 2cos sin
A B

q q t q t q    = − − = −

       2 0M q K q− + =    ( )   2 0K M q− =

Niezerowe rozwiązanie istnieje dla :
   ( )2det 0K M− =

To wielomian n-tego stopnia w funkcji       .

FINALNIE rozwiązaniem problemu jest n par:  wartość własna i i jej wektor własny qi 

𝜔2



Równania MES – wartości własne

Zagadnienie na wartości własne:

Rozwiązanie to pary częstość własna  i wektor własny (KSZTAŁT):

       0M q K q+ =

Wektory własne są ortogonalne, czyli

ale musza być skalowane, 

np. skalowanie masowe: 

albo skalowanie sztywnościowe:

   ( )2det 0K M− =

 ;i iq i=1, n gdzie n = liczba MASOWYCH stopni swobody

  ijji
q q =  

   ijji
q M q =  

   ijji
q K q =  

Po skalowaniu wektory własne są „ortonormalne”



MES – zadania dynamiki
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Przypadki szczególne, różne typy analiz

Modal Response,   Normal modes (drgania własne)

Frequency Response, Harmonic Response (odpowiedź w dziedzinie częstotliwości)

Transient Response, Time-history  (odpowiedź w dziedzinie czasu, analiza stanów nieustalonych)

Random Response, Random Analysis (odpowiedź na obciążenia losowe)

Shock Analysis, Response spectrum (odpowiedź na obciążenia udarowe)



MES – efekty dynamiczne, zmienne w czasie  

(Transient Response)

Matematycznie –  sformułowanie „direct” lub „modal”  = metoda redukcji bazy

Przejście z RRZ na równania różnicowe – różne schematy całkowania

Metody niejawne (Implicit time integration) – bezwarunkowo stabilne (prawie wszystkie)

- Hilberta

- klasyka : -Newmarka

- nowsza: HHT (Hilber, Hughes, Taylor)

Metody jawne (Explicit time integration) – warunkowo stabilne (kryterium CFL !!)

- central difference method

- LS-Dyna, Dytran, PAM-crash, Abaqus Explicit



MES – (Transient Response) –  metody niejawne

Metody niejawne (Implicit time integration) – bezwarunkowo stabilne

- Hilberta, -Wilsona

- klasyka : -Newmarka

- nowsza: HHT (Hilber, Hughes, Taylor)

Metoda -Newmarka z parametrami 

           Newmark oryginalnie zaproponował γ =0.5,  = 1/4, co daje schemat bezwarunkowo stabilny
          (średniego przyspieszenia, tzw. reguła trapezu – zob. następny slajd)

w chwili t+Dt:

[(1 ) ]t t t t t tU U U U t +D +D= + − + D
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MES – (Transient Response) –   metody niejawne

Czasem używane są inne oznaczenia parametrów Newmarka: zamiast  →   oraz zamiast  → 



Metoda -Nemarka



Metoda -Nemarka

Metoda Typ   
Warunek 

stabilności 

rząd 

dokładności 
średniego przyspieszenia 

(reguła trapezu) 
niejawna ¼ ½ bezwarunkowa 2 

liniowego przyspieszenia niejawna 1/6 ½ warunkowa 2 

Foxa-Goodwina niejawna 1/12 ½ warunkowa 2 

różnic centralnych jawna 0 ½ warunkowa 2 

 



METODY niejawna -HHT

Metoda α-HHT (Hilber, Hughes, Taylor) jest uogólnieniem metody Newmarka. Przedstawia rodzaj 

liniowej kombinacji stanów dla czasu t oraz t+Δt. W równaniu zapisanym dla chwili t+Δt 

współczynniki „wagowe” α (dla sił, przemieszczeń, prędkości i przyspieszeń) określają udział 

zmiennych z chwili t i z chwili t+Δt. W przypadku, gdy parametr α jest zerowy, metoda sprowadza 

się do metody -Newmarka. 

Metoda dla pewnych α jest bezwarunkowo stabilna, ma dokładność drugiego rzędu.

Wprowadza korzystne, niewielkie tłumienie numeryczne. Powoli staje się jedną z podstawowych 

metod w komercyjnych programach MES.



MES – (Transient Response)     metody jawne
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Co po podstawieniu pozwala wyznaczyć następną chwilę w zależności TYLKO od poprzednich

Metody jawne (Explicit time integration) – warunkowo stabilne (kryterium CFL !!)

- central difference method

- LS-Dyna, Dytran, PAM-crash, Abaqus Explicit



Metoda jawnego całkowania

W literaturze stosowane są dwie odmienne definicje określenia „metoda 

jawnego całkowania”. W niniejszej pracy przyjęto za Kleiberem [113] i 

Belytschko [15], że jawność oznacza możliwość bezpośredniego obliczenia 

wektora przemieszczeń w chwili  t+Dt na podstawie znajomości 

przemieszczeń w chwili t oraz poprzednich. Może to w niektórych 

przypadkach oznaczać konieczność faktoryzacji efektywnej macierzy 

sztywności. 

Niektórzy autorzy, np. Hughes [104], p. 493, stwierdzają natomiast 

wyraźnie, że metoda różnic centralnych jest jawna jedynie w przypadku, 

gdy macierze masowa i tłumienia mają formę diagonalną.



Metoda jawnego całkowania

 

START 

Obliczenia wstępne 

0n = , 0t =  
Obliczenie początkowych macierzy sztywności K, masy M, tłumienia C  

Wczytanie warunków początkowych: 0 0(0), (0)= =x x x x  

Obliczenie przyspieszenia początkowego ze wzoru (2.1)  

( )1

0 0 0(0)−=  − −x F Cx Kx  

Wybranie kroku czasowego crt tD  D  i obliczenie stałych 

( )
0 1 2 0 32

2

1 1 1
, , 2 , .

2
a a a a a

t at
= = = =

DD
 

Obliczenie tx −D  

0 0 3 0t t a−D = − D +x x x x  

Utworzenie zastępczej macierzy masowej: 

0 1a a= +M M C  

 

Pętla po krokach czasowych. 

Obliczenia dla typowego kroku n 

, 1t t t n n= + D = +  

Obliczenie efektywnego wektora obciążenia 

( ) ( )2 0 1t t t t ta a a −D= − − − −F F K M x M C x  

 

Rozwiązanie względem wektora przemieszczenia  

w chwili t t+ D  
1

t t t t t t

−

+D +D=  =Mx F x M F  

 

Obliczenie wektorów przyspieszenia i prędkości 

w chwili t (jeśli potrzebne) 

( )0 2t t t t t tx a x x x−D +D= − + , 

( )1t t t t tx a x x−D +D= − +  

Zapis wielkości wynikowych przemieszczeń, 

prędkości i przyspieszeń obliczonych w kroku 

Czy ostatni krok? 

STOP 

T 

N 



Kryterium stabilności CFL

Dla utrzymania stabilności obliczeń krok całkowania po czasie musi być mniejszy od 

pewnego krytycznego kroku czasowego       , zależnego od właściwości całego układu. 

Warunek ten nosi nazwę kryterium Couranta (lub Couranta – Friedrichsa - Lewy’ego, 

CFL):

  

gdzie okres Tmin i częstość ωmax dotyczą najwyższej wartości własnej układu, a górny 

indeks L w oznaczeniu kroku czasowego informuje, że wielkość kroku wynika z 

rozmiarów siatki Lagrange’a.

W przypadku występowania w zadaniu elementów typu Eulerowskiego zostaje 

uwzględniony także graniczny krok czasowy dla elementów domeny Eulera: 

gdzie Δx oznacza charakterystyczny wymiar elementu siatki Eulera, natomiast c jest 

lokalną prędkością dźwięku w elemencie (w ośrodku płynowym).

cr

LtD

( )2

max

2
1L

crt  


D = + −



Specyfika modeli MES w Explicit

Kombinacja szczególnych rozwiązań w zadaniu dynamicznym:

1. Warunkowa stabilność metody Explicit (CFL) – 

        zatem stosujemy BARDZO mały krok całkowania po czasie

2. Ogromna liczba kroków wymusza zastosowanie do KRÓTKICH zjawisk (milisekundy)

3. Przyspieszenie obliczeń zmusza do stosowania BARDZO uproszczonych elementów

4. Proste elementy wymuszają bardzo drobną siatkę podziału (co z kolei ułatwia lokalne 

efekty nieliniowe)

5. Proste elementy wymuszają ZREDUKOWANE całkowanie (mało dokładne)

6. Takie całkowanie daje model podatny na ”hourglassing” (tzw. klepsydrowanie,        

zob. rysunki) – zatem trzeba stosować kilka warstw elementów

7. Krótkotrwałe zjawiska upoważniają do zaniedbania tłumienia

8. Z drugiej stronu – sformułowanie Explicit „rozprzęga” układ równań – jest zatem 

„zestaw równań” a nie „układ równań” – NIE MA odwracania macierzy

ZASTOSOWANIA: zderzenia, wybuchy, pociski przebijające osłony balistyczne, obliczenia 

siedzeń i manekinów (także „skrzynka piwa”)



METODY REDUKCJI BAZY

Rozważając rozwiązanie równania dynamiki należy zwrócić uwagę na fakt, iż zwłaszcza w przypadku 

zadań stanów nieustalonych rozwiązanie będzie musiało być wykonane setki czy tysiące razy. 

Oczywiście, przy zachowaniu pewnych warunków (typu stała długość kroku czasowego) – można 

pewne powtarzalne elementy algorytmu zoptymalizować, zmniejszając koszty numeryczne. Tym 

niemniej przede wszystkim sam rozmiar zadania (liczony w stopniach swobody) jest podstawowym 

czynnikiem decydującym o pracochłonności rozwiązania. Zatem należy rozważyć metody 

matematyczne zmniejszając rozmiary zadania dynamicznego, przy zachowaniu siatki podziału. Są to 

tzw. metody redukcji, które omówiono krótko poniżej.

Metoda redukcji statycznej (tzw. kondensacja statyczna, Guyana) polega na wewnętrznym podziale 

wektorów i macierzy równania dynamiki na części zachowane do dalszej analizy (indeks „a”) oraz 

części, które zostają skompresowane (indeks „o”). Części podlegające „kompresji” (czyli redukcji albo 

kondensacji) stanowią zwykle większą część oryginału – do analizy pozostawia się niewielką 

(kilkuprocentową) część zmiennych. W przypadku analizy statycznej taka kondensacja jest operacją 

bezstratną – wyniki są dokładne. W przypadku analizy dynamicznej – prowadzi do uproszczeń, których 

skutki należy zminimalizować.



Kondensacja statyczna - Guyana

 a a aaa ao aa ao aa ao a

o o ooa oo oa oo oa oo o

u u uM M B B K K F

u u uM M B B K K F

                   
+ + =            

                        

 (2.24) 

gdzie dla przypadku statycznego część wykondensowana jest równa: 

        ( )1

o oo oa a ou K K u F− = − +   (2.25) 

natomiast niewielkie równanie pozostające do analizy przyjmuje postać: 

     aa a aK u F= . (2.26) 

Przy zapisie:    1

o oo oaG K K− = −    ,    1o

o oo ou K F− =    

oraz     aa aa ao oK K K G = +   ,      T

a a o oF F G F = +    (2.27) 

mamy finalne rozwiązanie w postaci: 

       o

a o a ou G u u= +  



Metoda redukcji dynamicznej (GDR) 

(uogólniona metoda Guyana, GDR) wprowadza pewne przybliżenia dla tych części zadania, 

które zostały pominięte przy metodzie redukcji statycznej. Pozwala to na poprawę dokładności 

metody. W GDR, podobnie jak w metodzie Guyana, zachowana zostaje dokładna sztywność 

struktury. W zadaniach z istotnymi wielkościami przyspieszeń, błędy będą proporcjonalne do 

wykondensowanych mas.

Metoda ta jest dwukrokowa. 

Pierwszy krok jest zwykłą kondensacją statyczną (metoda Guyana). 

Drugi krok używa macierzy transformacji z operacji poprzedniej (statycznej) do oceny efektów 

masowych (bezwładnościowych) usuniętych stopni swobody. Kluczowym aspektem tego kroku 

jest określenie członów korekcyjnych w formie analogicznej do sposobu użytego w redukcji 

Guyana



Component Mode Synthesis (CMS)

metoda Craiga-Bamptona (C-B) – to metoda redukcji zadania 

dynamicznego, korzystna zwłaszcza przy łączeniu podstruktur 

(superelementów). Podobnie jak w zadaniu redukcji statycznej, wektor 

przemieszczeń jest dzielony na dwie części: niewielką część która ma być 

zachowana, oznaczoną    – są to np. podpory, miejsca obciążenia lub węzły, 

do których będą dołączone inne podstruktury, oraz na pozostałą, 

„wewnętrzną” część odkształcalną, która chwilowo ma być zredukowana 

(„wykondensowana”) – część      .
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Craig-Bampton (CMS)

RR RL R RR RL R RR RL R R

LR LL L LR LL L LR LL L L

M M u C C u K K u F

M M u C C u K K u F

                    
+ + =            

                    

Transformacja redukcji Craig-Bampton ma dwa kroki: 

po pierwsze zbiór stopni swobody  ,  jest zapisywany we współrzędnych 

uogólnionych (modalnych),   . Oznacza to, że podlegający redukcji model jest 

transformowany z zapisu w niewiadomych czysto fizycznych - do zapisu o 

„hybrydowej” postaci wektora niewiadomych, który teraz składa się częściowo ze 

zmiennych fizycznych,   , a częściowo ze współrzędnych modalnych      .
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Drugi krok redukcji C-B polega na obcięciu modalnym całego zestawu zmiennych    do znacznie 

mniejszego zestawu zmiennych    . Jest to rozwiązanie bardzo praktyczne, gdyż zwykle wyższe 

postacie modalne mają nikły wpływ na odpowiedź struktury. Przyjmuje się w praktyce 

inżynierskiej, że składowe modalne utrzymane w rozwiązaniu (po obcięciu) powinny mieścić się 

przynajmniej do częstości 1,5-2 razy wyższych, niż przewidywana częstość odpowiedzi struktury, 

albo 1,5-2 razy większych niż częstość wymuszenia.

  

gdzie oznaczono:  
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składanie postaci modalnych członów 

(Synteza Modów Superelementów)

Superelement (człon) jako część struktury (mechanizmu) – redukowany do opisu macierzowego
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składanie postaci modalnych członów 

(Synteza Modów Superelementów)

Superelement (człon) jako część struktury (mechanizmu) – redukowany do opisu macierzowego



Craig-Bampton (CMS) – po co ?
Zalety metody redukcji bazy – superelementy   (w dynamice: CMS – Craig-Bampton)

➢Możliwość rozwiązywania zadań przekraczających ograniczenia systemu 

obliczeniowego

➢Częściowe przekonstruowanie modelu (zmiany tylko fragmentów struktury)

➢ minimalizacja wpływu zmian – jedynie zmodyfikowane części muszą być przeliczone

➢ odpowiednie planowanie struktury może wyizolować zmiany do pojedynczego superelementu

➢Podział budowy modelu na podzespoły/superelementy

➢ organizacja – zasoby ludzkie, podwykonawcy, dostawcy, integrator

➢ powtarzalne części modelowane są tylko raz

➢Podział analizy wyników

➢ organizacja – zasoby ludzkie, podwykonawcy, dostawcy, integrator

➢ Ochrona rozwiązań niejawnych projektu (nie muszą być udostępniane)



Craig-Bampton (CMS) –    po co ?





ATHENA mission (CAMK, CBK)

Athena będzie składać się z pojedynczego teleskopu rentgenowskiego o 

dużej aperturze, o ogniskowej 12 m i rozdzielczości kątowej na osi 5 sek. 

Płaszczyzna ogniskowa zawiera dwa instrumenty. 

WFI (Wide Field Imager ) zapewniający czułe obrazowanie szerokiego pola i 

spektroskopię oraz wysoką częstotliwość zliczania. 

X-IFU (X-ray Integral Field Unit) zapewniający przestrzennie rozdzielczą 

spektroskopię rentgenowską o wysokiej rozdzielczości w ograniczonym polu 

widzenia.

• WFI – konsorcjum z MaxPlanck Institute + 11 krajów 

                (Polska:  CAMK + CBK, prof. Różańska)

• X-IFU – konsorcjum z IRAP + 12 krajów
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